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Vorwort  zur  fttnften  Auflage. 


Das  vorliegende  Lehrbuch  umfasst  ausschliesslich  die- 
jenigen Gebietstheile  der  Mechanik,  welche  der  elemen- 
taren Behandlungsweise  zugänglich  sind,  und  enthält  im 
Wesentlichen  Dasjenige,  was  an  der  Königl.  Technischen 
Hochschule  zu  Aachen  in  dem  ersten  Jahres -Cursus  der 
^  Mechanik  vorgetragen  wird. 

?^  Die  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  bot  Gelegenheit, 

iu  das  Buch  durch  verschiedene  neue  Beispiele  und  Anwen- 
dungen, sowie  durch  Hinzufügung  von  32  neuen  Figui'en 
zu  bereichem. 

Aachen,  den  28.  April  1884. 

A.  ßltter. 


ZQ  qn  -7 


InlialteYerzeiclmiss. 


ERSTER  ABSCHNITT. 

Grandbegriffe  nnd  Grundgesetze  der  Mechanik. 

Cifi.  I.    Einleitung.  ^^i^ 

{    1.    Mechanik,  Oeometrie,  Physik 1 

{    2.    Begriff  des  materiellen  Punktes 3 

Cap.  II.    Entwickelung  der  Begriffe  GeecbwIndlgkeK  und  Beecbleunigung. 

%    3.    Geometrische  DarstelluDg  der  Bewegungen 6 

§    4.    Gleichförmige  Bewegung 8 

§    5.    Ungleichförmige  Bewegung 10 

§    6.    Geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeiten 12 

§    7.    Gleichförmig  veränderte  Bewegung 14 

§    8.    Ungleichförmig  ver&nderte  Bewegung 17 

Cap.  lil.    Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Bewegungen. 

$    9.    Parallelogramm  der  Bewegungen 19 

§  10.    Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten 20 

§  11.    Paralldepipedon  der  Bewegungen 21 

§  12.    Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten 22 

I  13.    Zusammensetsung  und  Zerlegung  der  Beschleunigungen  ...  27 
§  14.    Zusammensetzung  gleichförmiger  Bewegungen  mit  gleichförmig 

beschleunigten  Bewegungen 30 

§  15.    Erümmungs^bmesser  im  Scheitelpunkte  der  Parabel    ...  36 

Cap.  IV.    Physikalische  GrundbegrifflB  und  Qrundgeeefzs  der  Mechanik. 

$16.    £ntwickelung  der  Begriffe  Kraft  und  Masse 38 

\                        §  17.    Gesetz  der  Beschleunigung 43 

'^                        {  18.    Gesetz  der  Schwere 46 

$  19.    Parallelogramm-Gesetz 50 

§  20.    Gesetz  der  Wechselwirkung 54 

« 

ZWEITER  ABSCHNITT. 

Mechanik  des  materiellen  Punktes. 

Caf .  V.    Allgemeine  Lehrsätze. 

§  21.    Gesetz  der  mechanischen  Arbeit 57 

§  22.    Princip  der  lebendigen  Kraft 65 

§  23.    Gesetz  der  statischen  Momente 73 

Cmp.  VI.    Freie  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

f  24.    Parabolische  Bewegung 79 

§  25.    Bewegung  eines  geworfenen  Körpers 81 


YIII  Inhaltsverzeichniss. 

Seite 

Horizontaler  Wurf 81 

Abwärts  gerichteter  Wurf 83 

Aufwärts  gerichteter  Wurf 84 

§  26.    GraYitations-Gesotz • 88 

§  27.    Gleichförmige  Kreisbewegung  (Centripetal-Eraft) 91 

§  28.    Geradlinige  Schwingungen 100 

§  29.    Gleichförmige  geradlinige  Bewegung  (Gleichgewicht)  des  mate- 
riellen Punktes 105 

Cap.  VII.    Bewegung  auf  vorgeschriebenen  Bahnen. 

§  30.    Widerstände  fester  Flächen,  Linien,  Punkte 110 

§31.    Bewegung  auf  geradliniger  Bahn 113 

§  32.    Gleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn 116 

§  33.    Ungleichförmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn    ....  119 

§  34.    Bewegung  in  verticalem  Kreise 121 

Centrifugal-Bahn 121 

Mathematisches  Pendel 123 

§  35.    Anwendung  auf  die  Bestimmung  von  Krümmungshalbmessern  125 

Schraubenlinie 126 

Cycloide 127 

Parabel 128 

Cap.  VIII.    Relative  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§  36.    Kelative  Bewegung  im  gleichförmig  fortschreitenden  Baume  .  129 

§  37.    Kelative  Bewegung  im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume  134 

§  38.    Belatives  Gleichgewicht  im  gleichförmig  sich  drehenden  Räume  138 

Centrifugal- Kraft ;    .    .  138 

Schwungkugel-R^ulator 142 

Abhängigkeit  der  Fallbeschleunigung  g  von  der  geographi- 
schen Breite 144 


DRITTER  ABSCHNITT. 

Statik  fester  Körper  oder  Lehre  vom  Gleichgewicht 
eines  Systems  von  unveränderlich  mit  einander  ver- 
bundenen materiellen  Punkten. 

Cap.  IX.    Ableitung  der  allgemeinen  Gleichgewichts -Bedingungen  fOr  einen 
ftoten  Körper. 

§  39.    Begriff  des  Systems  unveränderlich  verbundener  materieller 

Punkte 149 

%  40.    Mittelkraft  zweier  in  derselben  Ebene  wirkender  Kräfte  mit 

verschiedenen  Angriffspunkten 155 

§  41.    Kräftepaare  oder  Drehkräfte 160 

§  42.    Parallelogramm  der  Drehkräfte 163 

A.  Kräftepaare  in  einer  und  derselben  Ebene 163 

B.  Kräftepaare  in  parallelen  Ebenen 165 

C.  Kräftepaare  in  nicht  parallelen  Ebenen 166 


InhaltsTerzeichniss.  IX 

Seite 

§  43.    Allgemeine  Gleichgewichts -BedinguDgen  eines  Systems  von 

un?eränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten 170 

Cap.  X.    Wirkungen  der  Schwerkräfte. 

§  44.    Mittelkraft  gleichgerichteter  Parallelkräfte 177 

S  45.    AUgemeine  Oleichungen  des  Schwerpunktes  eines  Systems  von 

materiellen  Punkten ISl 

§  46.    Schwerpunkte  geometrischer  Körper,  Flächen,  Linien   .    .    .  184 

§  47.    Schwerpunkte  von  Linien 189 

§  48.    Schwerpunkte  von  Flächen 191 

§  49.    Schwerpunkte  geometrischer  Körper 195 

§  50.    Anwendungen  auf  Inhaltsbestimmungen  von  Rotationsflächen 

und  Botationskörpem 198 

Gap.  XI.    Widerstände  fester  UnterstiHzungspunkte. 

§  51.    Stabiles,  labiles  und  indifferentes  Gleichgewicht  des  an  einem 

Punkte  unterstützten  Körpers 201 

f  52.    Anwendungen  auf  Gewichtsmessungen 206 

§  53.    Gleichgewicht  eines  an  zwei  Stellen  unterstatzten  Körpers    .  209 
$  54.    Gleichgewicht  eines  an  drei  Punkten  unterttktzten  Körpers    .  214 
§  55.    Stabilitätsmoment  und  dynamische  Stabilität  eines  auf  hori- 
zontale Grundfläche  gestellten  Körpers 216 

Cap.  Xli.    Gleichgewicht  einer  an  zwei  Steilen  unterstiHzten  Verbindung  von 
mehreren  einander  gegenseitig  stützenden  festen  Körpern. 

§  56.    Bestimmung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Kör- 
pern hervorgerufenen  Gegendrucke 219 

§  57.    £influs8  der  Belastung  eines  einzelnen  Punktes  einer  Verbin- 
dung von  zwei  gewichtlosen  Stangen 223 

§  58.    Gleichgewichtslage  einer  Verbindung  von  drei  Stangen  .    .    .  227 

§  59.    Symmetrische  Verbindung  von  vier  Stangen 232 

§  60.    Verbindung  von  beliebig  vielen  Stangen 234 

§  61.    Gleichgewicht  einer  an  zwei  Punkten  unterstatzten  voUkom- 

men  biegsamen  Kette 238 

§  62.    Kette  mit  ungleichförmig  vertheilter  Belastung 244 

§  63.    Parabolischer  Träger 246 

§  64.    Brückenwage 250 

§  65.    Robervarsche  Wage 253 

Cap.  Xlll.    Reibungswiderstände. 

§  66.    Reibungscoefficienten 256 

Grenzwerthe  der  Reibungscoefficienten  für  Körper  mit  glatt 

bearbeiteten  Berührungsflächen 260 

A.  Ohne  Anwendung  von  Schmiermitteln 260 

B.  Bei  Anwendung  von  geeigneten  Schmiermitteln  .    .    .  261 

§  67.    Reibungswinkel 262 

§  68.    Schiefe  Ebene 266 

§  69.    Reibungscoefficienten  und  Reibungswinkel  für  Bewegung  in 

Keilnuthen 271 


X  Inhaltsverzeichniss: 

Seite 

§    70.    Gleichgewicht  eines  Yon  zwei  festen  Ebenen  unterstützten  ' 

Körpers 274 

§    71.    Gleichgewicht  eines  an  zwei  teste  Horizontalstangen  sich  an- 
lehnenden verticalen  Balkens 286 

§    72.    Bedingungen  des  Elemmens 288 

§    73.    Gleichgewicht  des  Keiles  in  Bezug  auf  Kippen 295 

§    74.    Gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  des  Keiles     ....  300 

§    75.    Scheitrechtes  Gewölbe .  304 

§    76.    Kreis-Gewölbe 309 

§    77.    Keil-Presse 311 

§    78.    Druck-  oder  Stütz-Linien 314 

§    79.    Parabolische  Stütz-Linie 318 

§    80.    Stütz-Linie  für  ungleichförmig  über  die  Horizontal-Projection 

vertheilte  Belastung .  322 

§    81.    Stütz-Linien  in  Gewölben 325 

§    82.    Frictions-Verbindungen 330 

Cap.  XIV.    Wirkung  der  Reibungawideretande  bei  rotirendeR  K6rpem. 

§    83.    Bedingungen  der  gleichförmigen  Drehbewegung 334 

§    84.    Zapfenrdbung 336 

§    85.    Frictionsrollen 343 

§    86.    Hirn 'sehe  Reibungswage 346 

§    87.    Bewegung  eines  von  rotirendenCylindern  unterstützten  Körpers  347 

Gleichförmige  Bewegung 347 

Schwingende  Bewegung 349 

§    88.    Prony'scher  Zaum 350 

§    89.    Frictionsr&der 353 

§    90.    Reibung  eines  Fadens  am  Umfange  eines  Cylinders  ....  354 

§    9t.    Bremsband 359 

Differeuzial-Bremse 362 

§    92.    Riemenscheiben 363 

§    93.    Ketten-  und  Seil-Biegungswident&nde 367 

§    94.    Widerstandscoefficienten  für  Ketten-  und  Seil -Rollen    .    .    .  371 

Cap.  XV.    Wirkung  der  Kräfte  bei  zuaammengeaetzter  rotlrender  und  Ibrt- 
achreitender  Bewegung  des  Körpers. 

§    95.    Gleichförmigkeits-Bedingungen  für  die  zusammengesetzte  roti- 

rende  und  fortschreitende  Bewegung 374 

§    96.    Rollen  und  Flaschenzüge 375 

§    97.    Differenzial- Flaschenzug 381 

§    98.    Bedingung  der  gleichförmigen  Schrauben-Bewegung  ....  384 

99.    Flachgängige  Schraube 385 

100.    Schraubenpresse 390 

§  101.    Schrauben-Keil-Presse 392 

§  102.    Differenzial-Schraube 394 

§  103.    Scharfg&Dgige  Schraube 397 

§  104.    Reibung  an  der  Mantelfläche  der  Schraube 401 


Inhaltsverzeichniss.  XI 
VIERTER  ABSCHNITT. 

Dynamik  fester  Körper  oder  Lehre  von  der  Bewegung 

eines  nicht  im  Gleichgewichtszustände  befindlichen 

Systems  von  unveränderlich  verbundenen  materiellen 

Punkten. 

Cap.  XVI.    Allgemeine  Lehrsätze.  seit« 

§  105.    Wirkung  der  inneren  Er&fte 405 

Arbeits-Summe  der  inneren  Kräfte  gleich  NuU     ....  405 

§  106.    Prindp  der  lebendigen  Kraft 407 

Zunahme  der  lebendigen  Kraft  gleich  Arbeit  der  äusseren 

Kr&fte.    Princip  der  yirtueUen  Geschwindigkeiten    .    .    .  407 

§  107.    d'Alembert*s  Princip 410 

Die  den  Beschleanignngen  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
entsprechenden  Kr&fte,  in  entgegengesetzten  Richtungen  hin- 
zngefftgt,  würden  den  wirklich  vorhandenen  Kräften  das 

Gleichgewicht  halten 410 

Call.  XVli.    Gleichförnilge  Drehung  eines  Körpers  um  eine  fMe  Drehachse. 

§  108.    Lebendige  Kraft  des  mit  der  Geschwindigkeit  m  rotirenden 

Körpers  gleich  — ^-    Definition  des  Trägheits-Momentes  T  412 

§  109.    Trägheitsmomente,  reducirte  Massen,  Trägheitshalbmesser  .  414 

Ring 414 

Gylinder 415 

Geradlinige  Stange 417 

Rechteckige  Platte 419 

Rotationskörper 419 

Paraboloid 420 

Kegel 420 

Kugel 421 

§  110.    Gleichförmige  Drehbewegung.  Wirkung  der  Gentrifugal-Kräfte  424 

§  111.    Freie  Achsen 427 

§  112.    Zusammengesetztes  Centrifugal-Pendel 429 

Cap.  XVili.   Ungleichförmige  Drehung  eines  Körpers  um  eine  IMe  Drehachse. 

§  113.    Winkelbeschleunigung 432 

§  114.    Beschleunigte  Drehung  einer  RadweUe 435 

5  115.    Fall-Maschine 437 

§  116.    Wirkung  der  Schwungräder 439 

Berechnung  des  Schwungrades  für  eine  KurbelweUe     .    .441 

§117.    Schwingungsdauer  des  physicalischen  Pendels 445 

§  Hb.    RcYersionspendel 446 

Cap.  XOC    Zusammengesetzte  rotirende  und  Ibrtschreitende  Bewegungen. 

{119.    Lebendige  Kraft  der  zusammengesetzten  Bewegung .    .    .    .  450 

Lebendige  Kraft  eines  roUenden  Körpers 451 

Lebendige  Kraft  der  Schrauben-Bewegung 452 

§  120.    Gesetz  des  Schwerpunktes         453 

§  121.    Bewegung  eines  freien  Körpers 456 


XII  Inhaltsverzeichniss. 

Seite 

Wirkung  eines  einzelnen  Er&ftepaares 457 

Bewegung  eines  freien  Körpers  unter  Einwirkung  mehrerer 

beliebig  gegebener  Kräfte 459 

§  122.    Rollende  Bewegung  auf  schiefer  Ebene 459 

§  123.    Gleitende  Bewegung  eines  rotirenden  Körpers  auf  schiefer 

Ebene 463 

§  124.    Bewegung  der  Fuhrwerke  auf  geneigten  Bahnen 469 

§  125.    Wirkung  des  Zapfenreibungs- Widerstandes 470 

§  126.    Widerstand  der  rollenden  Beibung 474 

§  127.    Beschleunigte  Bewegung  der  Schraube 479 

§  128.    Bedingungen  der  beschleunigt  fortschreitenden  Bewegung     .  481 

§  129.    Beschleunigte  Bewegung  des  Pochstempels 484 

FÜNFTER  ABSCHNITT. 

Statik  elastischer  Körper. 

Cap.  XX.    Widerstand  einer  prismatischen  Stange  gegen  Verlängerung  und 
VericQrzung. 

130.  Elasticitäts-Widerstände 487 

131.  Elasticitäts-Modulus 489 

§  132.    Elasticitäts-Grenzen  und  Festigkeits-Coefficienten   ....  492 

Cap.  XXI.    Widerstand  gegen  Biegung. 

§  133.    Spannungen  im  gebogenen  Balken 495 

§  134.    Trägheits-Momente  der  Querschnittsflächen 501 

§  135.    Berechnung  der  Mazimal-Spannung 503 

§136.    Träger  von  gleichem  Widerstände  . 508 

§  137.    Elastische  Linie 513 

138.  Balken  auf  drei  Stützen 518 

139.  Balken  auf  vier  Stützen 522 

§  140.    Kreisbogen  als  elastische  Linie 526 

§  141.    Berechnung  der  Federwerke 528 

Cap,  XXII.    Zusammengesetzte  Spannungen. 

§  142.    Widerstand  gegen  Zerknicken 531 

§  143.    Widerstand  gegen  Abscheerung 538 

§  144.    Widerstand  gegen  Torsion ,    .  543 

Cap.  XXIII.    Berechnungen  von  Dach-  und  Bruckon-Constructionen. 

§  145.    Methode  der  statischen  Momente 547 

§  146.    Berechnung  dreieckförmiger  Dach-Constructionen    ....  550 

§  147.    Permanente  und  mobile  Belastungen.   (Parabolischer  Träger)  556 

§  148.    Träger  von  constanter  Höhe 562 

§  149.    Bogen-Brücken 565 

Spannungen  in  den  Horizontal-Stangen 566 

Spannungen  in  den  Diagonal-Stangen 568 

Spannungen  im  Bogen 569 

Spannungen  in  den  Yertical-Stangen 570 


InhaltBYerzeichniBB.  Xin 
SECHSTER  ABSCHNITT. 

Dynamik  elastischer  Körper. 

Cap.  XXIV.    Mechanische  Arbeit  der  Eiaeticitäts-Widerstände.  ^^^ 

{  150.    Mechanische  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Verlängerung 

und  Verkürzung 574 

Einfluss  der  Fehlstellen 577 

§  151.    Mechanische  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Biegung  .    .    .  578 

§  152.    Mechanische  Arbeit  des  Torsionswiderstandes 581 

Torsionspendel 583 

Cap.  XXV.    Theorie  des  Stosses. 

§  153.    Gerader  centraler  Stoss 585 

§  154.    Bestimmung  des  Stoss-Elasticit&ts-Coefficienten  £    .    .    .    .  590 

Elastischer  Stoss 591 

Unelastischer  Stoss 593 

§  155.    Unelastischer  Stoss 595 

§  156.    Elastischer  Stoss 601 

§  157.    Stoss  rotirender  Körper.    (Ballistisches  Pendel) 603 

§  158.    Explosionen 606 

§  159.    Excentrischer  Stoss.    (Mittelpunkt  des  Stosses) 608 

§  160.    Mittelpunkt  des  Stosses 610 

§  161.    Schiefer  Stoss 613 

§  162.    Schiefer  Stoss  einer  Kugel  gegen  eine  feste  Wand  .    .    .    .  615 

Cap.  XXVI.    Relatives  Gleichgewicht  elastischer  Körper. 

§  163.    Belatives   Gleichgewicht    im    beschleunigt    fortschreitenden 

Räume 618 

§  164.    Centrifugal- Spannungen  in  rotirenden  Körpern 621 

§  165.    Spannungen  in  beschleunigt  rotirenden  Körpern 624 

SIEBENTER  ABSCHNITT. 

Statik  flüssiger  Körper. 

Cap.  XXVII.  Gleichgewichtszustand  eines  unter  Einwirkung  von  äusseren 
gegen  die  Oberfläche  wirtcenden  Dniciücräften  befindlichen 
flOssigen  Körpers. 

§  166.    Unterschiede  zwischen  festen  und  Aussigen,  zwischen  gas- 
förmigen und  tropfbar  flüssigen  Körpern 627 

§  167.    Gresetz  des  hydrostatischen  Druckes 629 

§  168.    Gleichgewicht  einer  von  festen  Gefässwänden  und  beweg- 
lichen Kolben  eingeschlossenen  flQssigen  Masse 631 

§  169.    St&rke  der  Gef&ssw&nde 634 

§  170.    Hydraulische  Pressen  und  Zapfenlager 636 

Cap.  XXVIII.  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar  fliissiger 
KSrper. 

§  171.    Druck  gegen  ebene  Fl&chen 640 

§  172.    Mittelpunkt  des  Druckes 643 

§  173.    Druck  gegen  krumme  Flächen 648 


XIV  iDhaltSYerzeichniss. 

S«ite 

§  174.    Auftrieb 649 

§  175.    Absolutes,  relatives  und  specifisches  (Gewicht 65t 

§  176.    Wirkung  des  Auftriebes  bei  theüweise  eingetauchten  Körpern  654 

§  177.    Stabilität  schwimmender  Körper.    Metacentrum 660 

Cap.  XXIX.    Gleichgewicht  gasförmiger  Ryssigkeiten. 

§  178.    Mario tte'sches  Gesetz 665 

§  179.    Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  der  atmosphärischen 

Luft 668 

§  180.    Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft 670 

§  181.    Wirkungen  des  Luftdruckes  bei  theilweise  von  atmosphäri- 
scher Luft  umgebenen  Körpern 673 

§  182.    Gay-Lussac*sche8  Gesetz 675 

§  183.    Mechanisches  Aequivalent  der  Wärme 678 

§184.    Poisson'sches  Gesetz 682 

Cap.  XXX.   Gleichgewicht  zwischen  den  Drflcken  tropfbarer  und  gasförmiger 
FIGssigkeiten.  ^ 

§  185.    Wirkungen  des  atmosphärischen  Druckes 686 

§  186.    Manometer 690 

§  187.    Gylindrische  Taucherglocke 692 

§  188.    Gleichgewicht  schwimmender  Luftbehälter 693 

§  189.    Differenzial-Barometer 697 

Cap.  XXXI.    Relatives  Gleichgewicht  der  Flüasigkeiten. 

§  190.    Relatives   Gleichgewicht    im  beschleunigt    fortschreitenden 

Räume 700 

§  191.    Relatives  Gleichgewicht  im  gleichförmig  rotirenden  Räume  .  702 

ACHTER  ABSCHNITT. 

Dynamik  flüssiger  Körper. 

Cap.  XXXil.    Auefluss  des  Wassers. 

§  192.    Ausfiussgeschwindigkeit 708 

§  193.    Ausflussmenge 712 

§  194.    Ausflusszeit 714 

§  195.    Hydraulischer  Druck 718 

§  196.    Druckhöhen-Verluste  bei  plötzlichen  Querschnitts-Yergrösse- 

rungen  des  ausfliessenden  Wasserstrahles 723 

§  197.    Reaction  und  Stosswirkung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles  727 

Cap.  XXXIII.    ErftLhrungs-Resuitate  Ober  Bewegungen  der  RQssigkeiten. 

§  198.    Geschwindigkeits-Coefficienten,    Contractions  -  Coefficienten, 

Ausfluss-Coefficienten 731 

§  199.    Ausfluss  des  Wassers  durch  Röhrenleitungen 735 

§  200.    Ausfluss  der  Luft 738 

§  201.    Gleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Gerinnen  und  Cknälen  740 

§  202.    Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen     .    .    .  742 

§  203.    Stauhöhe  und  Stauweite 745 

§  204.    Widerstände  der  FlQssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Körper .  750 


ERSTER  ABSCHNITT. 


Orundbegriffe  und  Grundgesetze  der  Mechanik, 


ERSTES  CAPITEL. 

Einleitung. 

§1- 

Mechanik,  Geometrie,  Physik. 

Die  Mechanik  ist  die  Lehre  von  den  Wirkungen  der  Kräfte. 

Die  Wirkungen  der  Kräfte  bestehen  darin:  Körper-Bewegungen 
hervorzubringen  oder  zu  vernichten,  Aenderungen  in  den  Bewe- 
gungszuständen  der  Körper  hervorzubringen,  oder  das  Zustande- 
kommen solcher  Aenderungen  zu  verhindern. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  aufgefasst  werden  als 
Aenderungen  räumlicher  Grössen.  Bei  der  Bewegung  eines  Körpers 
ändern  sich  die  Entfernungen  seiner  Punkte  von  anderen  Punkten, 
und  mit  diesen  Längengrössen  ändern  sich  zugleich  andere  Raum- 
grössen,  welche  nach  geometrischen  Gesetzen  mit  denselben  ver- 
knüpft sind.  Soweit  ausschliesslich  die  räumlichen  Beziehungen 
zwischen  diesen  Raumgrössen- Aenderungen  dabei  berücksichtigt 
werden,  fällt  die  Lehre  von  den  Bewegungen  der  Körper  in  das 
Gebiet  der  reinen  Geometrie. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  auch  aufgefasst  werden 
als  Zeit- Aenderungen,  insofern  während  der  Bewegung  eines  jeden 
Körpers  eine  gewisse  Zeitgrösse  verfliesst,  und  jedem  Werthe  der 
dabei  sich  ändernden  Raumgrösse  ein  bestimmter  Zeitpunkt  ent- 
spricht. Die  Untersuchung  der  Beziehungen,  welche  zwischen 
jenen  geometrischen  Aenderungen  und  den  sie  begleitenden  Zeit- 
Aenderungen  stattfinden,  bildet  den  Inhalt  der  „geometrischen 
Bewegungslehre'',  einer  Wissenschaft,  welche  als  Anhang  und  Er- 
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weiteruDg  der  Geometrie  betrachtet  werden  kann,  und  welche  den 
Uebergang  von  der  Geometrie  zur  Mechanik  als  Zwischenglied 
vermittelt. 

Die  Mechanik  geht  in  ihren  Untersaehungen  noch  um  einen 
Schritt  weiter,  indem  sie  ausser  jenen  Raum-  nnd  Zeit-Aenderungen 
auch  die  physikalischen  Ursachen  nnd  Gesetze  der  Bewegungen 
in  das  Gebiet  ihrer  Untersuchungen  hineinzieht.  Sie  stellt  sich  die 
Aufgabe:  nach  geometrischen  und  physikalischen  Principien  die 
Bewegungen  der  Körper  aus  ihren  Ursachen  zu  erklären. 

Die  Mechanik  ist  daher  eine  Wissenschaft,  welche  zum  Theil 
auf  geometrischen,  zum  Theil  auf  physikalischen  Grundlagen  beruht. 

Aufgabe  der  Physik  ist  es:  überall  in  der  Natur  dem  Vor- 
kommen und  Ursprünge  der  Kräfte  nachzuforschen,  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  äusseren  Umständen  die  Kräfte  in  der 
Natur  auftreten,  von  welchen  Ursachen  Grösse  und  Richtung  der- 
selben abhängen,  nach  welchen  Gesetzen  sie  auf  die  Bewegungen 
der  Körper  einwirken. 

Die  Mechanik  dagegen  hat  es  nicht  mit  dem  Ursprünge,  son- 
dern lediglich  mit  der  Wirkung  der  Kräfte  zu  thun.  Sie  nimmt 
die  Kräfte  ihren  Grössen  und  Richtungen  nach  als  gegeben  an 
und  untersucht  auf  Grundlage  der  von  der  Geometrie  und  Physik 
ermittelten  Gesetze:  wie  die  Bewegungszustände  der  Körpel*  durch 
sie  verändert  werden.  Als  Endziel  der  Mechanik  ist  die  allge- 
meine Beantwortung  der  Frage  zu  betrachten:  „Wenn  beliebige 
gegebene  Kräfte  —  gleichviel,  welchen  Ursprung  sie  haben  mögen 
—  auf  beliebige  gegebene  Körper  wirken,  welche  Bewegungen 
gehen  daraus  hervor?" 

Die  Möglichkeit  einer  allgemeinen  Lösung  dieses  Problems 
beruht  auf  der  erfahrungsmässig  feststehenden  Thatsache:  dass 
die  Wirkungen  der  Kräfte  in  gewissem  Grade  unabhängig  sind 
von  der  Qualität  ihres  Ursprungs  und  von  der  Qualität  der  be- 
wegten Körper,  dass  sie  vielmehr  ausschliesslich  abhängen  von 
gewissen  Zuständen  und  Eigenschaften,  die  sich  als  messbare 
Grössen  definiren  lassen,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  diesen 
quantitativen  Ursachen  und  ihren  Wirkungen  von  gewissen  ein- 
fachen Gesetzen  beherrscht  wird,  welche  —  soweit  unsere  Erfah- 
rungen reichen  —  für  alle  Arten  von  Kräften,  fllr  alle  Arten  von 
Körpern,  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  unveränderlich  die- 
selbe Geltung  behalten. 

Diese   Grundgesetze   der  Mechanik   dtirfen   nicht   als   noth- 
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wendige  Verstandeswabrheiten  anfgefasst  werden  gleich  denjenigen 
Gesetzen,  durch  welche  die  Lehrsätze  der  reinen  Mathematik  mit 
den  ihr  zum  Grande  gelegten  Definitionen  der  Grössenbegriffe 
TerknQpft  sind.  Sie  sind  vielmehr  als  Naturgesetze  zu  betrachten, 
zn  deren  Kenntniss  wir  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung  gelangen 
konnten;  als  physikalische  Hypothesen,  zu  deren  Rechtfertigung 
nur  geltend  gemacht  werden  kann :  dass  alle  aus  ihnen  abgeleiteten 
Folgerungen  von  der  Erfahrung  bestätigt  werden. 

Die  Kenntniss  dieser  Naturgesetze  reicht  hin,  um  das  oben 
aufgestellte  allgemeine  Problem  in  ein  rein  mathematisches  zu 
verwandeln.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  besteht  darin:  aus  diesen 
mechanischen  Grundgesetzen  mit  Hülfe  mathematischer  Unter- 
suchungen gewisse  Lehrsätze  und  Regeln  abzuleiten,  nach  welchen 
das  Verhalten  der  Körper  unter  Einwirkung  von  Kräften  in  ge- 
gebenen speciellen  Fällen  im  Voraus  sich  bestimmen  lässt. 

Eine  mathematische  Untersuchung  und  Behandlung  mecha- 
nischer Vorgänge  setzt  indessen  als  unerlässliche  Bedingung  vor- 
aus, dass  alle  diejenigen  Zustände  und  Eigenschaften,  welche  bei 
den  Bewegungen  der  Körper  und  bei  den  Wirkungen  der  Kräfte 
in  Betracht  kommen,  zuvor  als  messbare  Grössen  definirt  werden. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  die  Nothwendigkeit:  dem  eigentlichen  In- 
halte der  Mechanik  gewisse  Grössen  -  Definitionen  und  Begrifis- 
Erklärungen  voranzustellen,  welche  zum  Theil  dem  Gebiete  der 
geometrischen  Bewegungslehre  angehören,  zum  Theil  aber  auf  die 
physikalischen  Grundbegrifi'e  der  Bewegungslehre  Bezug  haben. 
Zu  den  ersteren  gehören  die  Begriffe  Geschwindigkeit,  Be- 
schleunigung, Zusammensetzung  und  Zerlegung  der 
Bewegungen,  zu  den  letzteren  die  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

§2. 
Begriff  des  materiellen  Punktes. 

Die  Grundbegriffe  der  Mechanik  können  nicht  erklärt  werden, 
ohne  dass  dabei  von  Bewegungen  die  Rede  ist,  folglich  auch  von 
Gegenständen,  die  sich  bewegen.  Die  einfachste  Form,  unter 
welcher  ein  sich  bewegender  Gegenstand  gedacht  werden  kann, 
ist  der  geometrische  Punkt;  und  soweit  es  sich  lediglich  um 
die  Grundbegriffe  der  geometrischen  Bewegungslehre  handelte, 
würde  die  Erklärung  derselben  am  einfachsten  angeknüpft  werden 
können  an  die  Bewegung  des  geometrischen  Punktes.    Da  indessen 
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der  weitere  Verlauf  der  Untersuchangen,  namentlich  die  Entwicke- 
lang der  physikalischen  Grundbegriffe,  es  ohnehin  erforderiich 
machen  wird,  den  sich  bewegenden  Gegenstand  als  physikalisches 
Object  aufzufassen,  so  empfiehlt  es  sich,  von  vornherein  die  Erklä- 
rung der  Grundbegriffe  anzuknüpfen  an  die  Bewegung  des  mate- 
riellen Punktes,  zu  dessen  Begriffe  die  nachfolgenden  Betrach- 
tungen führen. 

Um  die  Bewegung  irgend  eines  Körpers  mit  vollkommener 
Genauigkeit  zu  bestimmen,  müsste  man  die  Bewegung  jedes  ein- 
zelnen seiner  Theile  bestimmen.  So  lange  man  sich  einen  solchen 
Theil  noch  als  ausgedehnt,  also  wiederum  aus  Theilen  zusammen- 
gesetzt, denkt,  so  lange  also  noch  von  verschiedenen  Stellen  inner- 
halb desselben  die  Rede  sein  kann,  würde  für  den  Theil  abermals 
dasselbe  gelten,  was  für  das  Ganze  galt.  Man  müsste  sich  also 
die  Theilung  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt  denken  und  die  Bewe- 
gung jedes  einzelnen  dieser  unendlich  kleinen  Theile  bestimmen. 
Da  eine  solche  Theilung  in  Gedanken  wenigstens  ausgeführt  wer- 
den kann,  so  ist  es  zulässig,  von  den  kleinsten  Theilen  des  Kör- 
pers wie  von  Punkten  zu  reden,  in  deren  jedem  eine  unendlich 
kleine  Menge  von  Materie  ihren  Sitz  hat,  und  die  man  deshalb 
n materielle  Punkte"  nennt. 

Wie  weit  eine  solche  Auffassung  der  Wirklichkeit  entspricht,  ob  die  Zahl 
der  materiellen  Theile,  aus  welchen  ein  Körper  besteht,  wirklich  eine  unend- 
lich grosse,  oder  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ist,  welche  Beschaffenheit  femer 
diese  kleinsten  Theile  haben:  darüber  fehlt  uns  bislang  jede  nähere  Kenntniss. 
Zwar  lehren  Physik  und  Chemie:  dass  ein  jeder  Körper  höchst  wahrscheinlich 
eine  bestimmte  endliche  Zahl  von  kleinsten  Theilen,  sogenannten  Atomen,  ent- 
hält, welche  bisher  weder  durch  mechanische  noch  durch  chemische  Mittel  in 
noch  kleinere  Theile  zerlegt  werden  konnten.  Doch  sind  wir  keineswegs  zu 
der  Behauptung  berechtigt,  dass  hiermit  schon  die  Grenze  der  TJieilbarkeit 
wirklich  erreicht  sei.  Vielmehr  deuten  manche  Erscheinungen  der  Elektricität, 
des  Magnetismus  und  des  Lichtes  auf  die  Möglichkeit  hin,  dass  ein  solches 
chemisches  Atom  noch  der  Schauplatz  sehr  verwickelter  mechanischer  Vorgänge 
sein  könne.  So  lange  nicht  weitere  Forschungen  der  Chemie  und  Molecular- 
Physik  mehr  Licht  über  diesen  Gegenstand  verbreiten,  so  lange  es  namentlich 
der  Lehre  von  den  sogenannten  „Imponderabilien"  nicht  gelingt,  die  dunklen 
Beziehungen  der  Materie  zu  dem  raumerfüllenden  Aether  weiter  aufzuklären, 
muss  diese  Frage  einstweilen  offen  gelassen  werden.  Für  die  Mechanik  ist  es 
—  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser  Wissenschaft  wenigstens  —  vorder- 
hand gleichgültig,  ob  man  die  Materie  eines  Körpers  aus  sehr  vielen,  oder 
aus  unendlich  vielen  Theilen  bestehend  annehmen  will. 

Man  denkt  sich  also  die  Körper  zusammengesetzt  aus  ein- 
zelnen materiellen  Punkten,  die  auf  irgend  eine  Art  mit  einander 
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yerbuDden  sind,  imd  gelangt  auf  diese  Weise  za  dem  Begriffe 
eines  „  Systems  von  materiellen  Punkten ''.  Um  die  Bewegung  eines 
solchen  Systems  genau  zu  bestimmen,  muss  man  die  Bewegung 
jedes  einzelnen  materiellen  Punktes  in  demselben  bestimmen. 

Die  Bahnlinien,  welche  die  einzelnen  materiellen  Punkte  bei 
der  Bewegung  eines  solchen  Systems  beschreiben,  werden  im 
Allgemeinen  von  einander  verschieden  sein.  Doch  giebt  es  viele 
Fälle,  in  denen  diese  Unterschiede  (z.  B.  wegen  Kleinheit  des 
Körpers)  sehr  unbedeutend  sind,  und  kommen  unter  den  Anwen- 
dungen der  Mechanik  überdies  häufig  Angaben  vor,  bei  denen 
es  von  keinem  Interesse  ist  und  gar  nicht  verlangt  wird,  die 
Bewegung  in  allen  ihren  Einzelheiten  zu  erforschen,  bei  denen 
man  vielmehr  nur  darauf  ausgeht,  die  Bewegung  eines  Körpers 
im  Grossen  und  Ganzen  zu  bestimmen,  ohne  auf  die  Bewegungs- 
unterschiede  der  einzelnen  Theile  weiter  Rtlcksicht  zu  nehmen. 
In  solchen  Fällen  ist  es  zulässig,  den  ganzen  Körper  —  welche 
Form  und  Grösse  er  übrigens  haben  möge  —  wie  einen  einzelnen 
materiellen  Punkt  zu  behandeln,  in  welchem  die  ganze  Materie 
des  Körpers  ihren  Sitz  hat,  und  die  Bahn  seiner  Bewegung  als 
eine  Linie  anzusehen. 

So  wird  z.  B.  häufig  die  Bewegung  einer  Kanonenkugel,  oder  gar  eines 
ganzen  Weltkörpers  durch  eine  einfache  Linie  dargestellt,  ebenso  auf  Eisen- 
bahnkarten die  Bewegung  eines  ganzen  Eisenbahnzuges,  auf  Seekarten  die 
Bewegung  eines  ganzen  Seeschiffes  als  Linie  yerzeichnet,  weil  in  einer  grossen 
Zahl  von  Fällen  nach  den  speciellen  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Körper  gar  nicht  weiter  gefragt  wird. 

Man  behält  sich  dabei  vor,  diese  gröbere  Anschauungsweise 
sofort  fahren  zu  lassen  und  solche  Körper  wiederum  als  Systeme 
von  materiellen  Punkten  zu  behandeln  —  wie  es  der  exacteren 
Auffassung  entspricht  —  sobald  die  grössere  Bestimmtheit  der 
Fragestellung  dies  erfordert. 

Der  Lehre  von  der  Bewegung  leines  Systems  von  materiellen 
Punkten  muss  die  Lehre  von  der  Bewegung  des  einfachen  mate- 
riellen Punktes  yorangehen.  Unter  einem  einfachen  materiellen 
Punkte  kann  man  sich  einen  beliebigen  Körper  denken,  bei 
welchem  entweder  seiner  Kleinheit  wegen  oder  aus  Gründen,  die 
in  der  Natur  der  Aufgabe  liegen,  es  nicht  erforderlich  ist,  auf 
seine  ^umliche  Ausdehnung  Rücksicht  zu  nehmen,  den  man  des- 
halb ansehen  darf  als  einen  geometrischen  Punkt,  begabt  mit  den 
quantitativen  und  qualitativen  Eigenschaften  der  in  ihm  vereinigt 


6  Erster  Abschnitt  Cap.  II.  §  3. 

gedachten  Materie,  dessen  Bahn  daher  als  eine  geometrische  Linie 
betrachtet  werden  darf. 

Es  ist  zur  Erkläning  der  Grandbegriffe  noth wendig  ^  die  Be- 
wegungen der  Körper  zunächst  aus  diesem  Tereinfachenden  Ge- 
sichtspunkte aufzufassen,  weil  andernfalls  die  unendliche  Mannig- 
faltigkeit in  den  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  eines  Körpers 
jedesmal  mit  in  Betracht  kommen  und  zu  einer  endlosen  Reihe 
von  Fragen  Veranlassung  bieten  würde. 


ZWEITES  CAPITEL. 

Entwickelung  der  Begriffe  Geschwindigkeit  und 

BescMennignng. 

§  3. 
Geometrische  Darstellung  der  Bewegungen. 

Wenn  man  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  aus  ihren 
Ursachen  erklären  will,  so  muss  man  sich  zunächst  eine  klare 
Vorstellung  verschaffen  von  allem  Denjenigen,  was  dazu  gehört, 
um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  charakterisiren. 

Es  sei  —  um  mit  dem  einfachsten  Falle  anzufangen  —  eine 
geradlinige  Strecke  A  B  (Fig.  1)  als  Bahnlinie  eines  materiellen 
Punktes  gegeben  (z.  B.  eine  bestimmte  Eisenbahnstrecke,  auf  wel- 
cher ein  Eisenbahnwagen  sich  bewegt),  auch  die  Art  und  Weise 
genau  bekannt,  in  welcher  die  Bahn  von  dem  materiellen  Punkte 
durchlaufen  wurde,  und  die  Forderung  gestellt:  man  solle  von 
dieser  Bewegung  eine  Beschreibung  liefern,  die  so  beschaffen  ist, 
dass  ein  Anderer,  der  von  dieser  Bewegung  Nichts  wusste,  eine 
vollkommen  deutliche  Vorstellung  von  dieser  Bewegung  daraus 
sich  bilden  könne.  Diese  Aufgabe  kann  auf  folgende  Weise  ge- 
löst werden. 

Angenommen:  dass  ein  Beobachter  mit  allen  Httlfsmitteln  zur 
Beobachtung  von  Längen-  und  Zeit -Grössen  versehen,  den  mate- 
riellen Punkt  in  seiner  Bewegung  verfolgt  und  für  jeden  Zeitpunkt 
den  Ort  des  materiellen  Punktes  oder  die  bereits  zurückgelegte 
Wegeslänge  beobachtet  und  notirt  habe;  oder  —  noch  besser  — 
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Fig.  1. 


angenommen:  dass  mehrere  Beobachter  sich  zu  diesem  Zwecke 
vereinigen,  längs  der  Bahnstrecke  sich  aufstellen  und  mit  der  Uhr 
in  der  Hand  ein  Jeder  den  Zeitpunkt  beobachten,  in  welchem  der 
materielle  Punkt  an  seinem  Beobachtungsposten  yorübergeht.  Das 
Gesammt- Resultat  aller  dieser  Beobachtungen  lässt  sich  auf  fol- 
gende einfache  Weise  bildlich  darstellen. 

Man  zeichne  eine  gerade  Linie 
ab  (Flg.  1),  welche  ebenso  viele 
Längeneinheiten  als  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung  Zeitein- 
heiten enthält,  z.  B.  so  viele 
Meter  als  die  Zeit  Secunden  ent- 
hält. Jeder  Theil  dieser  Linie 
ab  kann  dann  als  Repräsentant 
eines  Zeitabschnitts,  jeder  Punkt 
derselben  als  Repräsentant  eines 
bestimmten  Zeitpunktes  ange- 
sehen werden.  Es  sei  m  derjenige  Zeitpunkt,  in  welchem  der 
materielle  Punkt  die  Stelle  M  der  Bahn  erreichte.  Man  errichte 
in  dem  Punkte  m  das  Perpendikel  mf.i  und  mache  dasselbe  gleich 
A  M]  ebenso  wenn  n  der  Zeitpunkt  ist,  in  welchem  der  materielle 
Punkt  an  die  Stelle  A^  der  Bahn  gelangte,  so  errichte  man  in  n 
das  Perpendikel  nv  =  AN  und  verfahre  auf  gleiche  Weise  in 
Bezug  auf  die  übrigen  Zeitpunkte.  Je  grösser  die  Zahl  der 
Beobachtungen  war,  um  so  mehr  wird  dann  die  auf  solche  Art 
gefundene  Punkten  -  Reihe  /u,  v  . .  . .  die  Form  einer  zusammen- 
hängenden Linie  ajtivß  annehmen,  welche  ftlr  jeden  Zeitpunkt 
den  zugehörigen  Ort  des  materiellen  Punktes  anzeigt,  und  in  ihrer 
Form  das  Gesetz  der  ganzen  Bewegung  veranschaulicht.  Im  Be- 
sitze einer  solchen  Zeichnung  kann  man  nachher  jede  Frage, 
welche  in  Betreff  der  Art  der  Bewegung  sich  stellen  lässt,  sogleich 
beantworten,  und  der  oben  gestellten  Forderung  ist  damit  voll- 
kommen genügt. 

Wie  sich  auf  diese  Weise  jede  beliebige  gegebene  Bewegung 
geometrisch  veranschaulichen  lässt,  so  kann  man  auch  umgekehrt 
eine  beliebige  gegebene  Linie  aß  als  geometrische  Darstellung 
einer  noch  unbekannten  Bewegung  ansehen  und  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen :  aus  dieser  geometrischen  Darstellung  das  Gesetz 
und  die  Eigenschaften  der  unbekannten  Bewegung  abzuleiten. 
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§4. 
GlelohfSnnige  Bewegung. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Aufgabe  ^  wenn  die  geo- 
metrische Darstellung  der  zu  untersuchenden  Bewegung  in  Form 

einer  geraden  Linie  aß  gegeben 
^>8-  2-  ^     ist  (Fig.  2).     Man    erkennt    aus 

der    Figur    sogleich:    dass    die 

Linie  bß  ^e  ganze  Länge  des 

Weges  und  die  Linie  ab  die 
ganze  Dauer  der  Bewegung  dar- 
stellt, femer:  dass  die  während 
der  Zeit  am  =  t  zurückgelegte 
Wegeslänge  mjii  =  s  war. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  anifi  und  abß 

folgt  die  Gleichung:  

s  ^bß 

welche  nicht  nur  fUr  den  beliebig  gewählten  Zeitpunkt  m^  sondern 
auch  ftir  jeden  anderen  Zeitpunkt  gültig  ist.  Die  Bewegung  ist 
daher  so  beschaffen:  dass  das  Verhältniss  der  zurückgelegten 
Wegeslänge  zu  der  verflossenen  Zeit  für  jeden  Zeitpunkt  den- 
selben Werth  hat,  oder:  dass  die  verflossenen  Zeiten  sich  stets 
verhalten  wie  die  in  diesen  Zeiten  zurückgelegten  Wegeslängen. 
Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmige  Bewegung 
genannt. 

Jene  Verhältnisszahl  —y  oder  die  zurückgelegte  Wegeslänge 

dividirt  durch  die  Anzahl  der  dazu  verbrauchten  Zeiteinheiten^ 
stellt  die  Wegeslänge  dar,  welche  in  jeder  einzelnen  Zeiteinheit 
zurückgelegt  wurde,  und  diese  Wegeslänge  wird  die  Geschwin- 
digkeit der  Bewegung  genannt. 

Bezeichet  man  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  mit  c,  so 
lässt  sich  das  Gesetz  der  Bewegung  durch  die  Gleichung  dai*stellen : 

1)    —  =  c,    oder:    *  =  c  . /. 

Die  Eenntniss  der  Geschwindigkeit  c  reicht  also  hin,  um  fUr 
jeden  Zeitpunkt  die  zurückgeigte  Wegeslänge  zu  bestimmen. 

In  der  geometrischen  Darstellung  erscheint  die  Geschwindig- 
keit c  als  Tangente  des  Winkels  a,  den  die  Linie  aß  mit  der 
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Zeitlinie  ab  eicschliesst.  Man  kann  also  an  dem  grösseren  oder 
geringeren  Steignngsverhältniss  der  Linie  aß  die  grössere  oder 
geringere  Geschwindigkeit  der  dargestellten  Bewegang  erkennen 
und  da,  wo  mehrere  Bewegungen  zusammen  in  einer  Figur  dar- 
gestellt sind,  sofort  die  schnelleren  Bewegungen  von  den  lang- 
sameren unterscheiden. 

Eine  Linie,  welche  parallel  der  Zeitlinie  läuft,  bei  welcher 
also  die  Tangente  des  Neigungswinkels  Null  ist,  wtlrde  eine  Be- 
wegung mit  der  Geschwindigkeit  Null,  also  den  Ruhezustand  dar- 
stellen. Eine  Linie,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  der  Zeitlinie 
einschliesst,  würde  dagegen  eine  Bewegung  mit  unendlich  grosser 
Geschwindigkeit  bedeuten.  Einer  Linie  endlich,  welche  abwärts 
statt  aufwärts  steigt,  würde  eine  Bewegung  mit  negativer  Ge- 
schwiodigkeit  oder  eine  rückläufige  Bewegung  entsprechen. 

So  würde  z.  B.  die  Linie  aßyB  (Fig.  3)  als  geometrische  Darstellung  der 
Bewegung  eines  Eisenbahnznges  gelten  können,  welcher  im  Zeitpunkte  a  die 

Anfangsstation  Ä  verl&sst, 


Fig.  8. 


im  Zeitpunkte  b  die  Zwi- 
schenstation Z  erreicht,  bis 
zum  Zeitpunkte  c  daselbst 
verweilt  und  im  Zeitpunkte 
d  an  der  Endstation  E  an- 
kommt; ebenso  die  Linie 
Bfivfd\%  DarsteUung  der 
Bewegung  eines  auf  ähn- 
liche Weise  in  der  Zeit  e  f 
von  E  nach  A  zurückfah- 
renden Zuges.  Derartige 
graphische  Darstellungen 
von  Eisenbahnfahrplänen 
geben  —  namentlich  b/ei 
grösserer  Zahl  der  Zwi- 
schenstationen und  rascher 
Aufeinanderfolge  der  hin-  und  zurückfahrenden  Züge  —  ein  übersichtliches 
Bild  von  dem  Verkehre  auf  der  Bahnstrecke,  von  der  Yertheilung  der  Züge  in 
einem  bestimmten  Zeitpunkte,  sowie  von  den  verschiedenen  Zeitpunkten,  in 
welchen  an  einer  bestimmten  Stelle  die  Züge  in  der  einen  oder  anderen 
Richtung  vorüberfahren,  und  sind  in  dieser  Beziehung  den  tabellarisch  ange- 
ordneten Zusammenstellungen  der  Ankunft-  und  Abfahrt-Zeiten  vorzuziehen.  Aus 
der  obigen  Figur  würde  man  z.  B.  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  dass  im  Zeit- 
punkte X  die  beiden  Züge  sich  an  der  SteUe  X  begegnen,  dass  im  Zeitpunkte  p 
der  hinfahrende  Zug  bei  P,  der  zurückkehrende  Zug  bei  Q  sich  befand  etc. 

Wenn  man  bei  diesen  graphischen  Darstellungen  die  Minute 
als  Zeiteinheit  und  die  Länge  eines  Kilometers  als  Längenein- 
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beit  wählte,  so  würde  die  Tangente  des  Neigungswinkels  der  be- 
treffenden Linie  allemal  die  Gescb windigkeit ,  in  Kilometern  pro 
Minute  ausgedrückt,  darstellen,  womit  dann  zugleich  die  Geschwin- 
digkeit in  Metern  pro  Secunde  gegeben  ist. 

So  z.  B.  erhält  man  aus  der  in  Fig.  4  ausgeführten  graphischen  Darstel- 
lung der  Bewegung  eines  Eisenbahnzuges,  welcher  die  erste  Strecke  AB  »■  12 

Kilometer  in  20  Minuten,  und  als- 
Fig.  4.  dann  nach  einem  Aufenthalte  von 

€ ,     5  Minuten  die  folgende  Strecke 

BC^9  Kilometer  in  10  Minuten 
zurücklegt,  für  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  erste  Strecke 
A  B  zurückgelegt  wird,  den  Werth : 

12 
c  j  — tga,  =-r«=0,6Kilom.  proMin., 

oder :  10  Meter  pro  Secunde, 

und  für  die  Geschwindigkeit,  mit 

welcher  die  zweite  Strecke  BC 

zurückgelegt  wird,  den  Werth: 
9 
Cj  *=  tgttj  «  —  =  0,9  Kilom.  pro  Minute,    oder:     15  Meter  pro  Secunde. 


§  5. 
Ungleichförmige  Bewegung. 

Wie  man  in  der  Geometrie  die  krumme  Linie  definirt  als  eine 
solche,  die  in  keinem  ihrer  Tbeile  gerade  ist,  so  nennt  man  in  der 
Mechanik  ungleichförmige  Bewegung  eine  solche,  die  in 
keinem  ihrer  Theile  gleichförmig  ist.  Da  die  geometrische  Dar- 
stellung einer  gleichförmigen  Bewegung  eine  gerade  Linie  bildet, 
so  muss  die  geometrische  Darstellung  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung eine  Linie  sein,  die  in  keinem  ihrer  Theile  gerade  ist, 
also  eine  krumme  Linie. 

Wie  die  krumme  Linie  angesehen  werden  kann  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Stücken  von  unendlich 
kleiner  Länge:  so  kann  diejenige  ungleichförmige  Bewegung, 
deren  graphische  Darstellung  jene  krumme  Linie  bildet,  betrachtet 
werden  als  zusammengesetzt  aus  unendlich  vielen  auf  einander 
folgenden  gleichförmigen  Bewegungen  von  unendlich  kleiner 
Dauer.  Es  ist  demzufolge  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  —  zu 
dessen  Bildung  ursprünglich  die  Untersuchung  der  gleichförmigen 
Bewegung  Veranlassung  gab  —  auch  in  Betreff  der  ungleichför- 
migen Bewegung  einer  ganz  bestimmten  Deutung  fähig,  sobald  von 
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einem  bestimmten  Zeitpunkte  die  Rede  ist.  Man  versteht  darunter 
die  Geschwindigkeit  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welcher 
das  jenen  Zeitpunkt  enthaltende  unendlich  kleine  Stück  der  un- 
gleichförmigen Bewegung  als  unendlich  kleiner  Theil  angehört; 
oder:  derjenigen  gleichförmigen  Bewegung,  welche  mit  der  vor- 
liegenden ungleichförmigen  Bewegung  an  der  betreffenden  Stelle 
am  meisten  ttbereinstimmt. 

Wie  die  Tangente  einer  Gurve  unter  allen  geraden  Linien  die- 
jenige ist,  welche  mit  der  Curve  an  der  Berührungsstelle  am  meisten 
übereinstimmt,  so  ist  die  jener  Tangente  entsprechende  gleichför- 
mige Bewegung  unter  allen  gleichförmigen  Bewegungen  diejenige, 
welche  mit  der  durch  die  Curve  dargestellten  ungleichförmigen  an 
jener  Stelle  am  meisten  übereinstimmt. 

Man   erhält  demnach  die  Ge- 
schwindigkeit einer  in  ihrer  geome- 
trischen Darstellung  gegebenen  un- 
gleichförmigen Bewegung  für  einen 
bestimmten  Zeitpunkt  M  (Fig.  6),  in- 
dem man  durch  den  dazu  gehörigen 
Punkt  N  eine  Tangente  NT  an  die 
Curve  legt  und  die  Geschwindigkeit 
der  durch  diese  Linie  NT  darge- 
stellten  gleichförmigen   Bewegung 
bestimmt    Diese  Geschwindigkeit  erscheint  in  der  Figur  —  wie 
oben  bereits  an  Fig.  2  gezeigt  wurde  —  als  trigonometrische  Tan- 
gente des  Neigungswinkels  (p,  oder 
^'^'  ^'  als  Steigungsverhältniss  der  Linie 

N  T,  und  kann  somit  in  der  Zeich- 
nung gemessen  werden.*} 

So  würde  z.  B.  in  Bezug  auf  die  iu 
Fig.  6  dargestellte  Bewegung  beim  blossen 
Anblick  der  Figur  sofort  zu  erkennen 
sein:  dass  die  Geschwindigkeit  während 
der  Zeit  AB  \m  Wachsen,  während  der 
Zeit  BC  im  Abnehmen  und  während  der 
Zeit  CD  wiederum  im  Zunehmen  begriffen 
ist,  femer:  dass  im  Zeitpunkte  C  die  Ge- 


*)  Nach  der  Bezeichnongsweise  der  Differenzial-Rechnung  würde  die  Ge- 
schwindigkeit v=»-TT-  zu  setzen  sein. 
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schwindigkeit  Null  wird,  weil  dort  die  CurTe  horizontal  gerichtet  ist,  dass  im 
Punkte  D  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  wird,  insofern  dort  die  Gurve 
in  yerticale  Richtung  übergeht  u.  s.  w. 


§6. 
Geometriscbe  Darstelluno  der  Geschwindigkeiten. 

Nachdem  hiermit  gezeigt,  wie  aus  der  gegebenen  geometri- 
schen Darstellung  einer  Bewegung  die  Geschwindigkeit  an  jeder 
Stelle  ermittelt  werden  kann,  wie  also  der  Beobachter  einer  Be- 
wegung mit  der  Messung  und  Aufzeichnung  der  zu  verschiedenen 
Zeitpunkten  zurückgelegten  Wegeslängen  mittelbar  zugleich  die 
Geschwindigkeiten  misst  und  aufzeichnet:  so  kann  nunmehr  zur 
geometrischen  Darstellung  dieser  indirecten  Beobachtungs-Resul- 
tate eine  zweite  Zeichnung  entworfen  werden,  in  welcher  die  Ver- 
änderlichkeit der  Geschwindigkeit  direct  abgebildet  wird. 

Während  bei  der  vorigen  Methode  für  jeden  Punkt  der  Zeit- 
linie die  zurückgelegteWegeslänge  als  Ordinate  abgetragen 
wurde,  so  kann  man  statt  dessen  auch  die  jedesmalige  Geschwin- 
digkeit direct  als  Ordinate  abtragen.  Die  Endpunkte  dieser  Ordi- 
naten  bilden  alsdann  eine  Linie,  welche  —  obwohl  in  etw.as  ver- 
änderter Weise  —  doch  ebenso  vollständig  alle  Eigenschaften  der 
Bewegung  veranschaulicht. 

Es  soll  dies  zunächst  an  der  gleichförmigen  Bewegung  als 
einfachstem  Beispiele  nachgewiesen  werden.  Bei  der  gleichför- 
migen Bewegung  werden  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wege  zurück- 
gelegt, und  sind  daher  die  Geschwindigkeiten  in  allen  Zeitpunkten 
von  derselben  Grösse.    Um  eine  solche  Bewegung  nach  der  zweiten 

Methode  geometrisch  darzustel- 
Fig.  7.  len,  würde  man  also  an  allen 

C  D 

Punkten  der  Zeitlinie  Perpen- 
dikel von  gleicher  Länge  zu 
errichten  haben.  Die  End- 
punkte aller  dieser  Perpen- 
dikel bilden  eine  gerade  Linie 
CDy  welche  der  Zeitlinie  par- 
allel ist  (Fig.  7).     Die  in  der 

Zeit  t  zurückgelegte  Wegeslänge  s  wird  gefunden,  indem  man  die 

Geschwindigkeit  c  mit  der  Zeit  t  multiplicirt : 


Geometrische  Darstellung  der  Geschwindigkeiten. 
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Dieselbe  GleicbuDg  würde  man  anzuwenden  haben,  nm  den 
Flächeninhalt  des  Reehtecks  AB  CD  zu  berechnen.  Bei  dieser 
zweiten  Methode  wird  also  die  zurtlckgelegte  Wegeslänge  durch 
den  Flächeninhalt  der  Figur  repräsentirt. 

Dass  dieser  letztere  Satz  auch  in  Bezug  auf  beliebige  ungleich- 
förmige Bewegungen  gilt:  davon  überzeugt  man  sich  durch  folgende 
Betrachtungen.  Da  die  ungleichförmige  Bewegung  in  keinem  ihrer 
Theile  gleichförmig  ist,  und  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  die 
Geschwindigkeitslinie  parallel  der  Zeitlinie  läuft,  so  muss  die  geo- 
metrische Darstellung  der  Geschwindigkeit  einer  ungleichförmigen 
Bewegung  eine  (gerade  oder  krumme)  Linie  bilden,  die  in  keinem 
ihrer  Theile  parallel  zur  Zeitlinie  ist.  Wenn  man  sich  die  ganze 
Daner  der  Bewegung  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Theilen  zerlegt 
denkt  und  zunächst  die  Bewegung  untersucht  während  eines  sol- 
chen Zeittheils  t,  darge- 
Fig.  8.  stellt  durch  das  Stttck  mn 

(Fig.  8),  so  findet  man, 
dass  die  Geschwindigkeit 
in  diesem  Zeittheile  Yon 
mo  bis  nr  zunimmt.  Wäre 
die  Geschwindigkeit  wäh- 
rend der  Zeit  t  nicht  ge- 
wachsen, vielmehr  immer 
gleich  mo  geblieben,  so 
würde  die  Flächenzahl 
des  Rechtecks  mofn  die 
während  der  Zeit  %  zurückgelegte  Wegeslänge  repräsentiren.  Wenn 
dagegen  die  Geschwindigkeit  schon  von  Anfang  an  den  Werth  nr 
gehabt  hätte  —  welchen  sie  in  der  That  erst  am  Ende  erreichte 
—  so  würde  die  Fläche  des  Rechtecks  mqrn  die  zurückgelegte 
Wegeslänge  darstellen.  Die  wahre  zurückgelegte  Wegeslänge  muss 
also  nothwendig  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  liegen  und  dar- 
zustellen sein  durch  eine  Fläche,  deren  Inhalt  grösser  als  mofn 
und  kleiner  als  mqrn  ist.  Diese  beiden  Grenzen  liegen  offenbar 
um  so  näher  bei  einander,  je  kleiner  der  Zeittheil  r  angenommen 
wurde. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auf  jeden  der  übrigen  Zeit- 
theile anwenden.  Die  ganze  zurückgelegte  Wegeslänge  liegt  also 
zwischen  folgenden  zwei  Grenzwerthen :  den  kleineren  erhält  man, 
indem  man  den  Flächeninhalt  der  ganzen  Figur  berechnet  und 


m   T  n 
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dabei  die  untere  von  den  beiden  treppenförmigen  Linien^  nämlich 
abcdef.,,s  als  obere  Begrenzung  ansieht;  den  grösseren  erhält 

man  durch  Berechnung 
des  Inhalts  der  ganzen 
Figur,  indem  man  die 
obere  Linie  acliey.,.cü 
als  Begrenzungslinie 
gelten  lässt  (Fig.  9). 

Denkt  man  sich  die 
Zeittheilchen  r  immer 
kleiner  und  kleiner 
werdend,  so  ergeben 
sich  in  der  Figur  zwei 
Treppenlinien  von  immer  feinerer  Stufentheilung,  welche  immer 
näher  an  einander  rücken  und  bei  ins  Unendliche  fortgesetzter  Thei- 
lung  in  der  Gurve  selbst  mit  einander  zusammenfallen.  Die  wahre 
zurückgelegte  Wegeslänge  erhält  man  also,  wenn  man  die  Flächen- 
inhaltszahi  der  Figur  berechnet  und  dabei  die  Geschwindigkeits- 
curve  selbst  als  obere  Begrenzungslinie  betrachtet.*) 

§7. 

V 

GlelchfBrinig  veränderte  Bewegung. 

Wie  sich  die  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  einer  jeden 
Bewegung  durch  eine  Linie  geometrisch  darstellen  lässt    so  kann 

auch  umgekehrt  jede  gegebene 
Linie  als  geometrische  Darstel- 
lung der  Geschwindigkeitsände- 
rung irgend  einer  unbekannten 
Bewegung  gelten,  und  die  Auf- 
gabe daran  geknüpft  werden :  die 
Eigenschaften  der  Bewegung  dar- 
aus abzuleiten. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich 
die  Lösung  dieser  Autgabe,  wenn  die  gegebene  Linie  eine  gerade 
Linie  MN  ist  (Fig.  10).   Man  erkennt  aus  der  Figur,  dass  die  Ge- 


Fig.  10. 


*)  Wenn  v  die  nach  t  Secanden  erlangte  Geschwindigkeit  bezeichnet,  so 
wttrde  nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnung  die  nach  /  Secunden 

zurückgelegte  Wegeslänge  s  —  lvdi  zu  setzen  sein. 
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schwindigkeit  während  t  Secunden  von  c  bis  v  wächst,  und  dass 
dieses  Wachsen  gleichförmig  erfolgt.  Die  ganze  Geschwindigkeits- 
ändening  v  —  c  vertheilt  sich  gleichmässig  auf  t  Secanden,  so  dass 
für  jede  einzelne  Secnnde  die  Geschwindigkeitsänderung 

V  —  c 

beträgt.  Eine  solche  Bewegung  wird  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung  genannt,  und  jene  in  1  Secnnde  erfol- 
gende Geschwindigkeitszunahme  heisst  die  Beschleunigung  der 

V  ~~  c 
Bewegung.    Diese  Beschleunigung  — - —  erscheint  in  der  Figur 

durch  die  Tangente  des  Steigungswinkels  er,  d.  h.  durch  das  Stei- 
gungsverhältniss  der  Linie  MN  dargestellt. 

Die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  wird  nach  dem 
im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Beweise  durch  die  Flächenzahl 
des  Trapezes  AB  NM  gemessen  und  hat  die  Grösse: 

Bezeichnet  man  die  Beschleunigung  der  Bewegung  mit  p  und 
die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  mit  s^  so  ergeben  sich 
hieraus  für  die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  die  beiden 
Gleichungen : 

2)    p -, 


3)    *  =  (- 


2     ''' 


aas  denen  sich  durch  Elimination  —  das  erste  Mal  von  ty  das 
zweite  Mal  von  c,  das  dritte  Mal  von  r  —  noch  die  drei  anderen 
Formen  ableiten  lassen: 


4)     *  = 


r»  — e» 


5)     s  =  V  t  — 


6)     *  =  c^  + 


2p 
pt^ 


2 

pt- 


2 

Diese  Gleichungen  gelten  auch  für  die  gleichförmig  ver- 
zögerte Bewegung,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  um  gleiche  Grössen  abnimmt  (Fig.  11),  insofern  eine  solche 
Bewegung  angesehen  werden  kann  als  eine  gleichförmig  beschleu- 
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Fig.  11 


8 


nigte  fiewegang  mit  negativer  Beschleanigung.  Beide  Bewe- 
gungsarten  werden  gemeinschaftlich  mit  dem  Aosdrack  gleich- 
förmig veränderte  Bewe- 
gung bezeichnet.  Die  geome- 
trische Darstellung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  Geschwindig- 
keit sich  ändert)  fahrt  bei  der 
gleichförmig  veränderten  Bewe- 
gung immer  zu  einer  geraden 
Linie,  deren  (positives  oder 
negatives)  Steigungsverhältniss 
allemal  die  Grösse  der  (positiven 
oder  negativen)  Beschleunigung  darstellt. 

Nach  der  in  Fig.  12  ausgeführten  graphischen  DarsteUuog  der  Geschwin- 
digkeit eines  Eisenbahnzuges ,  welcher  w&hrend  des  ersten  Zeitabschnittes  t^ 
gleichförmig  beschleunigt,  während  des  zweiten  Zeitabschnittes  t^  gleich- 
förmig, während  des  dritten  Zeit- 
abschnittes ts  gleichförmig  ver- 
zögert sich  bewegte,  würde  man 
die  YoUe  Fahrgeschwindigkeit  Cj 
mit  welcher  derselbe  während  des 
zweiten  Zeitabschnittes  sich  be- 
wegte, berechnen  können,  sobald 
die  ganze  Wegeslänge  s  (darge- 
stellt durch  den  ganzen  Flächen- 
inhalt der  Figur)  und  die  dreiZeit- 


Fig.  12. 


^ 


3 


abschnitte  gegeben  sind,  mittelst  der  Gleichung: 

oder:      £?« 


Wenn  z.  B.  die  Werthe:  5  —  7200»,  i^  — 180  See,  t^  —  480  See,  t^  =  60  See. 
gegeben  sind,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Geschwindigkeit  den  Werth: 

7200 


m 


''  "~  90  +  480  +  30  ""  ^^  ' 
und  filr  die  Längen  der  drei  Strecken  erhält  man  die  Werthe: 


=  £^  = 


1080«,       *,  — c^j— 5760 


m 


^3  — 


ct^ 


«  360». 


Für  die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  erste  Strecke  zurückgelegte  wurde, 
ergiebt  sich  der  Werth : 

p,  =  — «»  —  Meter. 

Die  Beschleunigung  während  des  zweiten  Zeitabschnittes  war  gleich  Null,  und 
die  Beschleunigung  während  des  dritten  Zeitabschnittes  hatte  die  Grösse: 

;>3  —  —  T" ""  —  X  Meter, 

«3  ^ 
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d.  h.  die  dritte  Strecke  wurde  mit  einer  Verzögerung  von  0'",2  pro  Secunde 
surQckgelegt. 

§8. 
Ungleichförmig  veränderte  Bewegung. 

Eine  Bewegung,  die  in  keinem  ihrer  Tb  eile  eine  gleichför- 
mig veränderte  ist,  nennt  man  eine  ungleichförmig  verän- 
derte Bewegung.  Die  geometrische  Darstellung  der  Geschwin- 
digkeit einer  solchen  Bewegung  muss  eine  Linie  geben,  die  in 
keinem  ihrer  Theile  gerade  ist,  also  eine  krumme  Linie. 

Wie  die  Untersuchung  der  gleichförmigen  Bewegung  zur 
Bildung  des  Begriffes  Geschwindigkeit  Veranlassung  gab,  und 
dieser  Begriff  nachher  anch  auf  ungleichförmige  Bewegungen  sich 
übertragen  Hess:  so  kann  der  Begriff  Beschleunigung,  zu  wel- 
chem man  ursprünglich  bei  Untersuchung  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung  gelangte,  nunmehr  auch  auf  ungleich- 
förmig beschleunigte  Bewegungen  übertragen  werden. 

Man  denkt  sich  zunächst  statt  der  wahren  durch  die  Gurve 
af  dargestellten  Bewegung  eine  aus  vielen  gleichförmig  beschleu- 
nigten zusammengesetzte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeiten  nur 
in  den  einzelnen  Zeitpunkten  A^  B^  (7,  i>,  E^  F  mit  denen  der 
wahren  Bewegung  übereinstimmen  (Fig.  13).  Die  geometrische  Dar- 
stellung derselben  würde  die  der 
krummen  Linie  eingeschriebene  ge- 
brochene Linie  abcdef  sein.  Für 
jeden  einzelnen  Theil  dieser  zu- 
sammengesetzten Bewegung  hat  als- 
dann das  Wort  Beschleunigung 
der  früher  gegebenen  Definition  ge- 
mäss seinen  bestimmten  Sinn,  und 
wird  die  Grösse  derselben  durch 
das  Steigungsverhältniss  der  be- 
treffenden Sehne  dargestellt. 
Wie  bei  fortgesetzter  Theilung 
nnd  Verkleinerung  der  Theile  die  Richtungen  der  Sehnen  mehr 
und  mehr  den  Richtungen  der  Tangenten  sich  anschliessen,  so  wer- 
den die  zugehörigen  Beschleunigungen  mehr  und  mehr  denjenigen 
Werthen  sich  nähern,  welche  als  Beschleunigungen  der  wirklichen 
Bewegung  in  den  einzelnen  Zeitpunkten  anzusehen  sind.  Bei  der 
wirklichen  Bewegung  selbst  wird  also  das  Steigungsverhältniss  tg  (p 

Sitter,  Meehani^  5.  Aufl.  2 


Fig.  18. 
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Fig.  14. 


der  Tangente  NT  die  Beschleanigong*)  für  den  Zeitpunkt  M  dar^ 
stellen  (Fig.  14).    Die  Beschleunigung  ist  positiv  oder  negativ,  je 

nachdem     die    Geschwindigkeits- 
curve  an  dieser  Stelle  im  AufWärts- 
oder  Abwärts-Steigen  begriffen  ist. 
Wenn  also  bei  einer  ungleich- 
förmig veränderten  Bewegung  von 
der  Beschleunigung  in  irgend 
einem  Zeitpunkte  die  Bede  ist,  so 
versteht  man  darunter  die  in  der 
Zeiteinheit  erfolgende  Geschwindig- 
keitszunahme, gemessen  —  nicht  an 
der  wirklichen  Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen  gleich- 
förmig veränderten  Bewegung,  mit  welcher  in  jenem  Zeit- 
punkte die  wirkliche  Bewegung  am  meisten  übereinstimmt. 

Das  Wort  Geschwindigkeit  aber  ist  auch  für  die  ungleich- 
förmig veränderte  Bewegung  zu  definiren  wie  früher:  als  die  in 
der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Wegeslänge,  gemessen  —  nicht  an 
der  wirklichen  Bewegung  selbst  —  sondern  an  derjenigen  gleich- 
förmigen Bewegung,  welche  mit  der  vorliegenden  am  meisten 
übereinstimmt  in  dem  betreffenden  Zeitpunkte. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Gesetze  der  einfachen  geradlinigen 
Bewegung  des  materiellen  Punktes  gelten  auch  in  Bezug  auf  die  geradlinige 
Bewegung  eines  beliebig  grossen  festen  Körpers,  wenn  die  Bewegung  desselben 
eine  forts.c breitende  ist,  d.  h.  wenn  jede  gerade  Linie  an  dem  Körper  wäh- 
rend der  Bewegung  paraUel  zu  ihrer  anfänglichen  Richtung  bleibt.  In  diesem 
Falle  beschreiben  alle  Punkte  des  Körpers  gleiche  Bahnen  in  gleicher  Weise, 
und  das  Bewegungsgesetz  irgend  eines  Punktes  an  demselben  gilt  auch  für  alle 
übrigen  Punkte  des  Körpers. 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Düferenzial-Rechnung  würde  die  Be- 
dv  .         ,  ...  ds 


schleunigung  P'^''ir  «^  setzen  sein,  oder  wenn  hierin  v — t- 


substituirt 


wird:  p 


dt 


dh 
dt^ 
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DRITTES  CAPITEL. 

Zusammensetzung  nnd  Zerlegung  der  Bewegungen. 

§9. 
Parallelogramm  der  Bewegungen. 

Es  ist  denkbar,  dass  die  Bahnlinie  AB  eines  materiellen 
Punktes  an  einem  festen  Körper  sich  befindet,  der  gleichzeitig 

eine  fortschreitende  Bewegung  in 
^^^-  ^^-  der  Richtung  A  C  ausführt,  wäh- 

® —  rend  der  Punkt  auf  ihr  in  der 
Richtung  AB  fortrückt  (Fig.  16). 
Obwohl  es  natürlich  streng  ge- 
nommen nur  eine  einzige  Bewe- 
gung ist,  die  der  Punkt  dabei 
7^  wirklich   ausführt,   so  sagt  man 

/  in  solchem  Falle  doch  von  dem 

Punkte:  er  habe  gleichzeitig  zwei 
Bewegungen,  um  damit  anzudeuten,  auf  welche  Weise  jene  wirk- 
liche Bewegung  zu  Stande  kommt. 

Wenn  man  das  Bewegungsgesetz  für  jede  der  beiden  Bewe- 
gungen kennt,  so  kann  man  die  Stelle,  an  welche  der  materielle 
Punkt  nach  irgend  einer  Zeit  t  gelangt,  auf  folgende  Weise  finden» 
Man  bestimmt  zunächst  nach  dem  einen  der  beiden  Bewegungs- 
gesetze die  Strecke  AC,  um  welche  die  Bahnlinie  in  dieser  Zeit 
fortgerückt  ist,  und  findet  damit  die  neue  Lage  CD  der  Bahnlinie. 
Man  bestimmt  hierauf  nach  dem  andern  Bewegungsgesetze  die 
Strecke  AB,  um  welche  der  Punkt  inzwischen  längs  der  Bahn- 
linie fortgesetzt  ist,  und  trägt  diese  Länge  auf  deren  neuer  Lage 
von  C  nach  D  ab.  Der  Endpimkt  D  dieses  Abschnitts  ist  der 
Ort,  welchen  nach  t  Secunden  der  materielle  Punkt  einnimmt. 

Genau  zu  demselben  Resultate  würde  man  auch  gelangt  sein, 
wenn  man  AC  als  die  in  Bewegung  begriffene  Bahnlinie,  AB 
als  deren  Bewegungsrichtung  betrachtet  hätte,  und  wenn  man  die 
beiden  Bewegungen  in  entgegengesetzter  Reihenfolge  nach  einander 
abgetragen  hätte.  In  beiden  Fällen  erweist  sich  der  dem  Anfangs- 
punkte A  gegenüberliegende  Endpunkt  D  eines  aus  den  beiden 
Einzelbewegungen  gebildeten  Parallelogramms  als  der  Ort,  den 
der  materielle  Punkt  nach  Verlauf  der  Zeit  /  einnimmt.    Dieses 

2* 
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Gesetz  gilt  ganz  allgemein  für  gleichförmige  sowohl  als  für  un- 
gleichförmige Bewegungen  und  wird  das  Parallelogramm  der 
Bewegungen  genannt.  Die  von  dem  Punkte  wirklich  ausge- 
führte Bewegung  nennt  man  im  Gegensatze  zu  jenen  beiden  Einzel- 
oder Seiten-Bewegungen  die  resultirende  Bewegung. 

Man  findet  die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung,  indem 
man  durch  Wiederholung  jener  Parallelogramm-Gonstruction  nach 
und  nach  die  den  verschiedenen  Zeitpunkten  entsprechenden  Orte 
des  materiellen  Punktes  construirt  oder  berechnet. 


§  10. 
Parallelogramm  der  Geeohwindigkeiten. 

Wenn  die  beiden  Seitenbewegungen  geradlinig  und  gleich- 
förmig sind,  so  ist  auch  die  resultirende  Bewegung  geradlinig  und 
gleichförmig. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  construire  man  nach  dem  eben 
angegebenen  Verfahren  das  eine  Mal  den  Ort  d^  welchen  der  mate- 
rielle Punkt  nach  der  Zeit  /,  das  andere  Mal  den  Ort  D^  welchen 

derselbe  nach   der  Zeit  T  ein- 
Fig.  16.  nimmt  (Fig.  16).     Sind  v  und  u 

b B  die  Geschwindigkeiten   der  bei- 

TTI  7       ^      den   gleichförmigen   Seitenbewe- 


ut 


«3L 


gungen,  so  wird  der  Punkt  d  der 
dem  Anfangspunkte  A  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  eines  aus  den 
beiden  Wegeslängen  v .  t  und  w .  t 
gebildeten  Parallelogramms  sein, 
und  der  Punkt  I)  der  gegenüber- 
liegende Eckpunkt  des  aus  den 

beiden  Wegeslängen  v  .  T  und  u .  T  gebildeten  Parallelogramms. 

Das  Seiten- Verhältniss  im  kleineren  Parallelogramm  ist  dem  des 

grösseren  gleich,  weil 


V  .  t 
u  ,  t 


V.  T 
u  .  T 


V 
V 


und  die  gleichliegenden  Seiten  haben  in  beiden  Parallelogrammen 
gleiche  Richtungen.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Parallelo- 
gramme einander  ähnlich  sind,  und  dass  die  drei  Punkte  A^  d,  D 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  dieselbe  Beweisführung  auch  für 
zwei  beliebige  andere  Zeitpunkte  passt,  so  ergiebt  sich  hieraus, 


Parallelepipedon  der  Bewegungen.  21 

dass  alle  Bahnpnnkte  der  resaltirenden  Bewegung  in  die  Richtung 
der  geraden  Linie  ^ i?  hineinfallen,  dass  also  die  geradlinigen 
Strecken  Ad  und  AD  dieser  Linie  zugleich  die  in  den  Zeiten  t 
und  T  resp.  zurückgelegten  Wegeslängen  für  die  resultirende  Be- 
wegung darstellen. 

Da  nun  wegen  Aehnlichkeit  der  beiden  Parallelogramme  das 
Verhältniss  ihrer  gleichliegenden  Diagonalen  mit  dem  Verhältniss 
zweier  gleichliegender  Seiten  übereinstimmt,  also 

Ad   V  .t  t 

ist,  so  besitzt  die  resultirende  Bewegung  die  Eigenschaft:  dass 
die  zurückgelegten  Wegeslängen  sich  verhalten  wie  die  dazu 
verbrauchten  Zeiten,  eine  Eigenschaft,  welche  oben  als  charak- 
teristisches Merkmal  der  gleichförmigen  Bewegung  gefunden 
wurde. 

Um  die  Geschwindigkeit  w  der  resultirenden  Bewegung 
zu  bestimmen,  braucht  man  also  nur  die  in  der  ersten  Secunde 
zurückgelegte  Wegeslänge  zu  construiren,  d.  h.  die  Diagonale  des- 
jenigen Parallelogramms,  dessen  Seiten  resp.  v  .  1  und  u .  1  sind 
(Fig.  17). 

Die  Geschwindigkeit  der  resultiren- 
den Bewegung  wird  also  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale 
des  aus  den  beiden  Seitengeschwindig- 
keiten construirten  Parallelogramms  dar- 
gestellt. Dieser  Satz  wird  das  Paralle- 
logramm  der  Geschwindigkeiten 
genannt. 

Hieraus  folgt  z.  B.:  dass  die  resultirende  Geschwindigkeit  gleich  der 
Summe  der  beiden  Seiteogeschwindigkeiten  wird,  wenn  der  Winkel  a,  den  die 
beiden  Bewegungsrichtungen  einBchüessen ,  Null  ist;  dass  dieselbe  gleich  der 
Differenz  der  beiden  Seitengeschwindigkeiten  wird,  wenn  dieser  Winkel  180® 

betrftgt  Es  wird  ferner  ip— Vr'-f  u\  wenn  die  beiden  Oeschwindigkeiten  v 
und  u  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtet  sind. 

§  11. 
Parallelepipedon  der  Bewegungen. 

Wenn  die  Ebene  ABDC  in  der  Richtung  AE  fortschreitet, 
während  ein  materieller  Punkt  in  ihr  die  zwei  Bewegungen  AB 
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und  A  C  ausführt,  so  sagt  man  von  dem  Punkte :  er  habe  gleich- 
zeitig drei  Bewegungen  (Fig.  18).    Sind  die  Gesetze  dieser  drei 

Bewegungen  gegeben,  so  findet 
'^'  man  den  Ort,  an  welchen  der 

materielle  Punkt  nach  t  Secun- 
den  gelangt-,  indem  man  zunächst 

i yF  nach  dem  ersten  Bewegungsge- 

/\  setze  die  Lage  EFHG  bestimmt, 

\  /     \  in  welche  jene  Ebene  nach  die- 

\        "y^       \  ser  Zeit  übergegangen  ist,  und 

,.''       \        \  hierauf  nach  dem  schon  bekann- 

\      A^*" v "m — ^      ten  Verfahren  den  Ort  aufsucht, 

\  /  \   /  welchen  der  Punkt  inzwischen 

Ai Vjy  vermöge  der  beiden  anderen  Be- 

7  wegungen  in  dieser  Ebene  er- 

/  reicht   hat.    Es   zeigt   sich  bei 

dieser  Construction :  dass  der 
dem  Anfangspunkte  A  gegenüberliegende  Eckpunkt  H  eines  aus 
>den  drei  Einzelbewegungen  gebildeten  Parallelepipedons  den  End- 
punkt der  resultirenden  Bewegung  darstellt. 

Oenau  zu  demselben  Resultate  würde  man  gelangt  sein,  wenn 
man  ACGE  als  die  fortschreitende  Ebene  und  AC^  AE  als  Bewe- 
gungen des  Punktes  in  dieser  Ebene  angesehen  hätte.  Die  Reihen- 
folge, in  welcher  die  einzelnen  Bewegungen  abgetragen  werden, 
liat  keinen  Einfluss  auf  das  Ergebniss  der  Construction. 

Die  Regel  nach  welcher  die  Resultirende  zweier  Bewegun- 
gen zu  bestimmen  ist,  bleibt  also  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
neben  diesen  zweien  eine  dritte  stattfindet.  Man  kann  daher  die 
Resultirende  dreier  Bewegungen  auch  ansehen  als  die  Resul- 
tirende zweier  Bewegungen:  nämlich  jener  dritten  und  der  Re- 
sultirenden von  den  beiden  ersten.  Die  Aufgabe :  von  drei  Bewe- 
gungen die  Resultirende  zu  bestimmen,  ist  hiermit  zurückgeführt 
^uf  die  schon  gelöste  Aufgabe:  die  Resultirende  zweier  Bewegun- 
gen zu  finden. 

§  12. 
Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten. 

Wenn  die  drei  Seitenbewegungen  geradlinig  und  gleichförmig 
sind,  so  ist  die  Resultirende  der  beiden  ersten  geradlinig  und 
gleichförmig  —  wie  schon  bewiesen  — .    Ihre  Zusammensetzung 
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mit  der  dritten  liefert  daher  wiederum  eine  geradlinige  and 
gleichförmige  Bewegung.  Die  Geschwindigkeit  w  dieser  resul- 
tirenden  Bewegung  kann  betrachtet  werden  als  Besultirende  von 
zwei  Seitengeschwindigkeiten:  nämlich  der  Beftiltirenden  k  von 

pjg  3^^  den   beiden    ersten    und    der 

Geschwindigkeit  u  der  dritten 

yV  Bewegung  (Fig.  19).    Sie  wird 

/  \  also  dargestellt  durch  die  Dia- 

_l;^^i£     \  gonale    des    Parallelogramms 

--^''   V    Y       \         AEHD^  welche  zugleich  die 

\       7         Diagonale  eines  aus  den  drei 

i " ' ...     \    /  Seitengeschwindigkeiten  w,  c,  u 

^^^^^^^  construirten  Parallelepipedons 

bildet. 
Die  Besultirende  von  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten  wird 
also  ihrer  Grösse  und  Bichtung  nach  dargestellt  durch  die  Dia- 
gonale des  aus  den  drei  Seitengeschwindigkeiten  construirten  Pa- 
rallelepipedons. 

Wenn  die  drei  Seitengeschwindigkeiten  rechtwinkelig  zn  einander  gerichtet 
sind,  so  wird :  rv  =  yk^  +  tt*  «=  y»*  +  <?*  +  u'.  Setzt  man  hierin  z.  B.  t;  —  2, 
^;«3,  tt«6,   80  wird:  «;=y2«  +  3»-|- 6*  =  7. 

Der  obige  Satz,  welcher  das  Parallelepipedon  der  Geschwin- 
digkeiten genannt  wird,  bleibt  auch  dann  noch  gtlltig  für  die 
Besultirende  dreier  Geschwindigkeiten,  wenn  neben  diesen  dreien 
noch  andere  Geschwindigkeiten  stattfinden.  Davon  überzeugt  man 
sich  leicht,  indem  man  jenes  Parallelepipedon  selbst  wiederum  in 
fortschreitender  gleichförmiger  Bewegung  begriffen  annimmt,  und 
diese  vierte  Bewegung  mit  der  schon  gefundenen  Besultirenden 
der  drei  ersten  zu  einer  neuen  Besultirenden  zusammensetzt,  und 
sich  das  Yer&hren  in  Bezug  auf  eine  5te,  6te . . .  Bewegung  wieder- 
holt denkt. 

Da  die  Ausdrücke  Seitengeschwindigkeiten  und  resul- 
tirende  Geschwindigkeit  nur  auf  verschiedenen  AufEassungs- 
weisen  eines  und  desselben  Vorgangs  beruhen,  so  darf  man  in  allen 
Fällen  die  eine  Ausdrucksweise  mit  der  anderen  vertauschen.  Wie 
man  also  den  drei  Seitengeschwindigkeiten  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit substituiren  darf,  so  kann  man  ohne  Bedenken  auch 
umgekehrt  —  wo  es  bequemer  scheint  —  eine  gegebene  Geschwin- 
digkeit durch  drei  andere  Geschwindigkeiten  ersetzen,  wenn  die- 
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selben  nur  so  gewählt  werden,  dass  ihre  Zusammensetzung  wie- 
derum zu  jener  gegebenen  als  Resultirenden  führen  wtlrde.  Man 
nennt  diese  Substitution  eine  Zerlegung  der  gegebenen  Ge- 
schwindigkeit in^ihre  drei  Seitengeschwindigkeiten. 

pjg  20.  ^^^  gegebene  Ge- 

schwindigkeit r,  kann 
z.  B.  zerlegt  werden  in 
die  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichte- 
ten Seitengeschwindig- 
keiten: t^j  .  cos  a, , 
v^  .  cos/?,,  V,  .  cos;/,, 
da  die  Zusammensetz- 
ung dieser  drei  Ge- 
schwindigkeiten wie- 
derum die  Geschwin- 
digkeit r,  als  Resul- 
tirende  ergeben  wtlrde 
(Fig.  20). 
So  kann  z.  B.  eine  gegebene  Geschwindigkeit  v,  «  7,  deren  Richtung  durch 

2  o  g 

die  drei  Gleichungen:  cos«,  «=-=-»  co8/5,  «.— ,  cosy,  ■=-=-  gegeben  ist,  zer- 
legt werden  in  die  drei  rechtwinkeh'g  zu  einander  gerichteten  Seitengeschwin- 

diffkeiten  * 

t7j  COS  a,  =  2,    V,  cos  ßi  «■  3,    v,  cos  y,  «a  6. 

Hierauf  gründet  sich  folgende  einfache  Methode :  von  einer  be- 


n- 


Fig.  21. 


liebigen  Anzahl  gegebener  Geschwin- 
digkeiten V,,  v^., . ,  Vn  die  Resulti- 
«jende  v  zu  bestimmen  (Fig.  21).  Man 
zerlegt  zunächst  jede  der  gegebenen 
Geschwindigkeiten  nach  drei  festen 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichte- 
ten Achsenrichtungen  (auf  dieselbe 
Weise,  wie  in  Fig.  20  bereits  ange- 
deutet wurde)  in  ihre  drei  Seiten- 
geschwindigkeiten. Die  Resultirende 
gleichgerichteter  Geschwindigkeiten 
ist  gleich  deren  Summe.  Man  erhält 
also  fttr  die  Resultirende  Vj  aller 
derjenigen  Seitengeschwindigkeiten, 
welche  bei  der  Zerlegung  in  die  Richtung  ÄX  fielen,  die  Gleichung: 


Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten. 
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i\  =  »1  COS  a,  H-  «2  cos  fla  H \-  v^  cos  an, 

oder,  wenn  man  abkürznngsweise  den  Ausdruck  rechts  mit  2(v  cosor) 
bezeichnet: 

7)  V,  =  JS  (ö  cos  or). 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  als  Resnltirende  Vy  aller  in  die  Rich- 
tung Ä  Y  fallenden  Seitengesch windigkeiten : 

8)  v,  =  2  (v  cos  ß) 

und  als  Resultirende  v^  aller  in  die  Richtung  AZ  fallenden  Seiten- 
geschwindigkeiten : 

9)  r,  =  ^  (v  cos  y). 

Die  Resultirende  der  drei  Geschwindigkeiten  v^,  Wy,  v^  ist 

zugleich    die   Resulti- 


Fig.  22. 


rende  der  gegebenen 
Geschwindigkeiten  v^^ 
v^  ...  v^.  Construirt 
man  also  aus  den  drei 
Geschwindigkeiten  r,, 
öy,  v^  ein  Parallelepi- 
pedon, so  wird  die 
Diagonale  desselben 
ihrer  Grösse  und  Rich- 
tung nach  die  gesuchte 
Resultirende  darstel- 
len. Hiemach  ergeben 
sich  aus  Fig.  22  fUr  die 
Resultirende  v  und  fUr 
die  Winkel  a,  /?,  y, 
welche    dieselbe    mit 


den  drei  festen  Achsenrichtungen  einschliesst,  die  Gleichungen: 
10)     V  —  Yvl  +  vi  +  vi 


11)     cosa==^» 

V 


V. 


12)    cos/5?  =  — , 

^  V 


13) 


'  V 


Wenn  z.  B.  von  den  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten 

=  3,       Pa  =■  7,      Vs  =  9 


ü, 


die  Resultirende  gefunden  werden  soll,  und  für  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tungen derselben  mit  drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehenden  festen  Achsen- 
richtnngen  einschliessen,  die  Werthe  gegeben  sind: 
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2  2  4 

COS  «1  ^  "ö" »        cos  «2  *"  "t"»        cos  «3  =  — > 

13  8 

cos  i^i  =*  J  '  cos  /9,  =  y ,  cos  ß^  =-  y » 

cos  yi  =  y ,        cos  /s  «  y ,        cos  y,  —  j, 

80  erh&lt  man  zun&chst  für  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  in  den  drei 
Achsenrichtungen  die  Gleichungen: 

t;,  —  2  +  2  +  4—     8, 

Vy  «  1  +  3  +  8  =-  12, 

»,  —  2  +  6  +  1  —  '9. 
Die  Resultirende  von  diesen  drei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Ge- 
schwindigkeiten hat  die  Grösse: 

ü— y8*+12»  +  9»— 17, 

und  für  die  Richtung  dieser  Resultirenden  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

8  12  9 

cos  «  ■■  -r=- »  cos  /8  =  — ,  cos  /  =  —  . 

Dass  die  obigen  Gleichungen  auch  dann  noch  gültig  bleiben, 
wenn  eine  (oder  mehrere)  der  gegebenen  Geschwindigkeiten,  z.  B. 
Vn,  einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Richtung  AX  (oder  einer  der 
beiden  anderen  Achsenrichtungen)  einschliesst,  die  betreffende  Sei- 
tengeschwindigkeit also  in  die  entgegengesetzte  Richtung  hinein- 
fällt: davon  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass 
das  betreffende  Glied  v^  cos  a^  der  Reihe  2  (v  cos  or)  alsdann  negativ 
wird,  der  negativen  Richtung  entsprechend.  Vorausgesetzt  also: 
dass  alle  Winkel  auf  gleiche  Weise,  von  der  positiven  Achsen- 
richtung aus,  gemessen  werden,  müssen  jene  Gleichungen  immer 
ein  richtiges  Resultat  liefern. 

Wenn  man  z.  B.  mit  Beibehaltung  der  sämmtlichen  übrigen  Zahlenwerthe 
des  vorigen  Beispiels  cos «3  =  —  —  (statt  +  -5- )  setzt,  so  erh&lt  man: 

Vx  =  0,       Vj  —  12,       Vz  a=  9, 

v=yo  +  12*  +  9>  =  15, 

12  9 

COSa-«0,         C0Siff=a-7T->  cosy=»-77-. 

15  15 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  der  Winkel  a,  welchen  der  Resultirende  mit  der 
JT- Achse  dnschliesst,  gleich  90^  und  die  Richtung  der  Resultirenden  fUlt  in 
die  rz-£bene. 

Das  Parallelepipedon  der  Geschwindigkeiten  und  die  aus  dem- 
selben abgeleiteten  Gleichungen  gelten  nicht  nur  fUr  die  Geschwin- 
digkeiten gleichförmiger  Bewegungen,  sondern  auch  für  die  Ge- 
schwindigkeiten beliebiger  ungleichförmiger  Bewegungen  in  einem 
bestimmten  Zeitpunkte.    Denn  das  Wort  Geschwindigkeit  bezieht 
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sich  —  der  im  §  5  gegebenen  Definition  gemäss  —  auf  gleich- 
förmige Bewegungen,  und  zwar  diejenigen,  mit  welchen  die  gege- 
benen ungleichförmigen  Bewegungen  in  diesem  Zeitpunkte  am 
meisten  tibereinstimmen.  Die  Geschwindigkeit  der  Resultirenden 
Yon  jenen  gleichförmigen  Bewegungen  ist  zugleich  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  die  Resultirende  der  gegebenen  ungleich- 
förmigen Bewegungen  in  diesem  Augenblicke  besitzt. 

§  13. 
Zusammensetzung  und  Zerfegung  der  Beschleunigungen. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  zwei  geradlinige  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  gleichzeitig  ausführt,  welche  beide  mit 
der  Geschwindigkeit  Null  anfangen,  so  ist  seine  resultirende  Be- 
wegung ebenfalls  eine  geradlinige  und  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  dem  Parallelo- 
granmi  der  Bewegungen  das  eine  Mal  den  Ort  d  bestimmt,  an 

welchen  der  Punkt  nach  der 
A  %  B    Zeit  f,  das  andere  Mal  den  Ort 

Z>,  an  welchen  der  Punkt  nach 
der  Zeit  T  gelangt  (Fig.  23). 
Wenn  p  und  q  resp.  die  Be- 
schleunigungen in  den  beiden 
Bewegungsrichtungen  AB  und 
AC  sind,  so  erhält  man  —  nach 
Gleichung  6),  wenn  man  be- 
~  rücksichtigt,  dass  die  Anfangs- 

geschwindigkeiten Null  sind  —  die  Wegeslängen; 

1  1 

-^pe    und    yy^' 

als  Seiten  des  Parallelogramms  Abdc^  und  die  Wegeslängen : 

i-pr»  und   -iyP 

als  Seiten  des  Parallelogramms  ABDC.  Diese  beiden  Parallelo- 
gramme sind  einander  ähnlich,  weil  das  Seitenverhältniss : 

1  1 

—  pC        —pT^ 

2  ^  2  ^  p 


T1<-        T'''        ' 
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in  beiden  Parallelogrammen  den  gleichen  Werth  hat.  Die  drei 
Pnnkte  Ä^d^D  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  und  da  die 
gleiche  BeweisfUhrung  fttr  alle  übrigen  Zeitpunkte  gilt,  so  liegen 
gämmtliche  Bahnpnnkte  der  resultirenden  Bewegung  in  einer  ge- 
raden Linie. 

Die  resultirende  Geschwindigkeit,  welche  der  materielle  Punkt 
an  der  Stelle  d  besitzt,  wird  durch  die  Diagonale  de  des  aus  den 
beiden  erlangten  Seitengeschwindigkeiten  77 1  und  q  t  gebildeten  Pa- 
rallelogramms dargestellt,  ebenso  die  resultirende  Geschwindigkeit 
an  der  Stelle  D  durch  die  Diagonale  DE  des  aus  den  beiden  Seiten- 
geschwindigkeiten /?rund  9  r  gebildeten  Parallelogramms  (Fig.  24). 

Die  Dimensionen   dieser 
^'^•^-  beiden   ähnlichen  Paral- 

A^. , _,  lelogramme  sind  den  Zei- 

/     N.  /  ten  resp.  t  und  T  propor- 

/ ^'"-'.^  ^      /  tional,  folglich  auch  ihre 

/  l—lJe  !  Diagonalen. 

/  /        ^  \^  /  Die  resultirenden  Ge- 

*^^  x^    /  ^        schwindigkeiten    verhal- 

/     \j  flossenen  Zeiten,  d.  h.  die 

/  resultirende  Geschwindig- 

Ap  keit  wächst  in  gleichen 

Zeiten  um  gleiche  Grös- 
sen. Mithin  ist  die  Resultirende  eine  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung. 

Die  Beschleunigung  r  der  re- 
sultirenden Bewegung  ist  gleich  der 
am  Ende  der  ersten  Secunde  erlang- 
ten  resultirenden   Geschwindigkeit 
Diese   Geschwindigkeit   wird   ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  dargestellt 
durch  die  Diagonale  des  aus  den  Sei- 
ten ;?.  1  und  q .  1  gebildeten  Paral- 
lelogramms (Fig.  26). 
Die   resultirende   Beschleunigung   ist  also   ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  gleich  der  Diagonale  des 
aus  den  beiden  Seitenbeschleunigungen  construirten 
Parallelogramms. 

Eine  Vergleichung  dieses  Satzes  mit  dem  frtlher  bereits  ge- 
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fondenen  Satze  vom  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  zeigt: 
dass  für  das  Auffinden  der  resnltirenden  Beschleunigung  genau 
dieselben  Regeln  gelten  wie  fttr  das  Aufsuchen  der  resnltirenden 
Geschwindigkeit.  Die  Zusammensetzung  (und  Zerlegung)  der 
Beschleunigungen  ist  hiermit  zurttckgeffihrt  auf  die  schon  bekannte 
Zusammensetzung  (und  Zerlegung)  der  Geschwindigkeiten.  Die 
ganze  Beweisführung,  durch  welche  im  §  12  aus  dem  Parallelo- 
gramm der  Geschwindigkeiten  das  Parallelepipedon  der  Geschwin- 
digkeiten und  die  allgemeinen  Gleichungen  ftlr  die  resultirende 

Geschwindigkeit  ab- 
*'  geleitet  wurden,  kann 

—  wenn  man  überall 
das  Wort  Geschwin- 
digkeit durch  das 
Wort  Beschleuni- 
gung ersetzt  —  Wort 
flir  Wort  als  gültig  an- 
gesehen werden  auch 
fttr  Beschleunigungen. 
Für  die  resultirende 
Beschleunigung  p  der 
gegebenen  Beschleu- 
nigungen pi...pn  er- 
geben sich  hiemach 
aus  den  Gleichungen 
7)  ...  13)  —  wenn 
man  darin  den  Buch- 
staben V  mit  dem  Buchstaben  p  vertauscht  —  die  allgemeinen 
Gleichungen  (Fig.  26): 

14)  p=]/k +?;+?:, 


ALcrt&.j 

k^ 


cos /9— -22^ 


cos  y  =  ^^ 
P 


15)    cos«  =  ^7        16)    cos/9—  -^1        17) 

P  P 

Diese  Gleichungen  sind  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  An- 
fangsgeschwindigkeiten der  einzelnen  Bewegungen  nicht  gleich 
Null  sind.  Denn  wenn  c  die  Resultirende  der  Anfangsgeschwin- 
digkeiten ist,  so  kann  man  in  diesem  Falle  die  Bewegung  des 
materiellen  Punktes  so  auffassen :  als  ob  der  ganze  Baum,  in  wel- 
chem die  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfangenden  gleichförmig 
beschleunigten  Bewegungen  geschehen,  während  derselben  eine 
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gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  c 
ausführt.  Die  Bewegung  ist  also  anzusehen  als  zusammengesetzt 
aus  einer  gleichförmigen  und  einer  gleichförmig  beschleunigten 
Bewegung.  Die  Beschleunigung  der  letzteren  ist  unabhängig 
von  der  Geschwindigkeit  der  ersteren,  wie  aus  den  allge- 
meinen Principien  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  sich 
ergiebt. 

Die  Gleichungen  14)  ...  17)  gelten  nicht  nur  flir  die  Be- 
schleunigungen gleichförmig  beschleunigter  Bewegungen,  son- 
dern auch  flir  die  Beschleunigungen  beliebiger  ungleichförmig 
veränderter  Bewegungen  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte.  Denn 
das  Wort  Beschleunigung  bezieht  sich  —  der  in  §  8  gegebenen 
Definition  gemäss  —  auf  gleichförmig  beschleunigte  Bewegungen, 
und  zwar  diejenigen,  mit  welchen  die  vorliegenden  Bewegungen 
am  meisten  übereinstimmen  in  diesem  Zeitpunkte.  Die  resultirende 
Beschleunigung  jener  gleichförmig  beschleunigten  Bewegungen  ist 
zugleich  die  Beschleunigung,  welche  die  Resultirende  der  gege- 
benen ungleichförmig  veränderten  Bewegungen  in  diesem  Augen- 
blicke besitzt. 

§  14. 

Zusammensetzung  gleichförmiger  Bewegungen  mit  gleichförmig  beschleunigten 

Bewegungen. 

Eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung,  deren 
Anfangsgeschwindigkeit  c  und  deren  Beschleunigung  p  ist,  kann 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  gleichgerichteten 
Bewegungen,  nämlich:  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit e,  und  einer  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung, 
welche  mit  der  Geschwindigkeit  Null  anfängt  und  die  Beschleu- 
nigung p  besitzt.  Hiemach  wird  die  in  /  Secunden  erlangte  Ge- 
schwindigkeit sich  zusammensetzen  aus  den  beiden  Theilen: 

c    und    p  t, 

und  die  in  t  Secunden  zurückgelegte  Wegeslänge  aus  den  beiden 
Theilen :  j 

et    und    ■^— 

Ebenso  kann  eine  geradlinige  gleichförmig  verzögerte  Bewegung,  deren 
Anfangsgeschwindigkeit  c  ist,  und  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  jeder 
Secunde  um  p  abnimmt,  aufgefasst  werden  als  zusammengesetzt  aus  zwei  ent- 
gegensetzt gerichteten  Bewegungen,  nämlich  einer  gleichförmigen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Cf  und  einer  entgegengesetzt  gerichteten  gleichförmig  beschleu- 
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Figt27. 


nigten  mit  der  Beschleonigimg  p  und  der  ABfangsgeschwindigkeit  Null.  Die 
Dach  /  Secunden  in  der  Richtuig  der  Beschleunigung  erlangte  Geschwindigkeit 
setzt  sich  in  diesem  Falle  zusammen  aus  den  beiden  Theilen: 

—  c    und    +j»^, 
und  die  nach  t  Secunden  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  zurückgelegte 
Wegesl&nge  aus  den  beiden  Theilen: 

—  et    und    +"2" 

Wenn  ein  materieller  Punkt  gleichzeitig  mehrere  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegungen  aasfUhrt,  deren  Anfangsgeschwindig- 
keiten nicht  Null  sind,  so  kann  seine  resultirende  Bewegung  anf- 
gefasst  werden  als  zusammengesetzt  aus  folgenden  zwei  Bewe- 
gungen: die  eine  ist  gleichförmig,  und  ihre  Geschwindigkeit  die 
Besultirende  jener  AnÜEingsgesch windigkeiten ;  die  andere  ist 
gleichförmig  beschleunigt,  ihre  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null, 
und  ihre  Beschleunigung  ist  die  Resultirende  sämmtlicher  Beschleu- 
nigungen. 

Wenn  ausser  diesen  Bewegungen  noch  andere  gleichför- 
mige Bewegungen  von  dem  materiellen  Punkte  gleichzeitig  aus- 
geführt werden,  so  lässt  sich  dieser 
Fall    auf    den    vorigen   zurttckftth- 
-^      ren,  dadurch  nämlich:  dass  man 
die  Resultirende  dieser  noch  hinzu- 
kommenden Geschwindigkeiten  mit 
der  Resultirenden  jener  Anfangsge- 
schwindigkeiten zu  einer  neuen  Re- 
sultirenden vereinigt. 
Die  allgemeinste  Form  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  also  die  in 
Fig.  27  dargestellte:  eine  gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwin- 
digkeit u  in  der  Richtung  AB  soll 
zusammengesetzt  werden  mit  einer 
^-y      gleichförmig  beschleunigten  Bewe- 
gung, welche  in  die  Richtung  A  X 
fällt,   die   Anfangsgeschwindigkeit 
Null  und  die  Beschleunigung  p  hat. 
Um  die  resultirende  Bewegung  zu 
'^        bestimmen,  zerlegt  man  die  gleich- 
förmige Bewegung  in  zwei  andere 
gleichförmige    Bewegungen,     von 
denen  die  eine  in  die  Richtung  A  X 
(Fig.  88)  der  Beschleunigung  fällt,  die  andere  rechtwinkelig  zu  der- 


Fig.  28. 
u  sin  a 


» 

t 
X 
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selben  in  die  Richtung  AY.  Nach  dem  Parallelogramm  der  Ge- 
schwindigkeiten ergeben  sich  für  die  Geschwindigkeiten  c  und  v 
dieser  beiden  Bewegungen  die  Werthe: 

18)  c  =  M  .  cos  a, 

19)  ü  =  i£ .  sin  a, 

und  können  dieselben,  wenn  u  und  a  gegeben  sind,  als  bekannte 
Grössen  angesehen  werden. 

Die  Geschwindigkeit  c  kann  nunmehr  als  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  betrachtet  wer- 
den. In  jeder  Secunde  kommt  zu  dieser  Geschwindigkeit  die  Grösse 
f  hinzu ;  nach  t  Secunden  erreicht  also  die  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  AX  den  Werth : 

20)  M?.  =:c+;?f, 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurückgelegte 
Wegeslänge  beträgt  (nach  Gleichung  6) : 

21)  x  =  ct  +  ^^ 

Die  Bewegung  in  der  Richtung  AY  ist  gleichförmig;  ihre 
Geschwindigkeit  ist  also  am  Ende  der  Zeit  t  nach  wie  vor: 

22)  Wy  =  r, 

und  die  in  t  Secunden  nach  dieser  Richtung  hin  zurttckgelegte 
Wegeslänge  beträgt: 

23)  y  =  vt*). 

Die  letzteren  vier  Gleichungen  geben  vollständigen  Aufschluss 
tiber  die  Bahnform  und  das  Gesetz  der  resultirenden  Bewegung, 
sowie  tlberhaupt  über  jede  Frage,  welche  hinsichtlich  der  Bewe- 
gung des  materiellen  Punktes  gestellt  werden  kann. 

Um  die  Bahnlinie  zu  construiren,  welche  der  materielle  Punkt 
beschreibt,  setzt  man  zunächst  in  den  Gleichungen  21)  und  23) 
fttr  t  einen  beliebig  gewählten  Werth,  berechnet  aus  ihnen  die 
zugehörigen  Werthe  von  x  und  y,  und  construirt  aus  diesen  beiden 


*)  Nach  der  BezcichnuDgsweise  der  Dififerenzial- Rechnung  würden  diese 
4  Gleichungen  die  folgenden  Formen  erhalten: 


20)    !f±.^C'\-pU  21)    x^l(c+pi)  dt':=ct  + 


22)    -^-v,  23)    y^fvdt'^vL 
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Längen  das  Bechteck  ABDC  (Fig.  29).  Der  dem  Punkte  A 
gegenüberliegende  Eckpunkt  D  dieses  Sechtecks  ist  der  Ort,  an 
welchen  der  materielle  Punkt  nach  der  Zeit  t  gelangt  ist.    Auf 

gleiche  Weise  sind  die  den 
^'^'  ^'  übrigen  Zeitpunkten  ent- 

sprechenden Punkte  der 
Bahnlinie  zu  bestimmen. 

Um  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Punkt 
an  der  Stelle  D  besitzt, 
ihrer  Richtung  und  Grösse 
nach  zu  bestimmen,  setzt 
man  die  aus  den  Glei- 
chungen 20)  und  22)  sich 
ergebenden  Seitengeschwindigkeiten  zur  Resultirenden  zusammen. 
Die  Diagonale  w  des  aus  den  Längen  w^  und  tc,  construirten  Recht- 
ecks DEFG  stellt  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  die  gesuchte 
Geschiffindigkeit  dar  (Fig.  30). 

Wenn  man  die  Grösse 
Fig.  30.  t  aus  den  beiden  Glei- 

B chungen  21)  und  23)  eli- 

minirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

24)   ^  =  l.y  +  ^y«, 

aus  welcher  zu  jedem  be- 
liebigen Werthe  von  y  der 
zugehörige  Werth  von  x 
bestimmt   werden   kann. 
Diese  Gleichung  enthält 
das  Krümmungsgesetz  der 
Bahnlinie  und  zeigt,  dass 
dieselbe  in  allen  Fällen  die  Form  einer  Parabel  hat,   deren 
Achse  der  Richtung  AX  —  also  der  Richtung  der  Beschleu- 
nigung parallel  ist.    Die  Form  dieser  Parabel  hängt  nur  ab 

von  der  Grösse  des  Verhältnisses  -^t'    ^^  dagegen  die  Lage 

des  Scheitelpunktes  der  Parabel  oder  die  Entfernung  der  Parabel- 
Achse  von  dem  Anfangspunkte  der  Bewegung  betrifft,  so  lassen 
sich  hier  drei  verschiedene  Fälle  unterscheiden. 

Bitter,  VMkMiilc    5.  AnfL  3 


• 

^«                                                 1 

*v 

"X       1 
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Der  Scheitelpunkt  der  Parabel  fällt  mit  dem  Anfangsponkte  A 
zttBammen  (Fig.  81),  wenn  c  gleich  Null  und  U'^v  ist,  d.  h.  wenn 

der  Winkel  a,  den  die 
Richtungen  von  u  und  p 
einschliessen,  ein  rech- 
ter Winkel  ist  (vergL 
Fig.  87  nnd  Gleichung 
18).  In  diesem  Falle 
nehmen  die  Gleichungen 
der  Bewegung  die  ein- 
fachere Form  an: 

25) 

26) 

27) 
28) 
und  man  erhält  als  Gleichung  der  Bahnlinie: 


/ 


29)    X  — 


V 


2»' 


y*- 


Wenn  a  ein  spitzer  Winkel  ist,  c  also  einen  positiven  Werth 
hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  der  Parabel  vom  Anfangspunkte  der 
Bewegung  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen  (Fig.  82).    Man  kann 

in  diesem  Falle  die  Be- 

Fig.  82. 
8 


V 

> 


wegung  betrachten  als 
die  Fortsetzung  einer 
Bewegung,  die  in  S 
ihren  Anfangspunkt 
hatte,  für  welche  also 
die  Bedingungen  des 
vorigen  Falles  erfüllt 
sind.  Wenn  man  aus 
Gleichung  25)  denjeni- 
gen Werth  von  t  bestimmt,  für  welchen  w^  gleich  c  wird,  diesen 
Werth  in  den  Gleichungen  28)  und  26)  für  i  substituirt  und  die 
daraus  für  y  und  x  sich  ergebenden  Werth  e  resp.  mit  a  und  b 
bezeichnet,  so  erhält  man: 

30)    fl-— , 


31)    * 


2/1 
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Sieht  man  also  den  im  Abstände  a  von  der  Parabel  -  Achse 
gelegenen  Pnnkt  P  der  in  Fig.  31  dargestellten  Bewegung  als  An- 
fEtBgspunkt  derselben  an,  so  ist  weiter  kein  Unterschied  zwischen 
den  beiden  Bewegungen  vorhanden. 

Wenn  dagegen  a  ein  stumpfer  Winkel  ist,  c  also  einen  nega- 
tiven Werth  hat,  so  ist  der  Scheitelpunkt  S  der  Parabel  eine  Stelle, 
welche  der  materielle  Pnnkt  erst  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewe- 
gung erreicht  (Fig.  33).    An  dieser  Stelle  ist  die  Bewegung  parallel 

der  Richtung  A  F,  folg- 
^'  lieh  die  Geschwindig- 

keit in  der  Richtung 
^X  gleich  Null.  Wenn 
man  also  in  Oleichung 

20)  u\  =  0  setzt,  den 
hieraus  fttr  t  sich  er- 
gebenden Werth  in  den 
Gleichungen  23)    und 

21)  fttr  t  substituirt, 
so  erhält  man  für  die  zugehörigen  Werthe  resp.  der  Grössen  a?,  y 
die  Gleichungen: 

32)    y  =  -J^, 


33)    a?  =  _ 


P 


w 


welche  die  Lage  des  Punktes  'S  bestimmen.  Wenn  man  diesen 
Punkt  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  ansieht,  so  kann  Alles, 
was  in  Bezug  auf  den  Fall  Fig.  31  gilt,  auch  für  die  in  Fig.  33 
dargestellte  Bewegung  als  gttltig  angenommen  werden. 

Um  also  das  Gesetz  und  die  Eigenschaften  der  parabolischen 
Bewegung  zu  studiren,  genügt  es  vollkommen,  die  Untersuchung 
auf  den  ersten  (in  Fig.  31  dargestellten)  Fall  zu  beschränken,  da 
die  beiden  anderen  Fälle  nur  in  unwesentlichen  —  die  Wahl  des 
An&ngspunktes  betrefifenden  —  Umständen  von  ihm  abweichen. 

Die  Bahnlinie,  welche  ein  materieller  Punkt  in  den  ersten  sechs  Secon- 
den  dnrcbl&oft,  wenn  die  vertical  aufwärts  gerichtete  Anfangsgeschwindigkeit 
6  Meter,  die  horizontale  Anfangsgeschwindigkeit  8  Meter  und  die  vertical  ab- 
wärts gerichtete  Beschleunigung  2  Meter  beträgt,  ist  in  Fig.  34  dargesteUt. 

Während  der  ersten  drei  Secunden  ninunt  die  vertical  aufwärts  ge- 
richtete Seitengeschwindigkeit  von  6  bis  auf  Null  ab;  in  den  folgenden  drei 
Secunden  wächst  die  vertical  abwärts  gerichtete  Seitengeschwindigkeit  von 
NuU  bis  auf  6,  während  die  horizontale  Seitengeschwindigkeit  stets  unverändert 

3* 
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gleich  8  bleibt.    In  Bezog  auf  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  von  S 
nach  B  würde  man  zu  denselben  Resultaten  gelangen,  wenn  man  statt  des 

Fig.  84. 
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Punktes  Ä  den  Punkt  S  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  betrachtete  und  wenn 
man  annähme,  dass  der  materielle  Punkt  daselbst  seine  Bewegung  mit  einer 
horizontal  gerichteten  Anfangsgeschwindigkeit  von  8  Metern  begann. 

§  15. 
KrQmmungshalbmeeser  im  Scheitelpunkte  der  Parabel. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  parabolische  Bahnlinie 

gefundene  Gleichung: 

P        ^ 

zeigt,  dass  einem  und  demselben  Werthe  von  y  ein  kleinerer  oder 

grösserer  Werth  von  x  entspricht,  je  nachdem  das  Verhältniss  -—^ 

einen  kleineren  oder  grösseren  Werth  hat,  dass  also  je  nach  der 
Orösse  dieses  Verhältnisses  die  Parabel  in  der  Gegend  ihres 
Scheitelpunktes  eine  flacher  oder  stärker  gekrümmte  Form  er- 
halten wird.    Die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Form  der  ganzen 

Parabel  durch  die  Grösse  des  Verhältnisses  -^  bedingt  wird,  lässt 

sich  noch  auf  andere  Weise  näher  charakterisiren,  indem  man  näm- 
lich die  Parabel  vergleicht  mit  einer  Kreislinie,  welche  durch  den 
Scheitelpunkt  A  und  den  in  der  Entfernung  y  von  der  Parabel- 
Achse  liegenden  Punkt  F  hindurch  geht,  und  deren  Mittelpunkt 
0  zugleich  in  der  Parabel- Achse  liegt  (Fig.  35).  Wenn  man  die 
Grösse  y'  das  eine  Mal  aus  der  Gleichung  29),  das  andere  Mal 
aus  der  Gleichung  des  Kreises  bestimmt,  so  erhält  man  die  beiden 
Gleichungen : 


34) 
3^) 


y' 


V' 


=  2  — X, 
P 

y^  ^^2qx  —  x^. 
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Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  ergiebt  fllr  den  Halb- 
messer Q  die  Gleichung: 

36)    ^-f  +  f 

Die  Grösse  q  besteht 
also  ans  zwei  Theilen: 
der  erste  Ton  x  nnab- 

hängige  Theil— hängt 

nur  ab  von  der  Form 
der  Parabel  (nämlich 
von  der  oben  erwähn- 
ten Grösse  -^j;  der 

andere  Theil  -^  dage- 
gen hängt  nur  von  x^ 
also  von  der  zufälligen 
Wahl  des  Punktes  P 
ab)  und  ist  um  so  klei- 
ner, je  kleiner  der  Ab- 
stand dieaßs  Punktes  vom  Scheitelpunkte  gewählt  wird.  Wenn  man 

jenen  von  x  unabhängigen  Theil  —  mit  r  bezeichnet,  so  kann  die 
Gleichung:  ^ 

37)    r  = 


V' 


auf  folgende  Weise  gedeutet  werden :  Sie  giebt  den  festen  Grenz- 
werth  an,  welchem  der  Halbmesser  q  einer  durch  die  drei  Punkte 
A^  P,  P,  gelegten  Kreislinie  mehr  und  mehr  sich  annähert,  je  näher 
die  letzteren  beiden  an  den  ersten  rücken;  oder  den  Halbmesser 
derjenigen  Kreislinie,  mit  welcher  die  Parabel  an  ihrem  Scheitel- 
punkte am  meisten  übereinstimmt  und  gleiche  Krümmung  hat. 

Die  Parabel  ist  an  ihren  yerschiedenen  Stellen  verschieden  stark 
gekrümmt,  der  Krümmungshalbmesser  —  d.  h.  der  Halbmesser  des- 
jenigen Kreises,  mit  welchem  die  Parabel  an  der  betreffenden  Stelle 
gleiche  Krümmung  hat  —  wechselt  in  seiner  Grösse,  er  wird  am 
kleinsten  am  Scheitelpunkte,  und  dieser  kleinste  Werth,  also  der 

Krümmungshalbmesser  am  Scheitelpunkte,  ist  eben  jene  Grösse  — • 
Es  kann  also  die  Form  der  ganzen  Parabel  —  anstatt  durch  An- 
gabe jenes  Verhältnisses  ^  in  Gleichung  29)  —  auch  dadurch 
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charakterisirt  werden,  dass  für  den  Krttmmongshalbmesser  r  am 
Scheitelpunkte  ddr  Werth  angegeben  wird. 

Wenn  umgekehrt  die  Aufgabe  in  folgender  Form  gestellt  ist: 
Rechtmnkelig  zu  einer  gleichförmigen  Bewegung  von  der  gege- 
benen Geschwindigkeit  v  soll  eine  gleichförmig  beschleunigte  Be- 
wegung hinzugefügt  werden ;  gesucht  wird  die  Beschleunigung  p^ 
welche  dieselbe  haben  muss,  wenn  die  Ertlmmung  der  resultiren- 
den  Bahnlinie  an  der  Anfangsstelle  gerade  so  gross  sein  soll,  wie 
die  eines  Kreises  vom  gegebenen  Halbmesser  r :  so  ist  die  Lösung 
dieser  Aufgabe  enthalten  in  der  Gleichung: 

38)    p^~ 
r 

Diese  Gleichung  zeigt,  wie  die  Ablenkung  von  der  augenblick- 
lichen Bewegungsrichtung  au%efosst  werden  kann  als  Hinzutreten 
einer  zu  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  rechtwinkelig  ge- 
richteten Beschleunigung,  wie  also  die  krummlinige  Bewegung 
gedacht  werden  kann  als  hervorgehend  aus  der  Zusammensetzung 
geradliniger  Bewegungen.  Sie  bildet  —  wie  sich  später  ergeben 
wird  —  die  Grundlage  fttr  die  Theorie  der  krummlinigen  Bewe- 
gung des  materiellen  Punktes,  insbesondere  für  die  Theorie  der 
sogenannten  Gentripetalkraft  und  Gentrifugalkraft. 


VIERTES  CAPITEL. 


Physikalische  Grnndbegriffe  nhd  Grandgesetze  der 

Mechanik. 

§  16. 
Entwiokelung  der  Begriffe  Kraft  und  Masse. 

Wenn  die  6e  seh  wind  gkeit  eines  materiellen  Punktes  ihrer 
Grösse  oder  Richtung  nach  sich  ändert,  so  sehen  wir  diese  Aende- 
rung  als  Wirkung  irgend  einer  in  demselben  thätigen  Ursache  an; 
diese  Ursache  nennen  wir  Kraft 

Es  ist  also  nicht  die  Ortsveränderung  eines  materiellen 
Punktes  an  sich,  welche  uns  veranlasst  zu  der  Annahme,  dass 
eine  Kraft  thätig  sei  —  vielmehr  nur,  wenn  diese  Ortsveränderung 
in  einer  ungleichförmigen   oder  in  einer  krummlinigen 
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Bewegung  besteht,  so  ist  es  eben  die  Abweichung  von  der  Gleich- 
förmigkeity  von  der  Geradlinigkeit,  welche  wir  als  Wirkung  einer 
Kraft  betrachten.  Denn  die  Erfahrung  lehrt :  dass  es  in  der  Natur 
eines  jeden  Körpers  liegt:  Richtung  und  Geschwindigkeit  seiner 
einmal  Torhandenen  Bewegung  unverändert  beizubehalten,  also 
geradlinig  und  gleichförmig  seine  Bewegung  fortzusetzen,  so  lange 
dieselbe  nicht  durch  äussere  Einwirkungen  gestört  wird,  d.  h.  so 
lange  eben  nicht  Kräfte  auf  ihn  einwirken.  Dieses  Naturgesetz 
wird  das  Gesetz  der  Trägheit  genannt 

Das  Gesetz  der  Tr&gheit  ist  wie  alle  Naturgesetze  ein  Erfahrungsgesets, 
dessen  Richtigkeit  durch  reine  Yerstandesthätigkeit  allein  nicht  constatirt 
werden  kann.  Allen  Yersuchen,  dasselbe  als  eine  nothwendige  Verstandes- 
wahrheit  darzustellen  und  zu  beweisen,  kann  die  Behauptung  entgegengestellt 
werden:  Ohne  Erfahrungen  würden  wir  von  diesem  Gesetze  Nichts  wissen; 
unsere  Vernunft  allein  drangt  uns  keineswegs  dazu:  der  Natur  gerade  diese 
Einrichtung  zuzuschreiben;  die  Annahme  irgend  einer  anderen  Natur-Einrich- 
tung, mit  welcher  das  Gesetz  der  Trägheit  nicht  verbunden  wäre,  stände 
durchaus  nicht  im  Widerspruche  mit  unserer  Vernunft  —  wohl  aber  mit  un- 
serer Erfahrung.  Wenn  man  femer  m  folgender  Weise  argumentiren  wollte: 
«Die  Geschwindigkeit  eines  geradlinig  und  gleichförmig  bewegten  Körpers 
ist  ein  Zustand,  dessen  Fortdauer  —  bei  fehlender  äusserer  Einwirkung  —  als 
selbstverständlich  einer  Erklärung  gar  nicht  bedarf,  dessen  Vorhandensein 
allein  schon  zur  Erklärung  seiner  Fortdauer  ausreichf";  so  würde  dagegen 
einzuwenden  sein,  dass  mittelst  derselben  Schlussfolgerung  auch  von  der  Be- 
schleunigung eines  gleichförmig  beschleunigt  bewegten  Körpers  behauptet 
werden  könnte:  »Diese  Beschleunigung  sei  ein  Bewegungszustand,  dessen  Fort- 
dauer als  selbstverständlich  einer  Erklärung  nicht  bedürfe,  insofern  das  Vor- 
handensein desselben  allein  schon  zur  Erklärung  seiner  Fortsetzung  ausreiche.  ** 
Hiermit  würde  man  aber  in  einen  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  sich  ver- 
wickeln, da  wir  in  der  That  die  Fortdauer  jener  Beschleunigung  der  Wirkung 
einer  Kraft  zuschreiben  müssen. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  unter  allen  Umständen 
in  gleicher  Weise.  Ihre  Aenderung  —  tlberhaupt  ihr  Auftreten  — 
muss  uns  demnach  als  eine  der  weiteren  Erklärung  bedürfende 
Aenderung  des  bestehenden  Zustandes  erscheinen  und  uns  veran- 
lassen, nach  den  Ausgangspunkten,  nach  den  Entstehungs-Ursachen 
der  Kräfte  zu  forschen.  Wir  suchen  und  finden  dieselben  in  an- 
deren materiellen  Punkten.  Kraft  nennen  wir  also  das  unbekannte 
Zwischenglied,  welches  den  ursächlichen  Zusammenhang  zwischen 
diesen  Ursachen  und  den  hervorgebrachten  Geschwindigkeitsände- 
rungen vermittelt,  welches  daher  in  Bezug  auf  die  letzteren  als 
Ursache,  in  Bezug  auf  die  ersteren  als  Wirkung  aufgefasst  wer- 
den kann. 
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Wir  können  die  Kräfte  nur  in  ihren  Ursachen  nnd  ihren 
Wirkungen  beobachten;  die  Kräfte  selbst  entziehen  sich  unserer 
unmittelbaren  Wahrnehmung. 

Nur  in  einem  Falle  könnte  es  scheinen^  als  ob  wir  auch  die 
Kraft  selbst  wahrnehmen  —  wenn  man  das  Wort  „ wahrnehmen'' 
in  etwas  weiterem  Sinne  fasst.  Wenn  wir  durch  unsere  eigene 
Körperkraft  einen  Körper  in  Bewegung  setzen,  oder  eine  schon 
vorhandene  Bewegung  desselben  abändern :  so  nehmen  wir  ausser 
der  hervorgebrachten  Wirkung  auch  den  Grad  der  aufgewendeten 
Kraft  wahr.  Auch  ohne  unmittelbare  Wahrnehmung  des  Erfolgs 
empfinden  wir  den  Unterschied  zwischen  solchen  Fällen,  in  wel- 
chen wir  eine  grössere,  und  solchen,  in  denen  wir  eine  geringere 
Wirkung  hervorbringen.  Wenn  zwar  das,  was  wir  dabei  empfin- 
den, auch  keineswegs  die  ausgeübte  Kraft  selbst,  sondern  nur  die 
mit  dem  Hervorbringen  derselben  verbundene  Anstrengung  ist,  so 
bilden  diese  Empfindungen  doch  die  Grundlage,  auf  welcher  der 
Begriff  der  Kraft  in  uns  sich  entwickelt 

Wenn  wir  eine  gleiche  Wirkung,  wie  wir  sie  das  eine  Mal 
durch  unsere  eigene  Körperkraft  ziehend  oder  schiebend  an  einem 
Körper  hervorbrachten,  ein  anderes  Mal  ohne  unser  Zuthun  her- 
vorgebracht sehen,  so  sind  wir  geneigt  anzunehmen:  dass  auch  in 
diesem  letzteren  Falle  irgend  eine  ähnliche  verborgene  ziehende 
oder  schiebende  Ursache  thätig  war,  deren  Ursprung  —  statt 
in  unserem  eigenen  —  in  irgend  welchen  anderen  Körpern  zu 

suchen  ist. 

Mit  der  EinffllmiDg  des  Begriffes  der  Kraft  ist  die  letzte  Ursache  des 
Wirkenden  noch  nicht  erklärt;  yielmehr  ist  das  eigentliche  Wesen  der  Kraft 
uns  gegenwärtig  noch  eben  so  unbekannt,  wie  das  Wesen  der  Materie  über- 
haupt, und  muss  zugestanden  werden,  dass  das  Wort  «Kraff  nur  eine  Aus- 
hülfe, ein  Name  ist  für  Dasjenige,  was  einer  weiteren  Erklärung  noch  ent- 
gegensieht In  neuester  Zeit  haben  tinige  Physiker  das  Wesen  der  Kraft  zu 
erklären  versucht,  indem  sie  die  Hypothese  aufstellten:  dass  der  raumerfQllende 
Aether,  derselbe  Aether,  welchem  die  Yermittelung  der  Licht-  und  Wärme- 
Erscheinungen  zugeschrieben  wird,  das  Medium  sei,  durch  welches  auch  die 
Kraftwirkungen  fortgepflanzt  und  vermittelt  werden,  und  dass  das  Vorhanden- 
sein einer  Kraft  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung  an  einem  bestimmten 
Orte  des  Raumes  zu  definiren  sei  als  ein  bestimmter  Bewegungszustand  des 
Aethers  an  dieser  Stelle.  Indessen  selbst  wenn  es  den  Physikern  gelingen 
sollte,  in  dieser  Richtung  einen  Schritt  vorwärts  zu  thun,  den  Begriff  der  Kraft 
auf  andere  Begriffe  zurückzuführen  dnd  dadurch  entbehrlich  zu  machen,  so 
würde  für  die  Mechanik  darin  noch  keineswegs  eine  Veranlassung  liegen,  sich 
dieses  Begriffes  zu  entäussem,  insofern  die  auf  den  Begriff  der  Kraft  gegrün- 
dete Auffassung  der  Natur -Erscheinungen  doch  immer  die  einfachste  Form 
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Meten  würde ,  in  welche  die  eigentliche  Angabe  der  Mechanik  eingekleidet 
werden  kann,  nnd  deshalb  ihre  Berechtigung  behalten  würde. 

Das  Erforschen  der  Entstehungs- Ursachen  der  Kräfte ,  der 
(besetze  y  nach  welchen  sie  mit  ihren  Ursachen  sich  ändern  nnd 
ihrerseits  wiedemm  die  Verändemngen  in  der  Eörperwelt  hervor- 
bringen,  ist  Anfgabe  der  Physik.  Gegenstand  der  Mechanik  ist 
nur  die  Untersuohnng  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Kräften 
nnd  den  von  ihnen  hervorgebrachten  Bewegnngsänderungen.  Wenn 
zwar  die  Mechanik  bei  ihren  Untersuchungen  nicht  bis  zu  den 
Ursachen  der  £^räfte  vordringt,  so  kann  doch  bei  der  Begründung 
ihrer  Lehren  die  Kenntniss  des  Umstandes  nicht  entbehrt  werden: 
dass  wir  auf  zweierlei  Weise  die  Kräfte  zum  Gegenstande  indi- 
recter  Beobachtung  und  Messung  machen  können:  einmal,  indem 
wir  sie  in  ihren  Wirkungen,  und  einmal,  indem  wir  sie  in  ihren 
Ursachen  studiren;  dass  wir  also  zweierlei  Mittel  besitzen,  das 
wiederholte  Auftreten  einer  gleich  grossen  Kraft  zu  constatiren: 
wir  erkennen  dasselbe  einmal  an  der  Gleichheit  der  Wirkung  und 
ein  anderes  Mal  an  der  Gleichheit  der  äusseren  Umstände,  unter 
welchen  die  Kraft  zur  Wirkung  kommt. 

Wenn  wir  beispielsweise  eines  elastischen  Eautschnk- Fadens  uns  be- 
dienen, um  mittelst  desselben  eine  Zugkraft  auszuüben  und  einen  Körper  da- 
durch in  Bewegung  zu  versetzen,  so  können  wir  die  Grösse  der  ausgeübten 
Kraft  erkennen:  einmal  an  der  Grösse  der  hervorgebrachten  Geschwindigkeits- 
änderung und  ein  anderes  Mal  an  dem  Verlängerungszustande,  in  welchem 
der  Faden  dabei  sich  befindet.  Wenn  wir  ein  anderes  Mal  denselben  Faden 
benutzen,  um  einen  anderen  Körper  in  Bewegung  zu  versetzen,  und  der  Faden 
dabei  wiederum  in  demselben  Yerlängerungszustande  sich  befindet,  so  würden 
wir  allein  aus  diesem  Umstände  schon  schliessen  können,  dass  die  ausgeübte 
Kraft  dieselbe  Grösse  hatte,  auch  wenn  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeits- 
änderung uns  unbekannt  geblieben  wäre. 

Die  Kräfte  sind  intensive  Grössen,  welche  nur  gemessen 
werden  können,  wenn  irgend  eine  räumliche  Grösse  ftlr  sie  als 
Haass  geftinden  wird. 

Die  Wirkung  einer  Kraft  besteht  in  dem  Hervorbringen  von 
Geschwindigkeitsänderung.*)  Je  grösser  unter  sonst  gleichen  üm- 
süLnden  die  hervorgebrachte  Geschwindigkeitsänderung  ist,  um  so 

*)  Wenn  unter  besonderen  Umständen  ein  ruhender  Körper  durch  eine 
Kraft  nicht  in  Bewegung  versetzt  wird  (wie  z.  B.  ein  an  einem  festen  Punkte 
aufgehängter  Körper  durch  die  Schwerkraft  nicht  in  Bewegung  versetzt  wird), 
so  findet  dies  —  wie  später  gezeigt  werden  wird  —  seine  Erklärung  darin, 
dass  hier  die  Geschwindigkeit  im  Entstehen  schon  durch  eine  andere  Kraft 
(den  Widerstand  des  Aufhängepunktes)  wieder  vernichtet  wird. 


42  Erster  AbschniU.  Cap.  lY.  §  16. 

grösser  wird  die  wirkende  Kraft  anzusehen  sein.  Wenn  ein  Kör- 
per immer  in  gleicher  Richtung  sich  bewegt,  und  seine  Geschwin- 
digkeit in  gleichen  Zeiten  immer  um  gleiche  Grössen  zunimmt,  so 
haben  wir  der  Erfahrung  gemäss  diese  Bewegung  anzusehen  als 
Wirkung  einer  Kraft  von  unveränderter  Richtung  und  Grösse, 
oder  einer  constanten  Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungs- 
richtung zusammenföUt.  In  Folgendem  ist  —  wenn  nicht  ausdrück- 
lich das  Gegentheil  bemerkt  wird  —  unter  „Kraft"  allemal  eine 
constante  Kraft  zu  verstehen. 

Eine  constante  Kraft  ertheilt  also  einem  vorher  ruhenden 
Körper  eine  geradlinige  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung, 
deren  Beschleunigung  um  so  grösser,  je  grösser  die  wirkende 
Kraft  ist.  Wenn  die  Beschleunigung,  die  einem  bestimmten  Körper 
von  einer  bestimmten  Kraft  ertheilt  wird,  eben  so  gross  ist  wie 
die  Beschleunigung,  welche  ein  anderes  Mal  demselben  Körper 
von  einer  anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  werden  die  beiden  Elräfte 
gleich  gross  genannt.  Wenn  dagegen  die  Beschleunigung,  welche 
einem  Körper  von  einer  Kraft  ertheilt  wird,  A-mal  so  gross  ist 
als  diejenige,  welche  ein  anderes  Mal  demselben  Körper  von  einer 
anderen  Kraft  ertheilt  wird,  so  wird  die  erstere  Kraft  A?-mal  so 
gross  als  die  zweite  genannt. 

Die  Kräfte  verhalten  sich  also  wie  die  Beschleu- 
nigungen, die  sie  einem  und  demselben  Körper  er- 
theilen. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bewegung  dieses  einen  bestimmten 
Körpers  handelte,  so  würden  also  die  Beschleunigungen  allein 
schon  als  Maasse  für  die  Kräfte  ausreichen.  Da  es  sich  in  der 
Mechanik  aber  um  die  Bewegung  beliebiger  Körper  handelt,  so 
muss  auf  den  unterschied  in  dem  Verhalten  der  verschiedenen 
Körper  den  Ej-äften  gegenüber  Rücksicht  genommen  werden. 

Wenn  eine  und  dieselbe  Kraft  dem  einen  Körper  eine  andere 
Beschleunigung  ertheilt  als  dem  anderen  Körper,  so  erklärt  man 
sich  dies  aus  dem  Unterschiede  derjenigen  Grössen,  welche  man 
die  Massen  der  Körper  nennt  Man  schreibt  dem  Körper  eine 
um  so  grössere  Masse  zu,  je  kleiner  die  von  jener  Kraft  ihm 
erth eilte  Beschleunigung  ist.  Gleich  nennt  man  die  Massen  zweier 
Körper,  wenn  eine  und  dieselbe  Kraft  jedem  von  beiden  die  gleiche 
Beschleunigung  ertheilt.  Wenn  dagegen  die  Kraft  dem  zweiten 
Körper  nur  den  m-ten  Theil  derjenigen  Beschleunigung  ertheilt, 
welche  der  erste  Körper  durch  dieselbe  Kraft  erhielt,  so  nennt 
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num  die  Masse  des  zweiten  EOrpers  m-mal  so  gross  als  die  des 

ersten. 

Die  Massen  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die 

Beschleunigungen,  welche  gleiche  Kräfte  ihnen  er- 

theilen. 

Die  Erfahraog  lehrt,  dass  zwei  Körper  bei  ihrer  Vereinigung  eineu  Körper 
bilden,  dessen  Masse  gleich  der  Summe  ihrer  beiden  Massen  ist;  dass  auch, 
wenn  die  Körper  chemisch  mit  einander  sich  verbinden  —  wobei  ihre  son- 
stigen  Eigenschaften  zum  Theil  zerstört  werden  —  die  Eigenschaft  und  Grösse 
der  Masse  unverändert  sich  erh&lt.  Man  kann  daher  den  Begriff  „Masse*  auch 
definiren  als  Quantität  der  Materie,  und  diese  Definition  würde  vollkonunen 
ausreichen,  wenn  aUe  Körper  von  gleicher  physikalischer  Beschaffenheit  wären, 
und  die  Quantität  der  in  ihnen  enthaltenen  Materie  gemessen  werden  könnte 
nach  ihrem  Rauminhalt.  Da  dies  indessen  nicht  der  Fall  ist«  und  bei  Körpern 
verschiedener  Qualität  als  letztes  Mittel  doch  immer  Kräfte  benutzt  werden 
müssen,  um  ihr  Massen-Yerhältniss  zu  bestimmen,  so  kann  die  oben  gegebene 
Definition  nicht  wohl  umgangen  werden. 

Durch  die  beiden  fttr  Kraft-  und  Massen  -  Grössen  gegebenen 
Definitionen  ist  die  Messung  der  Kräfte  und  Massen  zurttckgeftlhrt 
auf  die  Messung  von  Beschleunigungen,  also  auf  die  Messung  von 
Längen-Grössen.  Man  wtlrde  hiemach  in  den  Stand  gesetzt,  bei 
Zugrundelegung  einer  bestimmten  Masse  sämmtliche  Kräfte  durch 
Zahlen  auszudrücken  und  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Kraft  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  durch  Zahlen  aus- 
zudrücken. 

Es  entsteht  nun  die  Frage:  ob  die  auf  solche  Weise  erhal- 
tenen Zahlen  abhängen  von  der  zufälligen  Wahl  jener  einen  Kraft, 
von  der  Wahl  jener  einen  Masse  und  ihrer  physikalischen  Be- 
schaffenheit ;  oder  ob  vielmehr  diese  Zahlen  ganz  allgemeine  Gül- 
tigkeit besitzen?  Diese  Frage  kann  a  priori  nicht  beantwortet 
werden,  sondern  die  Erfahrung  muss  darüber  entscheiden. 

§  17. 
Gesetz  der  Beschleunigung. 

Wenn  man  diejenige  Kraft  als  Kraft -Einheit  wählt,  welche 
iif;end  einem  bestimmten  Körper  eine  Beschleunigung  gleich 
der  Längen -Einheit  ertheilt,  und  zugleich  die  Masse  eben  des- 
selben Körpers  als  Massen -Einheit  annimmt,  so  reichen  die  im 
vorigen  Paragraphen  gegebenen  Definitionen  bereits  aus,  um  zu 
bestimmen : 

Erstens:  die  Beschleunigung,  welche  jener  Masse  Eins  von 
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irgend  einer  andern  Kraft  ertheilt  wird,  deren  Grösse  durch  die 
Zahl  k  gegeben  ist. 

Zweitens:  die  Beschlennignng,  welche  jene  Kraft  Eins  irgend 
einer  andern  Masse  ertheilt,  deren  Grösse  durch  die  Zahl  m  ge- 
geben ist. 

Um  aber  die  Beschleunigung  zu  bestimmen,  welche  die  Kraft 
t  der  Masse  m  ertheilt,  dazu  reichen  die  gegebenen  Definitionen 
noch  nicht  aus.  Wenn  man  die  vorliegende  Frage  sich  veran- 
schaulicht durch  das  Schema: 

die  Kraft  1  ertheilt  der  Masse  1  die  Beschleunigung  1 

J_ 

»i»ln  ni»^»  n  ^ 

n  n        k         „  „  „        M     „  •,  r 

SO  findet  man,  dass  die  drei  Vordersätze  hinsichtlich  der  im 
Schlusssatze  gesuchten  Beschleunigung  vorläufig  noch  kein  Re- 
sultat ergeben.  Denn  daraus:  dass  —  der  Definition  gemäss  — 
die  Beschleunigungen,  welche  der  Masse  »Eins"  ertheilt  werden 
durch  die  Kräfte  »Eins"  und  k  sich  verhalten  wie  1 :  Ar,  folgt  noch 
keineswegs,  dass  auch  zwischen  den  Beschleunigungen,  welche  die 
Masse  m  durch  sie  erhält,  das  gleiche  Verhältniss  stattfindet ;  und 
daraus :  dass  die  von  der  Kraft » Eins "  den  Massen  „  Eins  und  m " 

ertheilten  Beschleunigungen  sich  verhalten  wie  1  :  —  >  folgt  noch 

keineswegs,  dass  auch  dann  noch  das  gleiche  Verhältniss  zwischen 
den  Beschleunigungen  stattfindet,  wenn  k  die  beschleunigende  Kraft 
ist.  Denn  es  wäre  denkbar:  dass  auch  die  physikalische  oder 
chemische  Beschaffenheit  der  Körper,  die  Qualität  und  Entstehungs- 
ursachen der  Kräfte  einen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  hervorge- 
brachten Beschleunigung  hätten. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun  aber,  dass:  welche  Masse  auch  immer 
der  Messung  der  Kräfte,  welche  Kraft  auch  immer  der  Messung 
der  Massen  zum  Grunde  gelegt  werden  möge,  stets  dieselben  Vßr- 
hältnisszahlen  sich  ergeben.  Sie  giebt  also  in  Bezug  auf  die  vor- 
liegende  Frage  die  folgende  Antwort: 

Auch  dann,  wenn  statt  jener  Masse  »Eins"  eine  andere  Masse 
m  gewählt  wird,  so  beträgt  die  von  der  Kraft  k  hervorgebrachte 
Beschleunigung  immer  Ar-mal  so  viel  als  die  von  der  Kraft  »Eins" 

hervorgebrachte.    Letztere  betrug  —  >  folglich  ist  die  von  der  Kraft 

k  der  Masse  m  ertheilte  Beschleunigung  gleich  k  >  — ;  oder : 
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Auch  dann,  wenn  statt  der  Kraft  „  Eins  **  eine  andere  Kraft  Ar 
die  beschleunigende  Kraft  ist,  findet  sich,  dass  die  Masse  m  immer 
nur  den  m-tQn  Theil  derjenigen  Beschleunigung  erhält,  welche  die 
Masse  » Eins "  von  derselben  Kraft  erhält.  Letztere  betrug  Ar,  folg- 
lich erhält  die  Masse  m  von  der  Kraft  k  die  Beschleunigung  —  •  Ar. 

m 

Wenn  die  gesuchte  Beschleunigung  mit  p  bezeichnet  wird,  so 
ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

39)    p^i;- 

In  Worten  ausgedrückt,  lautet  dieses  Gesetz  also :  Man  findet 
die  Beschleunigung,  welche  eine  gegebene  Kraft  einer  gegebenen 
Masse  ertheilt,  indem  man  die  Kraft-Zahl  durch  die  Massen-Zahl 
dividirt:  oder  kürzer: 

r>       1.1        •  Kraft 

Beschleunigung  -  -^^^^^. 

Dieses  Naturgesetz  ist  eines  von  den  Grundgesetzen  der  Me- 
chanik und  wird  das  Gesetz  der  Beschleunigung  genannt.  Das 
Gesetz  der  Trägheit  ist  als  specielles  Gesetz  in  diesem  allgemei- 
neren enthalten;  denn  es  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Gleichung, 
dass,  wenn  die  Kraft  Null  ist,  die  Beschleunigung  ebenfalls  Null 
ist,  d.  h.  wenn  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  nicht. 

Ar 
Wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  —  in  Gleichung  39) 

mit  gleichen  Zahlen  multiplicirt,  so  bleibt  der  Werth  desselben 
unverändert,  also  auch  p.  Sind  k^  und  m^  die  Werthe,  welche 
resp.  Zähler  und  Nenner  alsdann  annehmen,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus die  Gleichung: 

k        k,  ^  km 

—  =  — i-,     oder:     -=-  =  —  • 

Man  kann  also  das  obige  Gesetz  auch  in  folgender  Form  aus- 
sprechen: 

Die  Kräfte  verhalten  sich  wie  die  Massen,  denen 

sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen. 

£8  giebt  noch  andere  Formen,  in  denen  dieses  Naturgesetz  ausgesprochen 
werden  kann;  der  eigentliche  Sinn  desselben  bleibt  aber  immer  derselbe,  näm- 
lich folgender:  Es  giebt  zweierlei  Maasse  für  die  Grössen  der  Kräfte;  man 
kann  einmal  die  Beschleunigungen,  welche  sie  gleichen  Massen  ertheilen,  und 
ein  anderes  Mal  die  Massen,  denen  sie  gleiche  Beschleunigungen  ertheilen,  als 
Maasse  wählen;  beide  Maassbestimmungen  führen  stets  zu  denselben  Kraft- 
Zahlen. 
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Man  h&tte  also  statt  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Definition 
der  Eraftgrössen  aach  die  tolgende  wählen  können:  Die  Kräfte  sollen  pro- 
portional den  Massen  gelten,  welchen  sie  gleiche  Beschleonigangen  ertheilen, 
und  hätte  als  Ergänzung  dann  jenes  Natui^gesetz  in  folgender  Form  hinzufügen 
können:  »die  so  erhaltenen  Eraftzahlen  sind  auch  proportional  den  Beschleu- 
nigungen, welche  diese  Kräfte  einer  nnd  derselben  Masse  ertheHea.'*  Wenn 
man  also  einen  und  denselben  Körper  nach  einander  der  Wirkung  yerschie- 
dener  Kräfte  aussetzt  und  jedesmal  die  hervorgebrachte  Beschleunigung  misst, 
so  findet  sich,  dass  der  Quotient 

Beschleunigung 

aUemal  denselben  Werth  hat,  und  dieser  unveränderliche  Werth  bUdet  zugleich 
die  Massenzahl  des  Körpers.  In  dieser  Form  würde  das  Gesetz  genannt  werden 
können  „das  Gesetz  der  Unveränderlichkeit  der  Masse"*. 

§  18. 
Gesetz  der  Schwere. 

Für  die  Massengrössen  wurde  im  §  16  die  Definition  gegeben: 
Die  Massen  der  Körper  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Beschleu- 
nigungen,  welche  ihnen  von  gleichen  Kiilften  ertheilt  werden. 
Hiemach  bedtlrfte  es,  um  die  Massen  der  Körper  zu  bestimmen, 
allemal  einer  umständlichen,  beschwerlichen  Operation:  man 
mttsste  eine  Kraft  von  bestimmter  Grösse  auf  den  Körper  wirken 
lassen  und  die  Beschleunigung  messen,  welche  der  Körper  durch 
sie  erhielte. 

Es  giebt  eine  viel  einfachere  Methode,  die  Massen  der  Körper 
zu  bestimmen,  und  diese  Methode  gründet  sich  auf  ein  Natur- 
gesetz, welches  das  Gesetz  der  Schwere  genannt  wird. 

Jeder  Körper,  der  sich  an  der  Erdoberfläche  befindet,  wird 

von  der  Erde  angezogen  in  der  Richtung  vertical  abwärts  mit 

einer  Kraft,  welche  das  Gewicht  des  Körpers  genannt  wird. 

Die  Erfahrung  lehrt:  dass  diese  Gewichte  der  Körper  Kräfte 

sind,  welche  allen  Körpern  gleiche*)  Beschleunigung  ertheilen, 

nämlich : 

40)    jf  =  9",  81  . . 

'*')  d.  h.  wenn  dieselben  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  frei  fallen 
und  dabei  den  Wirkungen  anderer  Kräfte,  wie  z.  B.  der  Wirkung  des  Luft- 
widerstandes, gänzlich  entzogen  sind.  Die  Grösse  dieser  Beschleunigung  ist 
in  Wirklickeit  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche  ein  wenig  ver- 
schieden; doch  können  die  geringen  Schwankungen  dieser  Grösse  erst  weiter 
unten  ihre  Erklärung  finden,  und  soll  vorläufig  auf  dieselben  keine  Rücksicht 
genommen  werden. 
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Diese  Grösse  wird  die  Beschleanigang  der  Schwere  oder  Be- 
schleiinigang  des  freien  Falles  (auch  Erd  -  Acceleration)  genannt 
und  soll  im  Folgenden  immer  mit  dem  Buchstaben  g  bezeichnet 
werden. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  nun  gezeigt:  dass  die  Massen  der 
Körper  sich  verhalten  wie  die  Kräfte,  die  ihnen  gleiche  Beschlen- 
nigong  ertheilen.  Die  Gewichte  der  Körper  sind  solche  ELräfte, 
also  ergiebt  sich  hieraus  das  Gesetz: 

Die  Massen  der  Körper  verhalten  sich  wie  ihre 
Gewichte. 

Man  kann  hiemach  das  Massen -Yerhältniss  zweier  Körper 
bestimmen,  indem  man  durch  Wägung  ihr  Gewichtsverhältniss 
bestimmt  Das  Gewicht  -  Messen  oder  Wägen  ist  aber  eine  im 
täglichen  Leben  so  häufig  vorkommende  Operation,  dass  dieselbe 
—  ebenso  wie  das  Zeit-Messen  mittelst  der  Uhren  —  als  Jeder- 
mann vollkommen  verständlich  und  geläufig  vorausgesetzt  wer- 
den darf. 

Als  Massen- Einheit  soll  diejenige  Masse  gewählt  werden, 
welche  1  Kilogramm  wiegt.  Ftlr  diejenige  Masse,  welche  m  Kilo- 
gramm wiegt,  ist  also  m  die  Massenzahl. 

Als  Kraft -Einheit  soll  diejenige  Kraft  gewählt  werden, 
welche  einem  Kilogramm  Masse  einen  Meter  Beschleunigung 
ertheilt  Wenn  also  die  Grösse  einer  Kraft  durch  die  Zahl  k  aus- 
gedrückt wird,  so  ist  damit  eine  Ej*aft  gemeint,  welche  k-msl  so 
gross  ist  als  jene  Kraft-Einheit  —  eine  Kraft  also  z.  B.:  welche 
einem  Kilogramm  Masse  k  Meter  Beschleunigung,  oder  welche 
k  Kilogrammen  Masse  einen  Meter  Beschleunigung  ertheilen 
würde. 

Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  bezeichnet  wird,  welche  die 
Kraft  Ar  der  Masse  m  ertheilt,  so  ist  nach  dem  Gesetze  der  Be- 
schleunigung (Gleichung  39) : 

k         ^  k 

V  r=^ — >    oder:    wz  =  — 
^        m  p 

Das  Gewicht  der  Masse  m  ist  nach  dem  Gesetze  der  Schwere 
eine  Kraft,  welche  ihr  die  Beschleunigung  g  ertheilt.  Wenn  also 
mit  Q  das  Gewicht  der  Masse  m  bezeichnet  und  dieser  Werth 
statt  k  substituirt  wird,  so  ist  </  ftir  p  zu  setzen,  und  man  erhält 
folgende  Gleichung: 

41)     wi  =  -^. 
9 
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Die  Hassenzahl  eines  Körpers  ist  also  gleich  der  Grewichts- 

zahl  desselben  dividirt  durch  die  Beschleunigung  des  freien  Falles 

oder  kürzer: 

-,  Gewicht 

Masse  =   -c^  ,,, iH -* • 

Fallbeschleunigung 

Wie  man  Längen-GrOssen  bald  in  Metern,  bald  in  Millimetern, 
oder  auch  in  Füssen,  Zollen,  Meilen  angiebt,  so  können  auch  die 
Kraftgrössen  nach  yerschiedenerlei  Maass  gemessen  werden,  und 
die  Eraftzahlen  fttr  eine  und  dieselbe  Eraftgrösse  werden  ver- 
schieden ausfallen  je  nach  der  Wahl  der  Kraft-Einheit. 

Ein  von  dem  oben  gewählten  abweichendes  sehr  gebräuch- 
liches Maass  für  Kraftgrössen  ist  die  Gewichtseinheit,  oder 
das  Gewicht  eines  Körpers,  der  1  Kilogramm  wiegt.  Nach  dem 
Gesetze  der  Schwere  ertheilt  diese  Kraft  einem  Kilogramm  Masse 
eine  Beschleunigung  von  g  Metern,  würde  also  nach  dem  oben 
gewählten  Maass-Systeme  die  Kraflzahl  g  erhalten.  Wenn  diese 
Kraft  als  Einheit  gewählt  werden  soll,  so  hat  man  sämmtliche 
Kraftzahlen  des  vorigen  Maass-Systems  durch  g  zu  dividiren,  um 
die  Kraftzahlen  für  das  neue  System  zu  erhalten. 

In  Gleichung  41)  erscheint  die  Massenzahl  m  ausgedrückt 
durch  eine  Kraftzahl  Q  und  eine  Längenzahl  g.  Eine  Aenderung 
in  der  Wahl  der  Kraft -Einheit  oder  der  Längen  -  Einheit  bringt 
daher  eine  Aenderung  der  Massenzahl,  folglich  auch  der  Massen- 
Einheit  mit  sich. 

Wenn  g  in  Metern  und  Q  in  Gewichts -Einheiten  ausgedrückt 
wird,  so  erhält  die  Massenzahl  m  einen  ^^-mal  kleineren  Werth 
(weil  nach  diesem  System  Q  eine  ^-mal  kleinere  Zahl  wird).  Die 
dem  neuen  Systeme  zum  Grunde  liegende  Massen- Einheit  ist  also 
9-mal  so  gross  als  die  vorige,  folglich  eine  Masse  von  g  Kilo- 
grammen. 

Wenn  z.  B.  Gewicht  Q  und  Masse  m  eines  Körpers,  der  50  Kilogramm 
«100  Pfand  wiegt,  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden  sollen,  so  würde  man 
nach  dem  anfänglichen  Maass-Systeme  die  Zahlenwerthe  erhalten: 

€  ==  50  .  9,81  =  490,5, 

Q  490,5 

nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen: 

e  =  50, 

0  50 
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Wenn  als  L&ngen«£inheit  der  Fuss  gewählt  werden  soll,  so  würde  man 
—  da  1  Meter»  3,1862  (preass.)  Fuss  ist  —  zu  setzen  haben:  ^»9,81  .  3,1862 
»  31,25  Fnss. 

Wenn  zugleich  das  Pfand  als  Gewichts-Einheit  gewählt  werden  soll,  so 
erhielte  man  nach  dem  ersten  Maass-Systeme  die  Zahlen: 

Q  -»  tOO  .  31,25  »  3125, 

3125 
^  =•  ■3T;25"  =  ^^^» 
nach  dem  zweiten  Systeme  dagegen: 

Q  -  100, 

•"  -  TÜJT  -  '•*• 
Wenn  in  zwei  Minuten,  oder  120  Secunden,  die  Geschwindigkeit  eines 
Eisenbahnzages  von  Null  bis  12  Meter  pro  Secande  gleichförmig  zunimmt,  so 
hat  die  Beschleunigung  desselben  die  Grösse:  p  «  0,1  Meter  pro  Secunde,  und 
wenn  die  Masse  des  ganzen  Eisenbahnzuges  200  000  Kilogramm  wiegt,  so  ist 
nach  dem  ersten  Maass-Systeme:  tn  »  200  000  zu  setzen.  Für  die  von  der  Loco- 
motive  ausgeübte  ZugknÜFt,  welche  jene  Beschleunigung  hervorbrachte,  ergiebt 
sich  also  nach  dem  ersten  Maass-Systeme  der  Werth:  £«200000  •  0,1  «20000. 

Nach  dem  zweiten  Maass-Systeme  dagegen  würde:  m  »  "  —  «s  20400,  und 
JET  —  20  400  .  0,1  =  2040  zu  setzen  sein.  ' 

Das  Gewicht  einer  Masse,  welche  2040  Kilogramm  wiegt,  hat  nach  dem 
ersten  Maass-Systeme  die  Grösse:  K^  2040  .  9,81 «  20000.  Die  Zugkraft  der 
Locomotive  hatte  also  dieselbe  Grösse  wie  das  Gewicht  einer  Masse,  welche 
2040  Kilogramm  wiegt. 

Wenn  in  dner  Kanone  durch  den  Druck  des  Pulverdampfes  bewirkt  wird, 

dass  die  Geschwindigkeit  eines  Geschosses,  welches  2  Kilogramm  wiegt,  von 

Null  bis  auf  die  Grösse :  v  »  200"  gleichförmig  zunimmt,  während  das  Geschoss 

die  Strecke:  s^2^  in  dem  Kanonenlaufe  zurückl^,  so  ergiebt  sich  nach  §  7 

'    v^       200' 
(Gleichung  4)  fttr  die  Beschleunigung  der  Werth:  p  =  -—  —  — — -  »  10000". 

Nach  dem  ersten  Maass-Systeme  hat  daher  der  Druck  des  Pulverdampfes  die 
Grösse:  £:»2. 10000 -»20000,  also  dieselbe  Grösse  wie  die  oben  berechnete 
Zugkraft  der  Locomotive,  oder  wie  das  Gewicht  einer  Masse,  welche  2040  Kilo- 
gramm wiegt 

Die  Gleichung  41)  kann  unter  allen  Umständen  benutzt  wer- 
den, um  die  Massenzahl  eines  Körpers  durch  die  Gewichts- 
zahl auszudrücken:  letztere  aber  ist  festgestellt,  sobald  die  Wahl 
der  Kraft -Einheit  entschieden  ist  Bei  den  später  folgenden 
Rechnungen  soll  durch  das  der  Kraft -Zahl  angehängte  Zeichen 
„Ari/"  allemal  angedeutet  werden,  dass  das  Gewicht  eines  Kör- 
pers, der  1  Kilogramm  wiegt,  als  Kraft-Einheit  angenommen  wurde. 
Im  anderen  Falle  ist  immer  diejenige  Kraft,  welche  einem  Kilo- 
gramm Masse  eine  Beschleunigung  von  einem  Meter  ertheilt,  als 
Kraft-Einheit  anzusehen. 

Bitt«r,  Mechanik.    5.  Aufl.  4 
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Obwohl  streng  genommen  das  Lehrgebäude  der  theoretischen  Mechanik 
bestehen  kann,  ohne  auf  das  Gesetz  der  Schwere  als  Grundgesetz  sich  zu 
stützen  —  insofern  es,  wie  oben  gezeigt,  andere  Mittel  giebt,  die  Massen  der 
Körper  zu  bestimmen  —  so  ist  doch  für  alle  F&Ue,  in  denen  die  Resultate 
der  Mechanik  angewendet  werden,  das  Gesetz  der  Schwere  praktisch  kaum  zu 
entbehren  und  aus  diesem  Grunde  hier  unter  den  Grundgesetzen  der  Mechanik 
mit  aufgeführt 

§  19. 
Paralleiogramm-Geselz. 

Die  Wirkungen  aller  Kräfte  —  welchen  Ursprung  sie  auch 
immer  haben  mögen  —  die  Bewegungen  aller  materiellen  Punkte 
—  welcher  Qualität  sie  auch  immer  sein  mögen  —  sind  folgen- 
dem allgemeinen  Gesetze  unterworfen: 

Die  Beschleunigung,  welche  eine  Kraft  einem  ma- 
teriellen Punkte  ertheilt,  ist  unabhängig  von  Grösse 
und  Bichtung  der  Geschwindigkeit,  welche  derselbe 
schon  besitzt,  und  unabhängig  von  den  Beschleuni- 
gungen, welche  demselben  gleichzeitig  von  anderen 
Kräften  ertheilt  werden,  oder  in  anderen  Worten  ausgedrückt: 

Wenn  gleichzeitig  die  Ursachen  für  mehrere  Be- 
wegungen eines  materiellen  Punktes  vorhanden  sind» 
so  führt  derselbe  die  Resultirende  aller  dieser  Bewe- 
gungen aus. 

Als  Ursachen  gleichfi^rmiger  Bewegungen  sind  hier  die  etwa 
schon  vorhandenen  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  zu 
verstehen,  insofern'  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  diese  Ge- 
schwindigkeiten ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  sich  unverändert 
erhalten  würden,  wenn  keine  Kräfte  wirkten.  Als  Ursachen  be- 
schleunigter Bewegungen  sind  nach  §  16  die  Kiilfte  anzusehen. 

Mit  Zuziehung  dieses  Erfahrungsgesetzes  gewinnt  erst  die 
ganze  in  Cap.  III.  enthaltene  Lehre  von  der  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  der  Bewegungen  ihre  eigentliche  Bedeutung  für  die 
Mechanik.  Wenn  man  bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  mehrerer 
solcher  Bewegungs  -  Ursachen  die  einzelnen  Bewegungen,  welche 
jede  derselben  für  sich  allein  hervorgebracht  haben  würde,  nach 
den  in  Cap.  m.  gefundenen  Regeln  zu  einer  Resultirenden  zu- 
sammensetzt, so  ist  diese  Resultirende  eben  diejenige  Bewegung^ 
welche  der  materielle  Punkt  wirklich  ausftlhrt.  Man  kann  also 
den  Vorgang  so  auffassen,  als  ob  die  einzelnen  Bewegungen,  ohne 
einander  gegenseitig  zu  stören,  unabhängig  von  einander,  wirklich 
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ausgeführt  werden.  Das  Gesetz  könnte  daher  auch  das  Gesetz 
der  Unabhängigkeit  der  Bewegungen  genannt  werden. 

Wie  die  Znsammensetzung  von  zwei  Bewegungen  zu  der  in 
§  9  erklärten  Parallelogramm  -  Construction ,  zu  dem  sogenannten 
Parallelogramm  der  Bewegungen  führte,  aus  welchem 
dann  die  weiteren  Regeln  für  die  Zusammensetzung  von  mehr 
als  zwei  (gleichartigen  oder  ungleichartigen)  Bewegungen  abge- 
leitet werden  konnten:  so  erscheint  auch  das  vorliegende  Natur- 
gesetz in  seiner  allgemeinen  Grundform  durch  jene  Parallelogramm- 
Construotion  charakterisirt  und  kann  —  in  einem  etwas  anderen 
Sinne  zwar  —  mit  dem  Namen  Parallelogramm  der  Bewegungen 
oder  kürzer  Parallelogramm-Gesetz  bezeichnet  werden.  Nur 
ist  zu  beachten,  dass  der  in  §  9  erklärte  Satz  eine  geometrische 
Wahrheit,  das  hier  genannte  Parallelogramm-Gesetz  dagegen  eine 
physikalische  Wahrheit  constatirt. 

Wie  mehrere  gleichzeitig  stattfindende  Beschleunigungen 
eines  materiellen  Punktes  nach  §  13  immer  durch  eine  einzige  — 
die  resoltirende  —  Beschleunigung  sich  ersetzen  lassen :  so  können 
auch  mehrere  auf  einen  materiellen  Punkt  gleichzeitig  wirkende 
Kräfte  immer  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden,  welche 
genau  dieselbe  Wirkung  hervorbringt.  Diese  Kraft  wird  die 
Mittelkraft  oder  Besultirende  jener  einzelnen  Kräfte  genannt. 

Wenn  P  und  Q  zwei  Kräfte  sind,  die  gleichzeitig  auf  einen 
materiellen  Punkt  wirken,  und  m  die  Masse  desselben  ist,  so  sind 
die  Beschleunigungen,  welche  diese  Kräfte  einzeln  wirkend  dem 
materiellen  Punkte  ertheilen  würden,  nach  dem  Gesetze  der  Be- 
schleunigung resp.: 

ö  =  —     und     ^  =  -2- . 

Nach  dem  Parallelogramm  -  Gesetze  ist  die  wirklich  stattfin- 
dende Beschleunigung  r  die  Besultirende  von  p  und  q\  sie  wird 
also  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des 
aas  den  beiden  Grössen  p  und  q  construirten  Parallelogramms 
(Fig.  86)  dargestellt 

Wenn  mit  R  die  Mittelkraft  von  P  und  Q  bezeichnet  wird, 
oder  diejenige  Kraft,  welche  für  sich  allein  dem  materiellen  Punkte 
ebenfalls  diese  Beschleunigung  r  ertheilen  würde,  so  ist  nach  dem 
Gesetze  der  Beschleunigung: 

=  :?.. 
m 
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Um  also  die  gesuchte  Mittelkraft  darzustellen^  braucht  man 
nur  das  Parallelogramm  Fig.  25  nach  einem  m-fach  vergrösserten 
Maassstabe  zu  construiren;  man  erhält  dann  ein  Parallelogramm 
ABDC  (Fig.  86),  dessen  Seiten  resp.: 

m  .p  ^=  P    und    m  ,  q  =^Q 

so  viele  Längen  -  Einheiten  als  die  gegebenen  Seitenkräfte  Kraft- 
Einheiten  enthalten,  und  dessen  Diagonale 

AD  =si  m  .r  ^Boi  R 

80  viele  Längen-Einheiten  als  die  Mittelkraft  Kraft-Einheiten  ent- 
hält, auch  ihrer  Richtung  nach  mit  dieser  übereinstimmt. 

Die  Diagonale  des 
Flg.  36.  aus  den  beiden  Sei- 

tenkräften construir- 
ten  Parallelogramms 
stellt  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach 
die  Mittelkraft  der- 
selben dar. 

Dieses  Gesetz,  welches 
in  dem  allgemeinen  Pa- 
rallelogramm-Gesetze als 
ein   specieller  Fall   ent- 
halten ist,  wird  das  Parallelogramm  der  Kräfte  genannt. 

Die  Mittelkraft  wird  gleich  der  Summe  der  beiden  Seiten- 
kräfte, wenn  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  a  ==  0  ist, 
d.h.  wenn  die  beiden  Kräfte  gleiche  Richtungen  haben.  Die 
Mittelkraft  wird  gleich  der  Differenz  der  beiden  Seitenkräfte, 
wenn  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  a  ==  180°  ist,  d.  h. 
wenn  sie  entgegengesetzte  Richtungen  haben.  Aus  dem  letz- 
teren Satze  folgt  wiederum :  dass  die  Mittelkraft  N  u  1 1  wird,  wenn 
beide  Kräfte  gleiche  Grössen  und  entgegengesetzte  Rich- 
tungen haben.  In  diesem  letzteren  Falle  halten  die  beiden  Kräfte 
einander  im  Gleichgewicht,  d.h.  ihre  Wirkungen  heben  ein- 
ander gegenseitig  auf,  und  es  ist  so  gut,  als  ob  gar  keine  Kraft 
auf  den  materiellen  Paukt  wirkte. 

Wie  zwei  gegebene  Kräfte  durch  ihre  Mittelkraft  ersetzt 
werden  können,  so  kann  auch  umgekehrt  eine  gegebene  Kraft 
immer  durch  zwei  andere  Kräfte  ersetzt,  d.  h.  sie  kann  in  ihre 
Seitenkräfte  zerlegt  werden.    Diese  Zerlegung  kann  auf  unend- 
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lieh  viele  verschiedene  Arten  geschehen,  sie  mnss  nur  der  einen 
Bedingung  genügen,  dass  die  Zusammensetzung  derselben  wie- 
derum zu  jener  gegebenen  Kraft  als  Mittelkraft  führe. 

Für  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Kräften  gelten 
also  genau  dieselben  Regeln,  wie  fttr  die  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  von  Beschleunigungen.  Alles,  was  im  §  13  im  Anschluss 
an  die  Erklärung  von  Fig.  85  ttber  die  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung von  Beschleunigungen  gesagt  wurde,  kann  Wort  ftlr  Wort 
als  gültig  angesehen  werden  auch  ftlr  die  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  von  Kräften,  wenn  man  überall  das  Wort  Kraft  an 
die  Stelle  des  Wortes  Beschleunigung  setzt. 

Die  ans  Fig.  26 
Fig.  g7.  für  die  Besultirende 

der  Beschleunigun- 
gen p,,p«.../^n  ab- 
geleiteten Gleichun- 
gen behalten  ihre 
Gültigkeit,  wenn 
statt  der  Beschleu- 
nigungen p  überall 
die  Werthe  m  .  p^ 
d.  h.  die  jenen  Be- 
schleunigungen ent- 
sprechenden Kräfte, 
substituirt  Werden. 
Wenn  also  diese 
Kräfte  mit  iT,,  Ä, 
.  .  .  Ülb  bezeichnet 
werden,  so  ergeben 
sich  mit  Bezug  auf  Fig.  87  die  den  Gleichungen  14) ...  17)  analog 
gebildeten  Gleichungen: 


43)    cos  a  =  -~- 1 


42)  i^  =  }//i^^-i^;  +  Ä;, 


44)    cos  ß  = 


R 


45)    cos  y 


durch  welche  die  Mittelkraft  R  der  gegebenen  Kräfte  ihrer  Grösse 
und  Bichtung  nach  vollkommen  bestimmt  ist 

Diese  Gleichungen  zeigen  in  Verbindung  mit  Fig.  87:  wie  man 
die  Mittelkraft  von  beliebigen  gegebenen  Kräften  immer  darstellen 
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kann  als  Mittelkraft  von  drei  rechtwinkelig  zn  einander  gerich- 
teten Seitenkräften: 

2  {K  cos  a),  2  (K  cos  ß),  2  {K  cos  y), 
welche  man  bestimmt,  indem  man  ftir  jede  von  drei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichteten  —  übrigens  willkürlich  zu  wählenden  — 
Achsen-Richtungen  die  Summe  bildet  von  den  Seitenkräften,  welche 
bei  Zerlegung  der  einzelnen  gegebenen  Kräfte  in  diese  Achsen- 
richtung hineinfallen. 

Das  Parallelogramm  -  Gesetz  (so  wie  das*  in  demselben  enthaltene  Paral- 
lelogramm der  Er&fte)  ist  ein  Naturgesetz,  dessen  Richtigkeit  nicht  aus  den 
Gesetzen  der  Vernunft  erschlossen,  sondern  nur  auf  dem  Wege  der  Erfahrung 
constatirt  werden  kann;  eine  Hypothese,  zu  deren  Rechtfertigung  sich  nur 
anführen  l&sst,  dass  alle  aus  derselben  abgeleiteten  Folgerungen  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  werden.  Allen  Versuchen,  dasselbe  als  eine  nothwendige 
Verstandes- Wahrheit  zu  beweisen,  ist  das  Argument  entgegen  zu  stellen:  in 
unserer  Vernunft  liegt  Nichts,  was  uns  zwingen  könnte,  gerade  diese  Einrich- 
tung in  der  Natur  vorauszusetzen;  es  würde  durchaus  kein  Widerspruch  mit 
unserer  Vernunft  liegen  in  der  Annahme:  dass  etwa  auch  die  physikalische 
oder  chemische  Qualität  der  materiellen  Punkte  und  die  Entstehungsweise  der 
wirkenden  Kräfte  einen  Einfluss  hätten  auf  Grösse  und  Richtung  der  Mittel- 
kraft; dass  z.  B.  Kräfte  electrischen  Ursprungs  anders  als  Schwerkräfte,  an- 
ziehende Kräfte  in  anderer  Weise  als  abstossende  Kräfte  ihren  Einfluss  auf 
Grösse  und  Richtung  der  Mittelkraft  geltend  machten.  Zwar  ist  dies  nicht 
der  Fall;  aber  dass  es  nicht  so  ist:  lehrt  einzig  und  allein  die  Erfahrung. 

§  20. 
Gesetz  der  Wechselwirkung. 

Die  Kräfte  wirken  in  der  Natur  nicht  regellos  durch  einan- 
der,  sondern  ihr  Auftreten  wird  durch  gewisse  Gesetze  beherrscht, 
deren  Eenntniss  es  möglich  macht ,  aus  dem  Auftreten  einiger 
Kräfte  Schlüsse  zu  ziehen  auf  das  gleichzeitige  Vorhandensein 
anderer  Kräfte,  deren  Auftreten  durch  jene  bedingt  wird.  Wenn 
zwar  im  Allgemeinen  die  Erforschung  und  Berücksichtigung  dieser 
Gesetze  weniger  der  Mechanik  als  vielmehr  dem  Gebiete  der 
Physik  angehören,  so  ist  doch  eines  unter  diesen  Gesetzen  von 
so  grosser  Allgemeinheit,  von  so  weit  verbreiteter  Herrschaft,  dass 
die  Kenntniss  desselben  ftlr  die  Lehren  der  Mechanik  schlechter- 
dings nicht  entbehrt  werden  kann,  dass  vielmehr  dieses  Gesetz 
mit  zu  den  Grundpfeilern  gerechnet  werden  muss,  welche  das 
Lehrgebäude  dieser  Wissenschaft  stützen. 

Es  zeigt  sich  nämlich  in  dem  Auftreten  der  Kräfte  die  be- 
merkenswerthe  Eigenthttmlichkeit:  dass  die  Kräfte  nie  einzeln, 
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sondern  immer  nur  paarweise  inderNatar  auftreten,  und  dass 
die  zwei  zu  einem  solchen  Paare  gehörigen  Kräfte  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  wirkend  stets  gleiche  Grösse  und  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben.  Es  giebt  in  der  Natur  keine 
einseitige  Wirkungen,  sondern  nur  Wechsel- Wirkungen.  Wenn  auf 
einen  materiellen  Punkt  A  eine  Kraft  wirkt,  so  bildet  irgend  ein 
anderer  materieller  Punkt  B^  in  der  Kraft-Richtung  liegend,  den 
Ausgangspunkt  dieser  Kraft,  und  es  erleidet  dabei  der  Punkt  B 
eine  genau  eben  so  grosse  Gegenwirkung,  d.  h.  es  wirkt  auf  ihn 
eine  genau  eben  so  grosse  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft;  für 
welche  der  Punkt  A  seinerseits  den  Ausgangspunkt  bildet. 

Dieses  Naturgesetz  wird  das  Gesetz  der  Wechselwirkung 
genannt. 

In  manchen  Fällen  entzieht  sich  dieses  Gesetz  der  unmittel- 
baren Beobachtung,  weil  die  grosse  MannigÜEdtigkeit  der  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  einander  stets  durchkreuzenden  Kraft -Wir- 
kungen das  Aufdecken  der  elementaren  Ursachen  erschwert.  Es 
springt  nicht  unmittelbar  in  die  Augen:  dass  die  Anziehungskräfte 
zwischen  den  Theilen  zweier  Körper,  z.B.  zwischen  Erde  und 
Mond,  oder  zwischen  dem  Erdkörper  und  dem  fallenden  Steine, 
stets  an  beiden  Körpern  genau  dieselbe  Grösse  haben;  eben  so, 
dass  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte  zwischen  den  Thei- 
len zweier  Magnete ,  oder  zwischen  den  Theilen  eines  und  des- 
selben festen  Körpers  stets  paarweise  gleiche  Grösse  und  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben. 

In  anderen  Fällen  dagegen  tritt  das  Gesetz  so  deutlich  zu 
Tage:  dass  schon  der  Sprachgebrauch  des  täglichen  Lebens  die 
entsprechende  Auffassung  sich  angeeignet  hat.  Man  spricht  z.  B. 
TOB  dem  Drucke  zwischen  zwei  einander  berührenden  Körpern 
A  und  B^  während  es  in  der  That  zwei  Kräfte  sind,  die  da  wir- 
ken ;  aber  Niemand  bezweifelt,  dass  der  Druck,  den  A  von  Seiten 
des  Körpers  B  erleidet,  gerade  so  gross  ist  als  der  Druck,  welcher 
auf  den  Körper  B  yon  Seiten  des  Körper  A  ausgetlbt  wird.  Eben 
so,  wenn  mittelst  einer  Zugstange  oder  eines  Fadens  auf  einen 
Körper  eine  Zugkraft  ausgeübt  wird,  so  scheint  es  fast  selbstver- 
ständlich, dass  dabei  zugleich  von  Seiten  dieses  Körpers  auf  den 
Faden  eine  Kraft  übertragen  wird,  welche  denselben  spannt,  und 
dass  diese  ELraft  genau  dieselbe  Grösse  und  entgegengesetzte  Rich- 
tung mit  der  ersteren  haben  müsse.  Doch  darf  die  grosse  Zahl 
der  Erfahrungen,  auf  welche  unsere  Kenntniss  dieses  Gesetzes  sich 
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stützt,  uns  nicht  yerleiten,  den  Ursprang  dieser  Kenntniss  za  ver- 
leugnen nnd  dieselbe  als  ein  Prodnct  der  reinen  Verstandesthätig- 
keit  anzusehen.  Nur  der  Erfahrung  verdanken  wir  den  Satz :  dass 
Druck  und  Gegendruck,  Zug  und  Gegenzug,  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung stets  einerlei  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung  haben. 


Die  Zuziehung  der  in  diesem  Capitei  erkl&rten  Erfahrungsgesetze  ist 
nothwendig,  um  die  Lehren  der  Mechanik  zu  begrtlnden  und  die  Aufgabe 
dieser  Wissenschaft  in  eine  rein  mathematische  Aufgabe  zu  verwandeln.  Zwar 
könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Zuziehung  solcher  Erfahrungsgesetze  ganz  zu 
umgehen  w&re,  insofern  n&mlich  die  genannten  Gesetze  auch  eingekleidet  nnd 
versteckt  werden  können  in  Definitionen.  So  könnte  man  z.  B.  das  Gesetz 
der  Trägheit,  das  Gesetz  der  Wechselwirkung  aufnehmen  in  die  Definitionen 
der  Begriffe  «Materie''  und  »Kraft*',  indem  man  definirte:  »Materie  soll  das- 
jenige genannt  werden,  was  unter  anderen  Eigenschaften  auch  die  Eigenschaft 
der  Trägheit  besitzt;  Kraft  soll  dasjenige  genannt  werden,  was  zwei  materielle . 
Punkte  einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen  strebt*"  Dann 
würden  allerdings  das  Gesetz  der  Trägheit  und  das  Gesetz  der  Wechselwirkuug 
insoweit  entbehrlich  sein,  als  die  daraus  abzuleitenden  Lehrsätze  als  logische 
Gonsequenzen  aus  jenen  Definitionen  schon  sich  ergeben  würden. 

Allein  dieses  hiesse  nur:  den  Schritt,  der  doch  einmal  geschehen  muss,  an 
einer  anderen  Stelle  thun.  Denn:  dass  die  wirklich  existirenden  Körper  und 
Kräfte  Dinge  sind,  die  jenen  Definitionen  entsprechen,  ist  und  bleibt  Thatsache 
der  Erfahrung.  Jede  Schlussfolgerung  also  aus  den  Lehren  der  Mechanik  auf 
die  wirklichen  Vorgänge  in  der  Aussenwelt  würde  doch  immer  auf  Erfahrungs- 
gesetze sich  stützen. 

Es  erscheint  daher  naturgemässer:  da  wo  die  Erfahrung  einmal  nicht  ent- 
behrt werden  kann,  dies  von  vornherein  offen  zuzugeben,  und:  anstatt  die  Aus- 
sprüche der  Wissenschaft  mit  einem  trügerischen  Scheine  von  Gewissheit  zu 
umkleiden,  vielmehr  die  Grenzlinien  scharf  zu  zeichnen  zwischen  dem  Theile 
derselben,  welcher  in  unwidersprechlichen  logischen  Schlussfolgerungen  aus 
gewissen  Voraussetzungen  besteht,  und  dem  Theile,  welcher  die  der  Erfahrung 
entnommenen  Vordersätze  enthält  Gerade  darin  liegt  die  Stärke  und  Unan- 
greifbarkeit der  exacten  Wissenschaft:  dass  sie  eben  nur  in  gewissenhafter 
Angabe  ihrer  eigenen  Unzuverlässigkeit  als  vollkommen  zuverlässig  zu  gelten 
beansprucht  und  darauf  verzichtet,  Dasjenige  als  Gewissheit  zu  vertheidigen, 
was  nur  auf  Hypothesen  gegründete  Wahrscheinlichkeit  ist.  Denn  bekämpft 
werden  kann  nur  Dasjenige,  was  vertheidigt  wird. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 

Mechanik  des  materiellen  Punktes. 


FÜNFTES  CAPITEL. 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§  21. 
Gesetz  der  mecbaniechen  Arbeit 

Ein  materieller  Funkt,  der  sieh  nnter  der  Einwirkung  belie- 
biger Kräfte  befindet  y  wird  —  wenn  nicht  zufällig  diese  Kräfte 
einander  im  Gleichgewicht  halten  —  irgend  eine  geradlinige  oder 
krummlinige  Bewegung  ausflihren.  Grössen  und  Sichtungen  der 
wirkenden  Kräfte  sollen  vor  der  Hand  als  unveränderlich  yoraus- 

gesetzt  werden.  Wenn  die  krumme  Linie 
Fig.  88.  AB  die  Bahn  ist,  welche  der  materielle 

Punkt  beschreibt  (Fig.  88),  und  K  eine 
von  den  Kräften  ist,  unter  deren  Einwir- 
kung diese  Bewegung  geschieht,  so  kann, 
wenn  auch  hier  die  veränderliche  Bewe- 
gungsrichtung nirgends  mit  der  Richtung 
dieser  Kraft  übereinstimmt,  doch  die  Rede 
sein  von  demjenigen  Wege,  welchen  der 
Punkt  hierbei  in  der  Richtung  der  Kraft 
zurückgelegt  hat.  Indem  man  nämlich 
die  Bewegung  von  dem  Gesichtspunkte 
auffasst,  welcher  aus  den  Principien  der 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Be- 
wegungen sich  ergiebt,  und  die  Bewegung  sich  zerlegt  denkt  in 
ihre  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Seitenbewegungen, 
deren  eine  in  die  Richtung  der  Kraft  K  hineinfällt,  sieht  man 
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diese  letztere  Seitenbewegung  als  die  in  der  Bichtong  der  Kraft  K 
ausgeführte  Bewegung  an. 

Die  Strecke  AC=^s  also ,  welche  durch  das  von  dem  End- 
punkte B  auf  die  Kraftrichtung  gefällte  Perpendikel  B  C  auf  der 
Bichtungslinie  der  Kraft  abgeschnitten  wird,  nennt  man  die  in  der 
Bichtung  der  Kraft  zurückgelegte  Wegeslänge.  Diese  Länge  ist 
als  eine  positive  Grösse  anzusehen,  wenn  die  Bichtung  von  A 
nach  C  mit  der  Bichtung  der  Kraft  ttbereinstimmt  wie  in  Fig.  38 ; 

als  eine  negative  Grösse  da- 
Fi«-  B9.  gegen,  wenn  —  wie  in  Fig.  89 

—  die  Bichtung  von  A  nach  C 
K     der  Kraftrichtung  entgegenge- 
setzt ist. 

Das  Product  aus  der 
Kraft  in  die  von  dem  ma- 
teriellen Punkte  in  der 
Bichtung  der  Kraft  zu- 
rückgelegte Wegeslänge 
nennt  man  die  von  der 
Kraft  verrichtete  mechanische  Arbeit. 

Bei  der  in  Fig.  38  dargestellten  Bewegung  verrichtete  also 
die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit: 

+  K.S', 

bei  der  in  Fig.  39  dargestellten  Bewegung  dagegen  beträgt  die 

mechanische  Arbeit: 

—  K.s. 

Wenn  mit  m  die  Masse  eines  Körpers  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  §  18 
sein  Gewicht  =^  mg,  und  die  Richtung,  in  welcher  diese  Kraft  wirkt,  ist 
▼ertical  (abw&rts).  Mau  erh&lt  also  die  mechanische  Arbeit,  welche  das  (re- 
wicht  des  Körpers  verrichtet,  während  derselbe  eine  beliebige  Bewegung  von 
A  nach  B  ausführt,  indem  man  mg  multiplicirt  mit  dem  Wege,  den  der  Körper 
dabei  in  der  Richtung  vertical  abw&rts  zurückgelegt  hat.  Wenn  also  h  die 
Höhen -Differenz  der  beiden  Punkte  ist,  so  beträgt  die  mechanische  Arbeit 
-^  mgh,  falls  A  der  höher  liegende  Punkt,  ^  mgh  dagegen,  wenn  A  der 
tiefer  liegende  von  den  beiden  Punkten  war. 

Wenn  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  geradlinig  ist,  und  die  Be- 
weguDgsrichtung  mit  einer  von  den  Ejräften  einen  rechten  Winkel  einschliesst, 
so  ist  die  Yon  dieser  Kraft  yerrichtete  mechanische  Arbeit  immer  Null.  Bei 
horizontaler  Bewegung  eines  Körpers  verrichtet  z.  B.  das  Gewicht  desselben 
keine  mechanische  Arbeit 

Wenn  K^j  K^. , .  K„  die  Kräfte  sind,  unter  deren  Einwirkung 
ein  in  Bewegung  begrifiPener  materieller  Punkt  seine  fernere  Be- 
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wegnng  ausführt,  so  können  nach  §  19  —  ohne  dass  dadurch  in 
der  Bewegung  Etwas  sich  änderte  —  alle  diese  Kräfte  durch  eine 
einzige  Kraft  Rj  ihre  Mittelkraft,  ersetzt  werden.  Für  diejenige 
Seitenkraft  von  Rj  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  derselben 
in  die  willkürlich  zu  wählende  Achsen-Richtung  AX  hineinfällt, 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  43)  der  Werth: 

22  cos  a  =  ^  (üTcos  a)  =  K^  cos  a,  +  Ä^  cos  or^  +    •  • 
+  K^  cos  «n. 
Die  drei  Achsen -Richtungen  können  auch  so  gelegt  werden, 
dass  eine  von  ihnen,  z.  B.  AX^  mit  der  Richtung  AB  zusammen- 
fällt; dann  ergeben  sich  ftlr  die  Cosinus  der  Winkel  a  . .  .  aus 
Fig.  40  die  Werthe: 

s  s^  Sa 

cos  a  =  j     cos  a,  =  7     •  •  •  cos  a„  =  ♦ 

AB  '         AB  AB 

Die  Zähler  dieser 
Fig.  40.  Brüche  sind  die  Län- 

gen-Abschnitte, wel- 
che auf  den  einzelnen 
Kraftrichtungen  ab- 
geschnitten werden 
durch  die  von  dem 
Endpunkte  B  auf  die 
Kraftrichtungen  ge- 
fällten Perpendikel, 
also  die  in  den  Rich- 
tungen der  Kräfte  zu- 
rückgelegten Wegeslängen.  Diese  Grössen  sind  nach  der  oben 
gegebenen  Erklärung  als  positive  oder  negative  Grössen  zu  be- 
trachten ,  je  nachdem  die  Winkel  a  . . .  kleiner  oder  grösser  als 
90^  sind. 

Die  Substitution  jener  Cosinus- Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 


^B 


iJ. 


s 


=  ir. 


+  K. 


s. 


+  •••  +  ^11 


h\ 


AB  '  AB     '      '  AB    '  "AB 

welche  mit  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  aller  Glieder  multi- 
plicirt  die  Fonn  annimmt: 

Rs^K,s,  +  K,s,^ +  K,  s,, 

oder  wenn  abkürzungsweise  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
mit  2{Ks)  bezeichnet  wird: 

46)    Rs  =  2(Ks). 
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Diese  Gleichang  enthält  das  Gesetz  der  mechanischen 
Arbeiten,  welches  in  Worten  ausgedrückt  folgendermaaasen 
lautet : 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  bei  der  Bewe- 
gung eines  materiellen  Punktes  von  der  Mittelkraft 
der  auf  ihn  einwirkenden  Kräfte  verrichtet  wird,  ist 
gleich  der  Summe  aller  derjenigen  mechanischen  Ar- 
beiten, welche  von  den  einzelnen  Kräften  dabei  ver- 
richtet werden. 

Eine  constante  Kraft  ist  eine  solche  Kraft,  welche  während 
ihrer  Wirkungsdauer  stets  dieselbe  Grösse  und  Richtung  behält. 
Unter  einer  veränderlichen  Kraft  versteht  man  eine  solche 
Kraft,  die  während  keines  Theiles  ihrer  Wirkungsdauer  con- 
stant  ist;  eine  Kraft  also,  bei  welcher  entweder  Grösse,  oder 
Richtung,  oder  Grösse  und  Richtung  zugleich  in  stetiger  Aende- 
rung  begriffen  sind. 

Um  den  Begriff  der  mechanischen  Arbeit  auf  eine  veränder- 
liche Kraft  zu  übertragen,  muss  man  sich  zunächst  statt  der  ver- 
änderlichen Kraft  eine  andere  Kraft  denken,  welche  von  einem 
Zeittheile  zum  andern  sprungweise  sich  ändert,  innerhalb  eines 
jeden  Zeittheils  aber  constant  ist  —  mit  welcher  also  jene  ver- 
änderliche Kraft  nur  in  einzelnen  Zeitpunkten  übereinstimmen 
kann.  Für  solche  Kräfte  würde  innerhalb  eines  jeden  Zeittheils 
die  oben  gegebene  Erklärung  des  Begriffes  „mechanische  Arbeit** 
noch  zutreffend  bleiben,  mithin  auch  das  Gesetz  der  mechanischen 
Arbeit  seine  Gültigkeit  behalten. 

Wenn  aber  ftlr  jeden  einzelnen  dieser  Zeittheile  die  Arbeit 
der  Mittelkraft  gleich  der  Arbeitssumme  der  Einzelkräfte  ist,  so 
muss  auch  die  Summe  aller  der  Arbeiten,  welche  in  den  einzelnen 
Zeittheilen  von  den  jedesmaligen  Mittelkräften  verrichtet  werden, 
gleich  sein  der  Total -Summe  aller  derjenigen  Arbeiten,  welche 
von  den  substituirten  Kräften  während  der  ganzen  Dauer  ihrer 
Wirkung  verrichtet  werden. 

Alsdann  muss  man  sich  klar  zu  machen  suchen:  dass  diese 
Auffassung  um  so  mehr  der  Wirklichkeit  entsprechen,  dass  die 
Wirkung  der  substituirten  Kräfte  um  so  mehr  mit  der  Wirkung 
jener  veränderlichen  Kräfte  übereinstimmen  wird,  je  kleiner  die 
Zeittheilchen  angenommen  werden,  je  mehr  also  man  dem  Begriffe 
der  stetigen  Aenderung  sich  annähert.  Sie  würde  der  Wirklich- 
keit vollkommen  genau  entsprechen,  wenn  jene  Zeittheilung 
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bisinsUnendliclie  fortgesetzt  würde,  und  da  eine  solche  Thei- 
long  in  Gedanken  wenigstens  aasftthrbar  erscheint,  so  ist  es  zu- 
lässig: auch  fttr  yeränderliche  Kräfte  das  Oesetz  der  mechanischen 
Arbeiten  als  gttitig  zu  betrachten. 

Wenn  also  mit  %  die  Ärbeitssumme  bezeichnet  wird,  welche 
die  yeränderliche  Mittelkraft  während  der  ganzen  Dauer  der  Be- 
wegong  verrichtet,  mit  a,  die  von  der  veränderlichen  Kraft  K^ 
verrichtete  Arbeitssumme,  ebenso  mit  a^,  Ua . . .  a^  resp.  die  von 
den  veränderlichen  Kräften  ^,,  JST,  . . .  ÜT^  verrichteten  Arbeits- 
Bummen,  so  gilt  ganz  allgemein  die  Gleichung: 
47)  a  — 5(a). 
In  dem  speciellen  Falle :  wenn  die  Bewegung  des  materiellen 
Punktes  eine  geradlinige  ist,  und  eine  der  wirkenden  Kräftie  — 
nur  der  Grösse  nach  veränderlich  —  beständig  mit  der  Bewe- 
gungsrichtung zusammenfällt,  ist  es  leicht,  eine  anschauliche  Vor- 
stellung zu  gewinnen  von  der  mechanischen  Arbeit,  welche  diese 
Kraft  verrichtet:  indem  man  nämlich  diese  Arbeit  mittelst  einer 
Figur  geometrisöh  darstellen  kann.  Man  kann  hier  dieselbe  Me- 
thode benutzen,  welche  im  §  6  bei  der  geometrischen  Darstellung 
veränderlicher  Geschwindigkeiten  angewendet  wurde.  Dass  in 
demjenigen  Zeitpunkte,  in  welchem  der  materielle  Pankt  die 
Stelle  m  seiner  Bahn  passirte,  die  veränderliche  Kraft  die  Grösse 
K  hatte,  kann  angedeutet  werden  dadurch,  dass  man  einem  an 

dieser  Stelle  errichteten 
Fig.  41.  Perpendikel  m/j,  so  viele 

B  Längen-Einheit  giebt  als 

die  Zahl  K  Einheiten 
enthält  (Fig.  41).  Ver- 
fährt man  auf  gleiche 
Weise  in  Bezug  auf  die 
ttbrigen  Punkte  der 
Bahnlinie,  so  bilden  die 
Endpunkte  der  auf  sol- 
che Weise  erhaltenen 
Perpendikel  eine  Curve, 
welche  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach  welchem  im  Laufe  der 
Bewegung  die  Kraft  sich  ändert.  Die  Flächenzahl  der  von  dieser 
Curve  begrenzten  Fläche  ABDC  stellt  zugleich  die  Grösse  der 
von  der  veränderlichen  Kraft  verrichteten  Arbeitssumme  dar. 
Denn  das  Product  ÄTA  —  dargestellt  in  der  Figur  durch  die 


62  Zweiter  Abschnitt.   Cap.  Y.  §  21. 

Fläche  des  Bechtecks  mfikn  —  würde  die  während  Znrttcklegimg 
der  Strecke  A  y errichtete  mechanische  Arbeit  bilden ,  wenn  die 
Kraft  während  dieser  Zeit  sich  nicht  änderte ;  nnd  dieses  Prodnct 
stimmt  nm  so  mehr  mit  der  wirklich  yerrichteten  Arbeit  und  mit 
der  Flächenzahl  des  Vierecks  m^vn  ttberein,  je  kleiner  das  Stttck 
A  angenommen  wird.  Dieselbe  Beweismethode,  mittelst  welcher 
im  §  6  nachgewiesen  wnrde,  dass  die  von  der  Geschwindigkeits- 
cnrve  begrenzte  Fläche  die  zurtlckgelegte  Wegeslänge  repräsentirt, 
lässt  sich  auch  hier  anwenden,  nm  nachzuweisen,  dass  die  Fläche 
ABDC  den  Grenzwerth  repräsentirt,  welchem  die  Summe  der 
Producte  Ä'A  oder  die  Summe  der  auf  gleiche  Weise  über  allen 
Abschnitten  der  Bahn  construirten  Bechtecke  um  so  mehr  sich 
nähert,  je  weiter  man  die  Theilung  sich  fortgesetzt  denkt;  dass 
sie  also  die  wirklich  verrichtete  Arbeitssumme  repräsentirt. 

Dieses  Besultat  lässt  sich  ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

91=:^  (ZA), 

worin  91  die  gesuchte  Arbeitssumme,  also  die  Flächenzahl  der 
Fläche  ABDC  bedeutet,  und  der  Ausdruck  rechts  eine  Abkür- 
zung ist  für  den  Grenzwerth,  welchem  die  Summe  der  Producte 
Ül  A  bei  fortgesetzter  Theilxmg  sich  annähert.*) 

Wenn  z.  B.  die  veränderliche  Kraft  K  längs  der  Strecke  AB  =^  s 
gleichförmig  wächst  yon  der  Grösse  AC  ^=  P  his  zur  Grösse  BD  =^  Q, 
so  wird  die  Linie  CD  als  graphische  Darstellong  dieses  Wachsens  eine  gerade 
Linie  bilden,  und  die  yerrichtete  mechanische  Arbeit  hat  die  Grösse: 


«-  (^) 


s. 


Genau  auf  dieselbe  Weise  kann  die  yerrichtete  Arbeitssumme 
geometrisch  dargestellt  werden  in  einem  anderen  speciellen  Falle : 

wenn  nämlich  die  Be- 
Fig.  42.  Regung  zwar  krumm- 

'^     linig  ist,  die  veränder- 
liche Kraft   aber   auf 
solche  Art  ihre  Sich- 
tung stetig  ändert,  dass  sie  für  jede  Stelle  der  Bahnlinie  genau 
mit  der  Bichtung  von  deren  Tangente  zusammenfällt  (Fig.  42). 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnung  würde  man,  wenn 
die  Strecke  AB  mit  s  bezeichnet  wird: 


zu  setzen  haben. 


^^fkds 
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Es  ist  nur  erforderlich ,  der  Fig.  41  die  Deutung  zu  geben :  dass 
in  ihr  die  gerade  Linie  A  B  die  Länge  des  geradlinig  ausgestreckt 
gedachten  Bogens  AB  aus  Fig.  42,  und  die  Ordinate  m^  wiederum 
die  QrOsse  bedeutet,  welche  die  wirkende  Tangentialkraft  an  der 
Stelle  m  der  krummlinigen  Bahn  hatte.  Die  Fig.  41  kann  dann 
unmittelbar  als  geometrische  Darstellung  gelten  für  die  Arbeits- 
summe, welche  bei  dieser  krummlinigen  Bewegung  von  der  Tan- 
gentialkraft verrichtet  wird;  auch  hier  lässt  sich  diese  Arbeits- 
summe ausdrücken  durch  die  Gleichung: 

81  —  -J  (UTA). 

Wenn  die  Richtung  der  Kraft,  anstatt  mit  der  Bewegungs- 
richtung zusammenzufallen,  an  irgend  einer  Stelle  den  bestimmten 
Winkel  (p  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst,  so  würde  nach 
der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gegebenen  Definition  die  bei 
Zurttcklegung  des  nächstfolgenden  Wegestheils  A  verrichtete  me- 
chanische Arbeit  zu  bestimmen  sein,  indem  man  die  Kraft  K  — 
anstatt  mit  mn  =  A  —  mit  mo  =  a  multiplicirte,  d.  h.  mit  dem 

in    der  Richtung   der 

^'     '  Kraft     zurückgelegten 

\^-"""'  y^i  /  Wege    (Fig.  48).     Je 

^^^^^■-^.^^^^^^      ny^  /  kleiner    der  Theil   A 

"     TjfXii :^" — '^      angenommen  wird,  je 

mehr  also  derselbe  als 
geradlinig,  und  die  Kraft  während  dieses  Theils  der  Bewegung 
als  constant  angesehen  werden  darf,  um  so  kleiner  wird  der  Feh- 
ler, den  man  begeht,  indem  man: 

a  =  A  .  cos  qp 
setzt,  und  indem  man  das  Product 

Ka  =  cos  9? .  Ä'A 
als  Grösse  der  während  dieses  Theiles  der  Bewegung  verrichteten 
mechanischen  Arbeit  ansieht. 

Es  ist  denkbar,  dass  eine  Kraft  auf  solche  Weise  ihre  Rich- 
tung stetig  ändert,  dass  sie  an  allen  Stellen  der  Bahn  einen  und 
denselben  Winkel  g)  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst.  In 
diesem  Falle  würde  offenbar  die  verrichtete  Arbeitssumme  auf 
ähnliche  Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sein  — 
mit  dem  einzigen  Unterschiede:  dass  allen  den  einzelnen  Pro- 
ducten  ^A  noch  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  q>  hinzu- 
zufügen wäre.  Für  diesen  Fall  würde  also  die  verrichtete  Arbeits- 
Bunvie  auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 
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>:. 


^'.: 


a  =  COS  9)  2  (/CA). 
Die  gesuchte  Grösse  8  erscheint  hier  als  ein  Prodnct  aus  zwei 
Factoren,  yon  denen  der  eine,  nämlich  2  {KL\  genau  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle,  also  wie  in  Fig.  41  durch  eine 
Fläche  dargestellt  werden  kann.  Dieser  Factor  hängt  lediglich 
von  der  Grösse  der  veränderlichen  Kraft  ab. 

Was  den  anderen  Factor  cos  9)  betrifft,  so  hängt  dieser  allein 
von  der  Richtung  der  veränderlichen  Kraft  ab.  Dieser  Factor 
ist  positiv,  wenn  wie  in  Fig.  48  der  constante  Winkel  q>  ein  spitzer 
Winkel  ist,  negativ  dagegen,  wenn  wie  in  Fig.  44  dieser  constante 

Winkel    ein   stumpfer 
^•^-  Winkel  ist.    Die  ge- 

suchte Arbeitssumme 
%  wird  daher  eben- 
falls einen  positiven 
oder  negativen  Werth 
erhalten,  je  nachdem 
die  Richtung  der  wir- 
kenden Kraft  überall  einen  spitzen  oder  überall  einen  stumpfen 
Winkel  mit  der  Bewegungsrichtung  einschliesst. 

Hiemach  ist  es  nun  leicht,  die  für  die  Mechanik  des  mate- 
riellen Punktes  wichtige  Frage  zu  beantworten:  welche  Richtung 
eine  Kraft  N  haben  müsse,  damit  die  von  ihr  verrichtete  Arbeits- 
summe weder  positiv  noch  negativ,  vielmehr  immer  gleich  Null 
sei.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  con- 
stante Winkel  q)  weder  spitz  noch  stumpf,  vielmehr  ein  rechter 
Winkel  ist  (Fig.  45) ;  denn  alsdann  ist  cos  97  =  0,  folglich  auch : 

a  — 0. 

^^•^-  Wie  auch  immer 

die  Grösse  einer 
Kraft  sich  ändern 
möge,  wie  auch 
immer  die  Bahn  des 
materiellen  Punk- 
tes gekrümmt  sein  möge:  die  Kraft  verrichtet  gar 
keine  mechanische  Arbeit,  wenn  ihre  Richtung  fort- 
während einen  rechten  Winkel  mit  der  Bewegungs- 
richtung einschliesst. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  nun  auch  in  dem  Falle 
eine  anschauliche  Vorstellung  sich  bilden  von  der  Arbeitssumme, 


.-=r 
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• 

welche  die  wirkende  Kraft  verrichtet,  wenn  diese  Kraft  eine 
ganz  beliebige  yeränderliche  Grösse  und  Bichtnng  hat.  Wenn 
man  sich  nämlich  für  jede  Stelle  der  Bahn  die  wirkende  Kraft  P 
rechtwinkelig  zerlegt  denkt  in  zwei  Seitenkräfte  K  and  N^  yon 
denen  die  erstere  beständig  mit  der  Bewegongsrichtang  zusammen- 
fällt; die  letztere  dagegen  beständig  rechtwinkelig  zu  der  Bewe- 
gongsrichtang gerichtet  ist  (Fig.  46),  dann  ist  die  von  der  Tan- 
gentialkraft K  verrichtete 
^^'  ^  Arbeitssumme    auf    die- 

k^  selbe  Weise  wie  bei  der 

p  in  Fig.  42   dargestellten 

Jh^-v^...^^  ''""''^:^^<^^^  Bewegung  zu  bestimmen; 

" — -^^jT^  /  -r ^    die  von  der  Normalkraft 

"^^  N    verrichtete     Arbeits- 

summe aber  ist  nach  dem 
eben  bewiesenen  Satze  gleich  Null.  Wendet  man  nun  das  Gesetz 
der  mechanischen  Arbeit  auf  diesen  Fall  an,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  von  der  Mittelkraft  P  verrichtete  Arbeitssumme  aus  den  beiden 

Theilen  Null  und 

2t  =  2  (UTA) 

besteht,  dass  also  die  gesuchte  Arbeitssumme  auch  hier  ganz  wie 
in  Fig.  41  durch  eine  Fläche  ABDC  sich  veranschaulichen  lässt, 
sobald  nur  das  Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem  die  Tangential- 
kraft K  im  Laufe  der  Bewegung  sich  ändert. 

§22. 
Princip  der  lebendigen  Kraft 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  dessen  Masse  m  ist,  zu  irgend 
einer  Zeit  mit  der  Geschwindigkeit  c  sich  bewegt,  so  nennt  man 
die  Zahl 


2 

die  lebendige  Kraft  des  materiellen  Punktes  in  jenem  Zeit- 
punkte. 

Diese  Benennung  soU  keineswegs  andeaten,  dass  an  irgendwelche  £r&f  te 
dabei  gedacht  werden  soU,  Yielmehr  nar:  dass  Masse  und  Geschwindigiceit  des 
materiellen  Punktes  eine  bestimmte  Grösse  besitzen.  Auch  wenn  durchaus 
keine  Kraft  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt,  die  Bewegung  desselben  also 
gleichförmig  ist,  sagt  man  von  demselben:  er  besitze  eine  gewisse  lebendige 

tu  c^ 
Kraft,  deren  Grösse  durch  jene  Zahl  — ^ —  ausgedrückt  ist.    Nur  weil  in  den 

Bitt«r,  MechAnik.    5.  AnlL  5 
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Rechnungen,  welche  auf  die  Bewegongen  der  materiellen  Punkte  sich  beziehen, 
diese  Zahl  h&ufig  wiederkehrt,  und  weil  ein  bestimmter  sogleich  n&her  zu  er- 
klärender Zusammenhang  stattfindet  zwischen  dieser  Zahl  und  dem  Producte, 
welches  im  vorigen  Paragraphen  als  mechanische  Arbeit  definlrt  wurde, 
hat  man  sich  veranlasst  gesehen,  f&r  die  genannte  Zahl  ein  für  alle  Male  eine 
bestimmte  Benennung  in  der  Mechanik  einzuführen. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Panktes  sick 
ändert,  so  ändert  sich  anch  seine  lebendige  Kraft.  War  im  An- 
fange eines  gewissen  Zeitraumes  die  Geschvandigkeit  »«  ^,  die 

lebendige  Kraft  also  =  —«— >  am  Ende  desselben  aber  die  Ge- 

sch windigkeit  ==  v ,  mithin  die  lebendige  Kraft  —  — y~  gewor- 
den, so  hat  innerhalb  dieses  Zeitraumes  die  lebendige  Kraft  za- 
genommen  nm  die  Grösse: 


2  2 

und  diese  Grösse  kann  betrachtet  werden  als  die  in  jenem  Zeit- 
raome  erzengte  lebendige  Kraft.  Wenn  die  Endgeschwindigkeit 
V  kleiner  ist  als  die  Anfangsgeschwindigkeit  c,  so  hat  die  leben- 
dige Kraft  abgenommen;  diese  Abnahme  kann  als  eine  negative 
Zunahme  anfgefasst  werden. 

Wenn  auf  einen  in  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkt, 
dessen  Geschwindigkeit  c  ist,  in  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
constante  Kraft  K  in  der  Richtung  seiner  Bewegung 
Fig.  47.     zu  wirken  beginnt,  so  wird  derselbe  eine  geradlinige 
«       gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  AB  ausftihren, 
^-  ^      welche  mit  der  Geschwindigkeit  c  anfängt  (Fig.  47). 
Die  Beschleunigung  dieser  Bewegung  ist  nach  dem  Ge- 
setze der  Beschleunigung: 

K 
'         m 

l  Fttr  die  Wegeslänge  «,  welche  der  Punkt  zurück- 

legt, während  seine  Geschwindigkeit  von  c  bis  auf  die 
,  r^      Grösse  v  wächst ,  wurde  in  Gleichung  4)  des  §  7  der 
Werth  gefunden: 


s 


^/t^'  — c'\   1 

\  2  ;  p 


Wenn  man  in  dieser  Gleichung  ftlr  p  seinen  Werth  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 
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V* — c'\    m 


welche  mit  K  mnltiplicirt  die  Form  annimmt: 
48)     Ks  =  ^-I!^. 

Das  Prodact  Ks  ist  nach  der  im  yorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen Erklärung  die  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische 
Arbeit;  diese  Gleichung  enthält  also  folgenden  Lehrsatz: 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  die  auf  einen 
materiellen  Punkt  wirkende  Kraft  verrichtet,  ist  gleich 
der  von  ihr  hervorgebrachten  Zunahme  der  lebendigen 
Kraft  desselben. 

Dieser  Lehrsatz  drückt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
in  seiner  einfachsten  Gestalt  aus. 

Die  Gleichung  4)  des  §  7  gilt  —  wie  dort  nachgewiesen  wurde 
—  sowohl  fttr  negative  als  für  positive  Werthe  der  Beschleuni- 
gung p.  Folglich  gilt  die  hier  aus  derselben  abgeleitete  Gleichung 
48)  auch  fllr  den  Fall:  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  der 
wirkenden  Kraft  K  entgegen  gerichtet,  die  Bewegung  also  —  im 
Anfange  wenigstens  —  eine  gleichförmig  verzögerte  ist  (Fig.  48). 
In  diesem  Falle  wird  die  Zunahme  an  lebendiger  Kraft 
Fig.  48.  negativ,  ebenso  auch  (nach  der  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Erklärung)  die  mechanische  Arbeit,  weil  hier 
der  materielle  Punkt  der  Kraftrichtung  entgegen  sich 
bewegt,  in  der  Richtung  der  Kraft  also  eine  negative 
Wegeslänge  (—  s)  zurücklegt.  Die  Gleichung  48)  nimmt 
daher  die  Form  an: 

—  Ks  = 


t' 


Ac  2  2 

■        und  fttr  diejenige  Wegesläuge  a?,  nach  deren  Zurück- 
legung die  Geschwindigkeit  v,  folglich  auch  die  leben- 
dige Kraft  gleich  Null  geworden  ist,  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

fit  C^  Tfl  C* 

—  Ka:  = ^r—  7    oder:     +  Ka;  =  -\ ^r-  • 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  zwischen  den  beiden  Grössen, 
welche  als  »mechanische  Arbeit  und  „lebendige  Kraft'  definirt 
wurden,  eine  gewisse  Aequivalenz  stattfindet,  dass  die  eine  gleich- 
sam in  die  andere  umgewandelt  werden  kann.    Durch  die  mecha- 

nische  Arbeit  —  Kx  wird  eine  lebendige  Kraft  --^  vernichtet, 
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die  genau  eben  so  gross  ist  als  diejenige,  welche  dnreh  die  me- 
chanische Arbeit  +  ^^  erzeugt  worden  wäre. 

Die  in  Fig.  48  dargestellte  Bewegung  kann  so  gedeutet  wer- 
den, als  ob  die  in  der  Masse  m  anfangs  yorhanden  gewesene  leben- 

dige  Kraft  — ^  dazu  verbraucht  worden  wäre,  um  die  ihrer  Be- 
wegung entgegenwirkende  Kraft  K  längs  der  Strecke  w  gleichsam 
wie  einen  Widerstand  zu  überwinden.  Wo  also  es  sich  darum 
handelt,  längs  eines  gegebenen  Weges  einen  gegebenen  Wider- 
stand zu  überwinden,  da  kann  man  sich  der  lebendigen  Kraft 
einer  in  Bewegung  begriffenen  Masse  dazu  bedienen.  Die  Grösse 
der  dazu  erforderlichen  lebendigen  Kraft  ergiebt  sich  aus  dem 
Satze : 

Widerstand  mal  Weg  =  verbrauchte  lebendige  Kraft. 
Wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  mate- 
riellen Punktes  nicht  mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  zu- 
sammenfällt, so  kann  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  rechtwin- 
kelig zerlegen  in  zwei  Seitengeschwindigkeiten,  von  denen  die  eine 
u  einen  rechten  Winkel  mit  der  Kraftrichtung  einschliesst,  die  an- 
dere c  mit  der  Richtung  der  Kraft  K  zusammenfällt  (Fig.  49).    Die 

von  dem  materiellen  Punkte  wirk- 
^**-  *^-  lieh  ausgeftlhrte  Bewegung  ist  nun- 

^  ^ «  mehr  anzusehen  als  die  Resultirende 

[^*'*^^sr^tti  einer    gleichförmig    beschleunigten 

L        ^s.  Bewegung  in  der  Richtung  der  Kraft 

•j  >^  und  einer  gleichförmigen  Bewegung 

1  \  mit  der  Geschwindigkeit  u  rechtwin- 

^[ \r;^   _w     kelig  zu  derselben. 

.    f  Nach   dem  Parallelogramm  -  Ge- 

\|  setze  stören  diese  beiden  Bewegun- 

'  >v         gen  einander  nicht,  geschieht  viel- 
^^     \w    mehr  jede  von  beiden  gerade  so,  als 
*  ob  die  andere  nicht  vorhanden  wäre; 

die  Bewegung  in  der  Richtung  AB  also  geschieht  genau  auf  die- 
selbe Weise,  wie  die  in  Fig.  47  dargestellte  Bewegung,  folglich 
behält  die  Gleichung  48)  auch  hier  ihre  Gültigkeit,  wenn  die  End- 
geschwindigkeit in  der  Richtung  der  Kraft  wieder  mit  r  bezeichnet 
wird.    Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  : 

^  mv^         m  r* 
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0 


m%v 


mw 


2  2 

zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

m  (v*  +  tt*)  m  (c«  +  «*) 


Ks  = 


2  2 

Sind  Wq  und  w  resp.  Anfangsgeschwindigkeit  und  Endge- 
schwindigkeit der  wirklichen  (resultirenden)  Bewegung^  so  ist 
nach  dem  Parallelogramm  der  Geschwindiekeiten : 


w\  =  c*  +  tt*    und 


w* 


ü*  +  u\ 


und  nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  vorige  Gleichung 
die  Form  an: 


49)     Ks  = 


mv^ 


mw\ 


2  2 

Die  Bedeutung  der  Grösse  Ks  ist  unverändert  dieselbe  ge- 
blieben, sie  bedeutet  nach  wie  vor  das  Product  aus  der  wirken- 
den Kraft  in  die  von  dem  materiellen  Punkte  in  der  Richtung 
der  Kraft  zurttckgelegte  Wegeslänge,  d.  h.  die  von  der  Kraft  ver- 
richtete mechanische  Arbeit.  Die  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen 48)  und  49)  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Form  kein  Unter- 
schied zwischen  beiden  besteht.  In  jeder  von  beiden  steht  auf 
der  einen  Seite  die  von  der  wirkenden  SLraft  verrichtete  mecha- 
nische Arbeit,  auf  der  anderen  die  hervorgebrachte  Zunahme  an 
lebendiger  Kraft.  Also  auch  dann,  wenn  die  Bewegungsrichtung 
mit  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  nicht  in  eine  gerade  Linie 
zusammenfällt,  wenn  vielmehr  die  aus  der  Anfangsgeschwindigkeit 
und  der  hinzukommenden  Beschleunigung  hervorgehende  Bewe- 
gung eine  krummlinige  ist,  gilt  das 
Princip  der  lebendigen  Kraft: 

Die  erzeugte  lebendige  Kraft 
ist  allemal  gleich  der  sie  erzeu- 
genden mechanischen  Arbeit. 

Wie  die  Gleichung  48)  auch  für 
den  Fall  noch  gültig  blieb,  wenn  die 
Kraft  der  Bewegungsrichtung  ent- 
gegenwirkte —  vorausgesetzt  nur, 
dass  die  Grösse  s  dann  als  negativ 
in  Rechnung  gebracht  wurde  —  so 
gilt  auch  die  Gleichung  49)  noch 
dann,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  u\  eine  solche  Richtung 
hat,  dass  flir  die  Grösse  c  ein  pegativer  Werth  sich  ergiebt  wie 


Fig.  50. 


fX 
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bei  der  in  Fig.  50  dargestellten  Bewegung.  Es  ist  nur  nöthig,  die 
Grösse  s  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  in  Rechnung  zu  bringen 
und  stets  in  Erinnerung  zu  behalten,  dass  s  diejenige  Wegeslänge 
bedeutet,  um  welche  der  Punkt  in  der  Richtung  der  Kraft  vor- 
gerückt ist,  dass  also,  wenn  die  Bewegung  rückwärts  statt  vor- 
wärts erfolgte,  diese  Wegeslänge  als  eine  negative  Grösse  anzu- 
sehen ist.  In  Bezug  auf  die  in  Fig.  50  dargestellte  Bewegung 
würde  man  also  der  Gleichung  49)  die  Form  zu  geben  haben: 


—  Ks  = 


mvr 


mw: 


2  2 

Wenn  auf  irgend  eine  Weise  einem  Körper  von  der  Masse  m 
eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit  w^  ertheilt  wird  —  wie  z.  B. 
einem  Steine  durch  die  Hand  des  Werfenden,  einer  Bombe  durch 
Abfeuern  derselben  aus  einem  Mörser  —  und  der  Körper  dann 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  überlassen  seine  Bewegung  weiter 
fortsetzt,  so  wird,  je  nachdem  die  Richtung  jener  Anfangsgeschwin- 
digkeit nach  unten  oder  nach  oben  hin  von  der  horizontalen  Rich- 
tung abwich,  die  Bewegung  des  Körpers  ihrer  Art  nach  entweder 
mit  der  in  Fig.  49  oder  mit  der  in  Fig.  50  dargestellten  Bewegung 
übereinstimmen.  Denn  hier  bildet  das  Gewicht  des  Körpers  jene 
constant  wirkende  Straft,  und  zwar  ist  diese  Kraft  als  die  einzige 
wirkende  Kraft  anzusehen,  wenn  man  sich  erlaubt,  die  Wirkung 
des  Luftwiderstandes  hier  ausser  Acht  zu  lassen. 

Mit  Hülfe  des  Princips 
Fig.  51.  der  lebendigen  Kraft  ist  es 

nun  leicht,  die  Frage  zu 
beantworten :  wie  gross  die 
Geschwindigkeit  w  sein 
wipd,  mit  welcher  der  ge- 
worfene Körper  in  irgend 
einer  gegebenen  Horizon- 
talebene ankommen  wird 
(Fig.  51).  Nach  §  18  ist 
mg  die  wirkende  Kraft, 
und  die  mechanische  Ar- 
beit, welche  diese  Kraft 
verrichtet  hat,  nachdem 
der  Körper  in  der  Rich- 
tung der  Schwere,  d.  h.  vertical  abwärts  die  Strecke  h  zurück- 
gelegt hat,  ist  mg .  k.    Wenn  also  mit  h  die  Höhe  bezeichnet  wird, 
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m 

um  welche  die  Horizontal- Ebene  des  Anfangspunktes  A  hoher 
liegt,  als  die  gegebene  Ebene,  so  erhält  man  aus  dem  Princip  der 
lebendigen  Kraft  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

fngh  =  —^ T"' 

deren  Auflösung  ftlr  w  den  Werth  ergiebt: 
50)     w  —  yw\  +2gh. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  der  Endgeschwindig- 
keit w  nur  abhängt  Yon  der  Höhendifferenz  h  der  beiden  Ebenen 
und  von  der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  w^^  dass  sie 
dagegen  ganz  unabhängig  ist  von  der  Richtung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit 

Wenn  z.  B.  einem  Steine  durch  die  Hand  des  Werfenden  eine  Anfangs- 
geschwindigkeit Yon  15"  mitgetheilt  wurde,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Stein  in  einer  um  10"*  tiefer  liegenden  Horizontal-Ebene  ankommt, 

allemal:  

n^  =  y  15t  -f.  2  .  9,81  .  10  -»  20»,5. 

In  welcher  Richtung  auch  inmier  der  Stein  geworfen  wurde  —  ob  auf- 
wärts oder  abwärts  oder  in  horizontaler  Richtung  —  die  Endgeschwindigkeit 
wird  stets  dieselbe  Grösse  haben;  denn  durch,  die  mechanische  Arbeit  der 
Schwerkraft  wird  die  in  dem  Steine  anfangs  vorhanden  gewesene  lebendige 
Kraft  stets  um  eine  gleiche  Grösse  vermehrt. 

Wenn  ^  «  0  gesetzt  wird  in  Gleichung  50),  so  ergiebt  sich  w^^rv^^  d.  h. 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  schräg  aufwärts  geworfener  Körper  in 
der  Horizontal- Ebene  des  Anfangspunktes  wieder  ankommt,  ist  genüde  so 
gross,  als  seine  Anfangsgeschwindigkeit  war.  In  diesem  FaUe  verrichtete  die 
Schwerkraft  anfangs  gerade  so  viele  negative  als  nachher  positive  mechanische 
Arbeit,  in  Summa  also  die  mechaniBche  Arbeit  Null ;  folglich  musste  auch  die 
lebendige  Kraft  am  Ende  der  Bewegung  dieselbe  Grösse  wie  im  Anfange  haben. 

Wenn  endlich  der  Anfangspunkt  tiefer  liegt  als  der  Endpunkt,  so  ist 
die  Höhe  h  als  eine  negative  Grösse  in  Rechnung  zu  bringen,  und  die  Glei- 
chung 50)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an: 


w 


-^Vwl^tgh, 


Da  die  von  der  Schwerkraft  verrichtete  mechanische  Arbeit  in  diesem 
FaUe  eine  negative  Grösse  hat^  wird  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  vermin- 
dert statt  vennehrt,  die  Endgeschwindigkeit  muss  also  kleiner  sein  als  die 
Anfangsgeschwindigkeit.  Ob  übrigens  der  Körper  diese  höher  gelegene  Ebene 
wirklich  erreicht,  welchen  Bedingungen  Richtung  lud  Grösse  seiner  Anfangs- 
geschwindigkeit entsprechen  müssen,  damit  dies  möghch  sei,  an  welcher  SteUe. 
mit  welcher  Bewegungsrichtung  und  nach  wie  vielen  Secunden  der  Körper  dort 
ankommen  wird:  diese  Fragen  werden  erst  später  in  der  Theorie  der  para- 
bolischen Bewegung  ihre  Beantwortung  finden. 
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Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt  aach  dann  noch,  wenn 
die  Kraft  K  yeränderliehe  Grösse  nnd  Kichtung  hat. 

Um  die  mechanische  Arbeit  zu  bestimmen,  welche  von  einer 
veränderlichen  Kraft  yerrichtet  wird,  hat  man  sich  —  wie  im 
Yorigen  Paragraphen  erklärt  —  die  ganze  Dauer  der  Bewegung  in 
so  kleine  Theile  zerlegt  zu  denken,  dass  innerhalb  eines  solchen 
Zeittheils  die  Kraft  als  constant  angesehen  werden  darf,  d.  h.  in 
unendlich  kleine  Theile.  In  Bezug  auf  die  Bewegung  des  mate- 
riellen Punktes  während  eines  solchen  Zeittheils  ist  dann  das 
Princip  als  bereits  bewiesen  anzusehen,  und  die  in  diesem  Zeit- 
theile  hervorgebrachte  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  gleich  zu 
setzen  der  während  desselben  von  der  Kraft  verrichteten  mecha- 
nischen Arbeit.  Wenn  aber  in  jedem  einzelnen  jener  Zeittheile 
die  erzeugte  lebendige  Kraft  gleich  ist  der  während  desselben 
von  der  Kraft  verrichteten  mechanischen  Arbeit,  so  muss  auch 
die  während  der  ganzen  Bewegungsdauer  hervorgebrachte  Zu- 
nahme an  lebendiger  Kraft  (als  Summe  jener  einzelnen  Zunahmen) 
gleich  sein  der  ganzen  Arbeitssumme,  welche  inzwischen  von  der 
veränderlichen  Kraft  verrichtet  wurde. 

Wie  diese  Arbeitssumme  zu  bestimmen  ist,  wurde  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  erklärt.  Wenn  z.  B.  die  Richtung  der  wir- 
kenden Kraft  im  ersten  Augenblicke  genau  rechtwinkelig  stand 
zu  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit,  und  nachher  wäh- 
rend der  ferneren  Bewegung  die  Richtung  der  Kraft  in  solcher 
Weise  sich  ändert,  dass  der  Winkel  zwischen  ihr  und  der  augen- 
blicklichen Bewegungsrichtung  stets  genau  ein  rechter  Winkel 
bleibt  (Fig.  62),  so  ist  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  — 

die  von  der  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit  immer  Null. 
Hieraus  folgt,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  von  ihr  hervor- 
gebrachte Zunahme  an  lebendiger 
Kraft  gleich  Null  ist,  dass  also 
die  Endgeschwindigkeit  des  mate- 
riellen Punktes  gleich  seiner  An- 
fangsgeschwindigkeit ist,  uad  dass  während  der  ganzen  Bewe- 
gungsdauer die  Geschwindigkeit  constante  Grösse  hatte.  In 
diesem  Falle  besteht  die  Wirkung  der  ELraft  einzig  und  allein 
darin,  dass  irie  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  stetig  ändert. 
Die  Zuziehung  des  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Ge- 


Fig.  52. 
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setzes  der  mechanischen  Arbeit  ftthrt  zu  folgender  allgemeineren 
Form  des  Princips  der  lebendigen  Kraft: 

Die  Grösse,  um  welche  die  lebendige  Kraft  eines 
materiellen  Punktes  zunimmt,  ist  gleich  der  Summe 
der  mechanischen  Arbeiten,  welche  von  allen  über- 
haupt auf  den  materiellen  Punkt  einwirkenden  Kräften 
während  der  Bewegung  desselben  verrichtet  werden. 

Denn  wenn  die  Kraft  K^  von  welcher  bisher  die  Rede  ^^r, 
als  Mittelkraft  angesehen  wird  von  allen  denjenigen  Kräften, 
welche  überhaupt  auf  den  materiellen  Punkt  wirken,  so  kann 
nach  dem  Gesetze  der  mechanischen  Arbeit  (Gleichung  47)  statt 
der  von  ihr  verrichteten  mechanischen  Arbeit  auch  die  Summe 
der  von  ihren  Seitenkräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten 
gesetzt  werden.  Wenn  also  c  und  v  resp.  Anfangsgeschwindigkeit 
und  Endgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  sind,  und  abkür- 
zungsweise mit  ^  (a)  die  Summe  der  von  allen  auf  ihn  einwirken- 
den Kräften  verichteten  mechanischen  Arbeiten  bezeichnet  wird, 
80  ergiebt  sich  die  allgemeine  Gleichung: 

51)     ^-^  =  ^(a). 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  die  Grösse  2  (a)  bestimmbar 
ist,  kann  mit  Hülfe  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  End- 
geschwindigkeit V  eines  materiellen  Punktes  ihrer  Grösse  nach 
immer  bestimmt  werden,  sobald  nur  die  Grösse  c  der  Anfangs- 
geschwindigkeit gegeben  ist. 

§  23. 
Gesetz  der  etatiechen  Momente. 

Es  kommen  in  der  Mechanik  häufig  Aufgaben  vor,  bei  denen 
die  Beziehungen  in  Betracht  kommen  zwischen  einer  gegebenen 
Kraft  einerseits  und  einer  gegebenen  festen  geraden  Linie  ausser- 
halb der  Kraftrichtung  andererseits.  Die  Behandlung  solcher  Auf- 
gaben und  die  Untersuchung  solcher  Beziehungen  haben  Veran- 
lassung gegeben,  den  Begriff  des  „statischen  Momentes''  in  der 
Mechanik  einzuftlhren.  Zwar  wird  die  eigentliche  Bedeutung  und 
Wichtigkeit  dieses  Begriffes,  namentlich  des  in  der  Ueberschrift 
angedeuteten  Lehrsatzes,  flir  die  Mechanik  erst  in  dem  nächst- 
folgenden Abschnitte  klarer  hervortreten ;  da  indessen  auch  in  der 
Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes  mitunter  Gelegenheit 
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0, 


sich  bietet 9  von  diesem  Lehrsatze  Gebranch  zu  machen,  so  ver- 
dient der  Beweis  desselben  schon  hier  eine  Stelle  zn  finden,  und 
soll  zunächst  der  Begriff  des  statischen  Momentes  in  seiner  allge- 
meinsten Form  an  folgendem  Beispiele  erklärt  werden. 

Der  Punkt  A  in  Fig.  63  soll  die  augenblickliche  Lage  eines 
materiellen  Panktes  bezeichnen,  und  K  eine  von  den  Kräften  sein, 

die   auf  denselben  wirken. 
^  Fig.  58.  Die  gegebene  feste  gerade 

Linie  00,  soll  in  Folgen- 
dem kurzweg  die  Achse  ge- 
nannt werden.  Wenn  man 
die  Kraft  K  in  drei  recht- 
winkelig zu  einander  gerich- 
tete Seitenkräfte  zerlegen 
will  und  zwar  auf  solche 
Weise,  dass  deren  Beziehun- 
gen zu  jener  Achse  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt  hervor- 
O  treten,  so  bieten  sich  dazu 

folgende  drei  Bichtungen 
dar.  Die  Richtung  A  Z  der 
einen  Seitenkraft  soll  der 
Richtung  der  Achse  parallel 
genommen  werden;  die  Rich- 
tung der  zweiten  A  Y  soll  mit  der  Richtung  A  0  des  von  dem 
Punkte  A  auf  die  Achse  gefällten  Perpendikels  zusammenfallen; 
die  Richtung  der  dritten  A  X  ist  dann  durch  die  Bedingung  schon 
festgelegt,  dass  sie  rech  winkelig  zu  den  beiden  ersten  gerichtet 
sein  soll.  Wenn  y,  ß,  a  resp.  die  Winkel  sind,  welche  die  Kraft 
K  mit  diesen  drei  Richtungen  einschliesst,  so  sind  K  cos  y,  K  cos  ß, 
Kcosa  die  drei  Seitenkräfte. 

Das  Product  üTcosa.^O  wird  das  statische  Moment 
der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die  Achse  00t  genannt. 

Man  erhält  demnach  das  statische  Moment  einer  gegebenen 
Kraft  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse,  indem  man  das  Product 
aus  folgenden  zwei  Factor en  bildet:  Der  eine  Factor  ist  diejenige 
der  drei  Seitenkräfte,  welche  sowohl  zur  Achsenrichtung,  als  auch 
zu  dem  vom  Angriffspunkte  auf  die  Achse  gefällten  Perpendikel 
rechtwinkelig  gerichtet  ist:  der  andere  Factor  ist  die  Länge  eben 
dieses  Perpendikels.    Das  statische  Moment  einer  Elraft  ist  also 


GesetE  der  statischen  Momente. 
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Fig.  54. 


gleich  Nnll,  wenn  der  Winkel  a  gleich  90^  ist,  d.  h.  wenn  die 
Kraftricbtnng  mit  der  Achsenrichtnng  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  A  als  einem  festen  Körper  angehörend,  der 
om  die  Achse  00^  als  feste  Drehachse  sich  droht,  und  bestimmt  man  die 
mechanische  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  verrichtet,  w&hrend  der  unendlich 
kleine  Drehnngswinkel  <f  zurückgelegt  wird,  so  findet  sich,  dass  von  den  drei 
Seitenkraften  der  Kraft  K  nur  die  eine,  nämlich  K  cos  <x,  mechanische  Arbeit 
dabei  verrichtet,  insofern  jede  der  beiden  anderen  mit  der  Bewegungsrichtung 

des  Punktes  A  einen  rechten  Win- 
kel einschliesst  (Fig.  64).  Nach  dem 
Gesetze  der  mechanischen  Arbeit 
ist  also  die  von  der  Kraft  K  (als 
Mittelkraft)  verrichtete  mechanische 
Arbeit: 

a=«Ä:cosa.  Jj^. 

Wenn  als  Winkeleinheit  der- 
jenige Winkel,  dessen  Bogen  gleich 
dem  Halbmesser  ist,  gewählt  wird, 
so  ist: 

Die  Substitution  dieses  Werthes 
ergiebt  fUr  %.  die  Gleichung: 

9  »  JT  cos  a  .  "AÖ  .  9> 

oder,  wenn  die  Grösse  JT  cos  a  .  AO  mit  972  bezeichnet  wird: 

9  *  3)1 .  ?>. 

Man  erhält  also  die  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische  Arbeit, 
indem  man  den  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  multiplicirt  mit  derjenigen 
GrOeae,  welche  als  das  statische  Moment  der  Kraft  deiinirt  wurde.  Dies  ist, 
wie  erst  später  in  der  Mechanik  fester  Körper  ausführlicher  erklärt  werden 

kann,  der  eigentliche  Grund,  weshalb  für  das  Product  JSTcos  a  .  ^  eine  be- 
sondere Benennung  eingeführt  ist. 

Wenn  R  die  Mittelkraft  ist  von  allen  Kräften,  die  auf  den 
materiellen  Punkt  A  einwirken,  so  ist  das  statische  Moment  der- 
selben in  Bezug  auf  die  Achse  00^  nach  Fig.  65: 

sro  =  Ä, .  20. 

Die  Grösse  R^  hatte  nach  der  in  Fig.  37  gewählten  Bezeich- 
nungsweise die  Bedeutung: 

Äx  ==  ÜT,  cos  a,  +  ATj  cos  «j  + h  K^  cos  a». 

Die  Sabstitntion  dieses  Werthes  ergiebt  ftlr  1D2  die  Gleichung: 

SR  ==  X,  cos  or, .  AO  H-  Ä,  cos  ofj .  ^0  -I \r  K^  cos  «„ .  AO. 
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Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichmig  isind  nach 
der  gegebenen  Definition  die  statischen  Momente  der  Kräfte  K^^ 

K^. . .  K^  in  Bezog  auf  die 
Fig.  55.  Achse  00, .    Bezeichnet  man 

diese  statischen  Momente,  ftlr 
welche  positive  oder  negative 
Werthe  sich  ergeben  werden, 
je  nachdem  die  einzelnen 
Winkel  a  spitze  oder  stumpfe 
Winkel  sind,  resp.  mit  99t,, 
SDi, ...  3)^0 ,  so  erhält  man 
Gleichung : 

52)  Ü»=ÜÄ,+Ü».H |-3»n. 

Das  statische  Moment 
der  Mittelkraft  ist  gleich 
der  Summe  der  statischen 
Momente  aller  einzelnen 
Kräfte  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Achse. 
Dieser  Lehrsatz  wird  das  Gesetz  der  statischen  Momente 
genannt. 


Fig.  56. 


Einfacher  gestaltet  sich  die  Erklärung  des  Begriffs  der  stati- 
schen Momente  fttr  den  speciellen  Fall,  wenn  die  gegebenen  Kräfte 
sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  und  die  gegebene  Achse  00^ 

zugleich  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene 
gerichtet  ist.  Die  Zahl  der  Seitenkräfte, 
in  welche  jede  einzelne  Kraft  zu  zer- 
legen ist,  reducirt  sich  in  diesem  Falle 
auf  zwei,  von  denen  die  eine  mit  der 
Richtung  AO  des  von  dem  AngrifiPs- 
punkte  Ä  auf  die  Achse  0  gefällten 
Perpendikels   zusammenfällt,    die  an- 
dere rechtwinkelig  zu  demselben  ge- 
richtet ist  (Fig.  56).    Mit  Beibehaltung 
der  in  Fig.  53  gewählten  Bezeichnungs- 
weise ergiebt  sich,  dass  die  Ebene  des  Winkels  or,  den  die  Kraft- 
richtung mit  der  Richtung  AX  einschliesst,  hier  in  die  Normal- 
Ebene  der  Achsen  -  Richtung  (d.h.  in  die  Ebene  der  Figur  66> 
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hineinfällt;  dieser  Winkel  a  hat  gleiche  Grösse  mit  demjenigen 
Winkel,  welchen  die  Linie  AO  mit  dem  von  dem  Pnnkte  0  auf 
die  Kraftrichtang  gefällten  Perpendikel  OB  einschliesst,  nnd  fdr 
die  Länge  /  dieses  Perpendikels  oder  des  Abstandes  der  Kraft- 
richtang von  dem  Pnnkte  0  ergiebt  sich  der  Werth: 

'OB  =  l=AÖ.cosa. 

Man  nennt  diese  Grösse  den  Hebelarm  der  Kraft  K  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0.    Statt  des  Productes: 


K  .  cos  oc .  -4  0, 

welches  das  statische  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die 
Achse  0  genannt  wurde,  kann  daher  in  diesem  Falle  auch  ge- 
setzt werden: 

Kl, 

und  das  statische  Moment  definirt  werden  als  das  Product: 

Kraft  mal  Hebelarm. 

Damit  jedoch  diese  Special-Definition  mit  der  oben  gegebenen 
allgemeineren  Definition  in  Uebereinstimmung  sich  befinde,  ist  es 
erforderlich,  derselben  noch  eine  zweite  hinzuzufügen,  welche  die 
Frage  entscheidet:  wenn  dieses  Product  Kl  als  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  in  Rechnung  gebracht  werden  soll. 

Aus  Fig.  53  erkennt  man ,  dass  das  statische  Moment  einer 
Kraft  K  positiv  ist,  wenn  die  Seitenkraft  K  cos  a  in  der  Richtung 
von  A  nach  X  wirkt,  d.  h.  wenn  der  Winkel  a,  den  die  Kraft  mit 
der  Richtung  AX  einschliesst,  ein  spitzer  Winkel  ist;  negativ 
dagegen,  wenn  dieser  Winkel  ein  stumpfer  Winkel  ist,  die  be- 
treffende Seitenkraft  also  die  Richtung  von  X  nach  A  hat.  Statt 
dessen  kann  man  das  dem  Producte  Kl  zu  gebende  Vorzeichen 
auch  als  abhängig  ansehen  von  der  Richtnng  der  Drehbewegung, 
welche  der  um  die  Achse  0  drehbar  gedachten  Normal -Ebene 
durch  die  Kraft  K  ertheilt  werden  wtlrde.  Denn  zwischen  den- 
jenigen Kräften,  welche  spitze  Winkel  mit  der  Richtung  von  A 
nach  X  einschliessen  und  denjenigen  Kräften,  welche  stumpfe 
Winkel  mit  dieser  Richtung  einschliessen,  findet  zugleich  der 
Unterschied  statt:  dass  die  ersteren  diese  Ebene  rechts  herum, 
die  letzteren  diese  Ebene  links  herum  drehen  würden.  So  z.  B. 
wurden  in  Fig.  67  die  Kräfte  K^  und  K^  die  Ebene  der  Figur  um 
den  Punkt  0  rechts  herum  drehen,  die  Kräfte  K^  und  K^  da- 
gegen links  herum. 
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Es  ist  daher  hinsichtlich  der  Bestimmung  des  Vorzeichens  von 
Kl  nur  nöthig,  zwischen  den  beiden  entgegengesetzten  Drehungs- 
richtungen gehörig  zu  nnterschei- 
Fig.  57.  den;  wenn  die  eine  als  positiv  an- 

gesehen wird,  so  muss  die  andere 
als  negativ  angesehen  werden.  Wie 
es  hinsichtlich  der  Wahl  der  Rieh- 
"5^  -  tung  AX  für  die  Seitenkräfte  ifcos  a 
gleichgültig  ist,  ob  man  die  Rich- 
tung von  A  nach  X  oder  die  Rich- 
tung von  X  nach  A  als  die  positive 
ansehen  will,  so  ist  es  auch  in  die- 
sem Falle  gleichgültig,  welche  von 
den  beiden  Drehungsrichtungen 
man  als  die  positive  ansehen  will;  nur  muss  bei  allen  Kräften 
auf  übereinstimmende  Weise  verfahren  werden.  In  der  Regel 
wählt  man  die  von  links  nach  rechts  herum  gerichtete  Drehung 
als  positive  Drehungsrichtung,  also  diejenige,  mit  welcher  dem 
Beobachter  einer  Uhr  die  Drehung  der  Uhrzeiger  übereinstimmend 
erscheint. 

Wenn  man  in  Gleichung  52)  für  die  Grössen  SSR^  , .  .Wl^  die 
in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  für  die  statischen  Momente 
sich  ergebenden  Werthe  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

53)    Rl^2{Kf), 

worin  das  Summationszeichen  2  andeutet,  dass  die  einzelnen  Pro- 
ducte  K^  l^  , , .  K^  /„  mit  Berücksichtigung  ihrer  positiven  oder 
negativen  Vorzeichen  zu  einer  algebraischen  Summe  zusammen- 
gefasst  werden  sollen.  Diese  Gleichung  giebt  an,  wie  man  aus 
den  gegebenen  Seitenkräften  den  Werth  des  Productes: 

Mittelkraft  mal  Hebelarm 

in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Punkt  der  Kräfte -Ebene  be- 
rechnen kann,  und  lässt  sich  in  manchen  Fällen  mit  Vortheil 
benutzen,  um,  wenn  einer  dieser  beiden  Factoren  schon  bekannt 
ist,  den  anderen  daraus  zu  berechnen. 

Wenn  die  Grösse  der  Mittelkraft  bereits  bekannt  ist,  so  kann 
mit  Hülfe  der  Gleichung  53)  die  Richtung  derselben  gefunden 
werden,  indem  man  aus  ihr  den  Abstand  /  berechnet,  in  welchem 
diese  Richtung  an  einem  gegebenen  festen  Punkte  0  der  Kraft- 
Ebene  vorbeigeht.    Umgekehrt,  wenn  die  Richtung  der  Mittelkraft 
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folglich  auch  die  Grösse  /,  bereits  anderweitig  gefunden  wnrde, 
so  kann  die  Qleichong  benutzt  werden,  um  die  Grösse  der  Mittel- 
kraft zu  bestimmen. 

Wenn  das  Product  R  .  /  gleich  Null  ist,  so  folgt  daraus,  dass 
einer  der  beiden  Factoren  R  oder  /  gleich  Null  ist.  Gelingt  es 
also  z.  B.,  einen  Punkt  0  anzufinden,  in  Bezug  auf  welchen  nach- 
weisbar die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  Sei- 
tenkräfte gleich  Null  ist,  so  hat  man  in  diesem  Punkte  0  einen 
Bichtungspunkt  der  Mittelkraft  gefunden  und  weiss,  dass  —  wenn 
überhaupt  eine  solche  vorhanden  ist  —  dieselbe  in  der  Bichtung 
AO  wirkt. 

Das  Gesetz  der  statischen  Momente  beruht  lediglich  auf  dem 
Parallelogramm  -  Gesetze ;  es  gilt  daher  nicht  allein  für  Kräfte, 
sondern  überhaupt  fUr  alle  diejenigen  mechanischen  Grössen,  ftlr 
deren  Zusammensetzung  und  Zerlegung  das  Parallelogramm-Gesetz 
gültig  ist;  z.  B.  ftlr  Beschleunigungen  und  Geschwindigkeiten. 
Ueberträgt  man  den  Begriff  der  statischen  Momente  auf  Beschleu- 
nigungen und  Geschwindigkeiten,  so  ergeben  sich  aus  dem  hier 
bewiesenen  Lehrsatze  noch  folgende  zwei  abgeleitete  Gesetze: 

Das  statische  Moment  der  resultirenden  Beschleunigung  ist 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitenbeschleunigungen  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse. 

Das  statische  Moment  der  resultirenden  Geschwindigkeit  ist 
gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  der 
Seitengeschwindigkeiten  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Achse. 


SECHSTES  CAPITEL. 

Freie  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§  24. 
Parabolische  Bewegung. 

Nach  §  16  ist  die  schon  vorhandene  Geschwindigkeit  eines 
in  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punktes  eine  Bewegungs- 
ursache, welche  für  sich  allein  eine  geradlinige  gleichförmige  Be- 
wegung zur  Folge  haben  würde,  und  eine  constant  wirkende 
Kraft  eine  Bewegungsursache,,  welche  fdr  sich  allein  eine  gleich- 
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förmig  bescblennigte  Bewegung  hervorbringen  würde.  Aas  dem 
in  §  19  erklärten  Parallelogramm -Gesetze  folgt  der  Satz:  Wenn 
in  einem  materiellen  Pankte  gleichzeitig  zwei  Bewegnngsursachen 
vorhanden  sind,  deren  eine  für  sich  allein  eine  gleichförmige, 
deren  andere  für  sich  allein  eine  gleichförmig  bescblennigte  Be- 
wegung zur  Folge  haben  würde,  so  ist  die  Bewegung,  welche  der 
materielle  Punkt  wirklich  ausfuhrt,  die  Resultirende  dieser  beiden 
Bewegungen.  In  §  14  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Resultirende 
zweier  verschieden  gerichteter  Bewegungen,  deren  eine  gleich- 
förmig, deren  andere  gleichförmig  beschleunigt  ist,  unter  allen 
Umständen  eine  parabolische  Bewegung  ist;  d.  h.  die  Bahnlinie 
der  Resultirenden  hat  die  Form  einer  Parabel,  deren  Achsenrich- 
tung mit  der  Richtung  der  Beschleunigung  zusammenfällt. 

Die  parabolische  Bewegung  ist  daher  die  allgemeine  Bewe- 
gungsform für  einen  materiellen  Punkt,  auf  welchen  eine  constante 
Kraft  .wirkt.  Die  Parabel  geht  in  eine  gerade  Linie  über,  welche 
mit  der  Richtung  der  Kraft  zusammenfällt,  in  dem  speciellen 
Falle,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  entweder  Null  ist  oder 
gleiche  Richtung  mit  der  Kraftlinie  hat. 

Mit  Beibehaltung  der  im  §  14  gewählten  Bezeichnungsweise 
kann  man  also  die  dort  gefundenen  Gleichungen: 

w,  ^c+pt  (Gleichung  20),    a:  =  ct+^  (Gleichung  21), 

Wy  =  V  (Gleichung  22),  y  =  » ^  (Gleichung  23) 

'    unmittelbar  anwenden,  um  jede  Frage 
Fig.  58.  zu  beantworten,  welche  in  Bezug  auf 

._^-—  die  Bewegung  des  materiellen  Punk- 
tes in  dem  vorliegenden  Falle  gestellt 
werden  könnte  (Fig.  68).    Es  ist  nur 

>i^    erforderlich,  um  die  Bedeutung  der 

\^  darin  vorkommenden  Grössen  c,  r,  p 

\^      zu  erklären,  noch  die  drei  anderen 
^    ebenfalls  früher  gefundenen  Gleichun- 
gen hinzuzufügen: 
"*  c  =  w  cos  a  (Gleichung  18), 

v  =  u  sin  a  (Gleichung  19), 

K 
p  —  —  (Gleichung  39). 

Die  Theorie  der  unter  Einwirkung  einer  constanten  Kraft  von 
einem  materiellen  Punkte  ausgeführten  Bewegung  ist  mit  dem 


Bewegung  eines  geworfenen  Körpers.  81 

Auffinden  der  obigen  Gleichungen,  welche  flir  alle  Werthe  von  a 
gültig  sind,  als  abgeschlossen  anzusehen,  und  bleibt  daher  nur 
tlbrig,  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  dieselben 
zum  Auflösen  von  Aufgaben  zu  benutzen  sind. 

Um  ttbrigens  eine  vollkommen  klare  anschaulidie  Vorstellung 
Ton  der  Bewegung  zu  gewinnen  und  die  Beihttife  der  obigen 
Gleichungen  ganz  entbehrlich  zu  machen,  ist  weiter  nichts  erfor- 
derlich, als  folgende  zwei  Punkte  stets  im  Auge  zu  behalten: 

Erstens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  ^X  ist  gleichförmig 
beschleunigt,  fängt  mit  der  Geschwindigkeit  c  an  und  geschieht 
mit  der  Beschleunigung  p. 

Zweitens,  die  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  ist  gleichförmig 
und  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  v. 

Jede  zu  stellende  Aufjgabe  kann  daher  zerlegt  werden  in  zwei 
andere  Aufgaben,  deren  eine  die  geradlinige  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung  in  der  Richtung  J.X,  deren  andere  die  geradlinige 
gleichförmige  Bewegung  in  der  Richtung  A  Y  betrifft  Die  beiden 
Geschwindigkeiten  c  und  v  erhält  man  durch  Zerlegung  der  ge- 
gebenen Anfangsgeschwindigkeit  u. 

§  25. 
Bewegung  eines  geworfenen  Körpers. 

Wenn  ein  geworfener  Körper  durch  die  Hand  des  Werfenden 
eine  Geschwindigkeit  u  erhielt  und  dann  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft überlassen  seine  Bewegung  weiter  fortsetzt,  so  sind  die  Be- 
dingungen der  parabolischen  Bewegung  erfüllt.  Von  dem  Augen- 
blicke an,  in  welchem  der  Körper  die  Hand  des  Werfenden  ver- 
lässt,  hat  der  Druck  der  Hand  aufgehört  zu  wirken,  und  das 
Gewicht  mg  ist  die  einzige  Kraft,  unter  deren  Einwirkung  die 
weitere  Bewegung  geschieht.'*')  In  den  allgemeinen  Gleichungen 
ist  also  für  diesen  Fall  zu  substituiren : 

K-mg    und    p^^^g. 
Horizontaler  Wurf. 

Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Richtung  der  Anferngsgeschwin- 
digkeit  mit  der  Richtung  der  Schwere  einschliesst,   ein  rechter 

^)  Es  soll  die  Wirkung  des  Laftwiderstandes  hierbei  anl>erQck8ichtigt 
bleiben,  also  angenommen  werden,  dass  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume 
geschieht 

Ritter,  MeelwBik.    5.  AuiL  6 
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Winkel  ist,  so  ergeben  sich  ans  den  Gleichnngen  18)  nnd  19)  die 

Werthe: 

c  s=  tf  .  COB  90^  —  0,       r  =  II .  sin  90*  =  tf . 

Die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers  kann  anfgefeisst  werden: 
als  ob  die  Y^rticale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  Beschleuni- 
gung g  frei  herabfällt,  gleichzeitig  in  horizontaler  Richtung  mit 
der  Constanten  Geschwindigkeit  v  *=u  fortschreitet,  oder:  als  ob 
die  Horizontale,  in  welcher  der  Körper  mit  der  constanten  Ge- 
schwindigkeit o«=tt  fortschreitet,  gleichzeitig  mit  der  Fall -Be- 
schleunigung 9  frei  herabfällt. 
F^-  &9*  Die  allgemeinen  Gleichungen 

nehmen  für  diesen  Fall  die  in 
Fig.  69  eingeschriebenen  ein- 
facheren Formen  an. 

Wenn  beispielBweise  die  (^eschvin- 
digkeit,  welche  dem  Körper  Ton  der 
Hand  des  Werfenden  in  horizontaler 
Richtung  ertheüt  wurde,  20"  betrug, 
und  die  Zeit  /  bestimmt  werden  soll, 
nach  welcher  der  Körper  eine  um 
\0^  tiefer  gelegene  Horizontal-Ebene  erreicht,  so  ist  dazu  die  Gleichung 

zu  benutzen,  welche  fOr  /  aufgelöst  den  Werth  ergiebt: 

t  -  y^  -  Vt^  "  ^'^^^  Secunden. 

Die  Strecke  Bd  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 
zurückgelegt  wird  (die  Wurfweite)  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

^Ci-y»ttr«20. 1,428  -»  28%6. 

Die  Endgeschwindigkeit  der  verticalen  Bewegung  ist: 

fV^mmgi^  9,81  .  1,428  —  14",0. 

Die  Endgeschwindigkeit  der  horizontalen  Bewegung  ist  so  gross  wie  die 

Anfangsgeschwindigkeit : 

Wy  —  w  —  20» . 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  in  dem  Punkte  ß  ankommt^ 
ist  die  Resultirende  von  diesen  beiden  Geschwindigkeiten,  also: 

tv  —  ywj  +  wj  =  y  14*  +  20«  «r  24»  4. 

Den  Winkel  ß^  welchen  die  Richtung  der  Endgeschwindigkeit  mit  der 
Richtung  der  Schwere  einschliesst,  findet  man  aus  der  Gleichung: 


fy  20 

^^■"  rv.  —  14 


55«. 


•1,43;      ß 
Der  Gleichung  für  igß  kann  man  auch  die  Form  geben: 
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tgß 


u ut y 

n  welcher  dieselbe  zeigt,  dass  die  Verticale  des  Anfangspunktes  A  von  der 
im  Endpunkte  J9  an  die  Bahnlinie  gelegten  Tangente  an  einer  Stelle  ge- 
schnitten wird,  welche  in  der  Höhe  x  über  dem  Punkte  A  liegt. 


Abwärts  gerichteter  Wurf. 

Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Bichtnng  der  An&ngsgeschwin- 
digkeit  mit  der  Bichtnng  der  Schwere  einschliesst,  ein  spitzer 


Fig.  «0. 


^.^ 


ttgma-^^ 


Winkel  ist,  so  kann  die  Bewegung  — 
wie  im  §  14  schon  erklärt  wnrde  — 
betrachtet  werden  als  die  Fortsetzung 
einer  mit  horizontaler  Geschwindigkeit 
anfangenden  Wnrfbewegung.  Die  ver- 
ticale Bewegung*  fängt  hier  statt  mit 
der  Geschwindigkeit  Null  gleich  mit 
der  Geschwindigkeit  c  =  ucos  a  an ; 
die  constante  Horizontal-Geschwindig- 
keit  ist  v  =  u  sin  a.  Nach  Substitution 
dieser  Werthe  erhalten  die  allgemeinen 
Gleichungen  die  in  Fig.  60  angege- 
benen Formen. 

Wenn  man  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  in  Fig.  60  dargestellten  Be- 
wegung beispielsweise  gerade  so  gross  und  eben  so  gerichtet  annimmt,  wie  die 
Endgeschwindigkeit  der  in  Fig.  59  dargestellten  Bewegung,  also: 

u  «  24»  4,       a  ^  55«, 
c  =  24,4 .  cos  55«  =  14» 
V  «=  24,4 .  sin  55«  -=  20"», 

so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  alsdann  die  Bewegung  genau  übereinstimmt  mit 
deijenigen,  welche  in  dem  vorigen  Falle  you  dem  Körper  ausgeführt  worden 
w&re,  wenn  derselbe  noch  über  den  Endpunkt  hinaus  seine  Bewegung  fortge- 
setzt hätte.  Die  Bahnlinie  ist  also  eine  Parabel,  deren  Scheitelpunkt  vom  An- 
fangspunkte A  aus  gerechnet  um  10»  höher  und  um  28»,6  weiter  links  liegt. 
Die  horizontale  Bewegung  setzt  sich  mit  der  Geschwindigkeit  20»  weiter  fort, 
und  wird  also  z.  B.  nach  drei  Secunden  der  in  horizontaler  Richtung  zurück- 
gelegte Weg  die  Grösse  haben: 

^C«=y«20.  3  =  60». 

Die  nach  dieser  Zeit  in  verticaler  Richtung  erlangte  Geschwindigkeit 

beträgt: 

«;,  =  14  +  9,81  .  3  =  43»,43 

und  die  in  yerticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegel&nge  ist: 

^C«a:-l4.3-i-  M^lil«86»,l. 


6" 


84 


Zweiter  Abschnitt.  Cap.  VI.  §  25. 


Die  Endgeschwindigkeit  setzt  sich  bm»'  den  beiden  Geschwindigkeiten 
43,43  und  20  als  Besultirende  zusammen  und  beträgt: 

fV  =  1/43,43* +  20*  =  47»  8. 

Die  lUchtung  der  Endgeschwindigkeit  findet  man  aus  der  Gleichung: 

20 


tgi»  = 


43,43 


=  0,46,      ß  =  25^ 


^tf  Sinai 


Aufwärts  gerichteter  Wurf. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurfbewegungen  bleiben 
auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Richtung  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit einen  stumpfen  Winkel  mit  der  Richtung  der  Schwere  ein- 

schliesst ,  wobei  cos  a  und 
^^^'  ^^'  folglich   auch  c  =  m  cos  a 

negative  Werthe  haben  (Fig. 
61).  In  diesem  Falle  wer- 
den auch  die  Grössen  w^ 
und  .27  im  Anfange  negative 
Werthe  erhalten,  und  zwar 
w^  für  alle  Punkte  des  an- 
steigenden Theiles  der  Bahn- 
linie, a:  für  alle  Punkte  der 
Bahnlinie,  welche  oberhalb 
der  Horizontal  -  Ebene  des 
Anfsmgspunktes  liegen.  Die 
negativen  Vorzeichen  be- 
deuten dann  —  wie  leicht  zu  erkennen  —  dass  die  betreffenden 
Grössen  der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt,  also  vertical 
aufwärts  gerichtet  sind.  Wenn  die  horizontale  Seitengeschwindig- 
keit der  Anfangsgeschwindigkeit  gerade  so  gross  ist,  wie  in  den 
vorigen  beiden  Fällen,  so  ist  die  Bewegung  so  beschaffen,  dass 
die  in  den  vorigen  beiden  Fällen  untersuchten  Bewegungen  als 
ihre  Fortsetzungen  gelten  können. 

Wenn  z.  B.  u  <=  24%4  und  a  »=  125^  gesetzt  wird ,  so  ist  die  horizontale 

Seitengeschwindigkeit: 

V  <=  24,4  .  Bin  125®  =  20". 

Die  verticale  Seitengeschwindigkeit  ist  im  Anfange  negativ,  nämlich: 

c  —  24,4  cos  125»  =  —  14». 

Die  Zeit  t,  nach  welcher  der  Körper  an  eine  Stelle  gelangt,  die  um  S6<°,1 
tiefer  liegt  als  der  Anfangspunkt,  findet  man  aus  der  Oleichung: 


ar=»86,l 


-Ht  +  ^4^, 
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deren  Auflösung  für  t  den  Werth  ergiebt: 

Das  doppelte  Vorzeichen,  zu  welchem  die  Auflösusg  der  quadratischen 
Gleichung  ftkhrt,  ist  hier  in  folgender  Weise  zu  deuten.  In  der  Parabel,  welcher 
die  Bahnlinie  als  Theil  angehört,  giebt  es  zwei  Punkte,  welche  um  86™,  1 
tiefer  liegen,  als  der  Punkt  A.  Den  einen  von  diesen  beiden  Punkten,  näm- 
lich Bf  wird  der  Körper  wirklich  erreichen  nach  einer  Zeit,  welche  man  erhält, 
wenn  man  in  obiger  Gleichung  das  Plus -Zeichen  gelten  lässt.  Der  andere 
Punkt  B^  ist  von  dem  Punkte  A  aus  gerechnet  rückwärts  gelegen.  Beträchtet 
man  also  die  vorliegende  Bewegung  als  Fortsetzung  einer  in  einem  früheren 
Zeitpunkte  begonnenen  Bewegung,  so  giebt  der  negative  Werth,  den  man  für  t 
erhält,  wenn  man  das  Minus-Zeichen  gelten  lässt,  an,  um  wie  weit  rückwärts 
der  Zeitpunkt  liegt,  in  welchem  der  Körper  durch  diese  Stelle  B^  hindurch 
^g.  Für  die  vorliegende  Aufgabe  hat  man  also  das  Plus-Zeichen  gelten  zu 
lassen  und  erhält: 

r=  1,421  -}-  ]/IM  =  5,86  Secunden. 

Die  Strecke  CB,  welche  während  dieser  Zeit  in  horizontaler  Richtung 

zorückgel^  wird,  ist: 

CB^y^ 20  .  5,86—117». 

In  verticaler  Richtung  hat  der  Körper  am  Ende  dieser  Zeit  die  Geschwin- 
digkeit erlangt: 

w,  —  —  14  +  9,81  .  5,86  =  43%4. 

Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Endgeschwindigkeit  findet  man 
aus  den  Gleichungen: 

W  =  1/43,4* +  20»  =  47'»,8. 

tg/»-;^  =  0,46,        /S-25«. 

Die  Werthe  von  tv  und  ß  stimmen  also  mit  den  im  vorigen  Zahlenbei- 
spiele gefundenen  Werthen  überein. 

Die  verticale  Seitengeschwindigkeit  w^  ist  anfangs  negativ  und  wird  später 
positiv.  Die  Zeit  (, ,  nach  welcher  dieselbe  Null  wird,  die  Bewegung  also  hori- 
zontale Richtung  hat,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

14 
w  «=  0  —  —  14  +  9,8Ui ;      ^1  =  ^-^  =-  1,427  Secunden. 

Für  die  während  dieser  Zeit  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung 
zurückgelegten  Wegeslängen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

x  =  - 14  .  1,427 +ML^2!?Z!  =  -  10». 

y  — 20.  1,427 -=28»»,54. 

Die  in  verticaler  Richtung  zurückgelegte  Wegeslänge  x  hat  ebenfalls 
anfangs  negative,  später  positive  Werthe.  Die  Zeit  t^,  nach  welcher  dieselbe 
gerade  Null  geworden  ist,  nach  welcher  also  der  geworfene  Körper  die  Hori- 
zontal-Ebene des  Anfangspunktes  wieder  erreicht,  findet  man  aus  der  Glei- 
chung: , 

a;-0  =  -14<,  +  -2^^.     <,_  ^  «  2,854  Secunden. 


86 


Zweiter  Abschnitt.  Gap.  VI.  §  25. 


Die  Zeit  t^  ist  gerade  doppelt  so  gross  als  t^ ,  folglich  ist  auch  der  in 
der  Zeit  t^  zurückgelegte  Horizontalweg  y^  doppelt  so  gross  als  y^ ,  n&mlich: 

y,  =  57»  1  . .  . 

In  den  hier  berechneten  drei  Zahlenbeispielen  sind  mit  Ab- 
sicht übereinstimmende  Werthe  fttr  die  constant  bleibende  hori- 
zontale Seitengeschwindigkeit  Wj  gewählt,  um  erkennen  zu  lassen, 
dass  in  diesem  Falle  es  eine  und  dieselbe  Parabel  ist,  welcher 
die  Bahnlinien  der  drei  berechneten  Bewegungen  als  Theile  an- 
gehören ;  dass  also  die  Form  der  Parabel,  von  welcher  die  Wurf- 
linie einen  Theil  bildet,  nur  von  der  Grösse  der  anfänglichen 
Horizontal  -  Geschwindigkeit  abhängt.  Nachdem  der  geworfene 
Körper  bei  der  in  Fig.  61  dargestellten  Bewegung  die  höchste 
Stelle  seiner  Bahn  (den  Scheitelpunkt  der  Parabel)  erreicht  hat, 
stimmt  die  fernere  Bewegung  genau  mit  der  in  Fig.  59  darge- 
stellten horizontalen  Wufbewegung  ttberein,  und  an  diese  schliesst 
wiederum  die  in  Fig.  60  dargestellte  abwärts  gerichtete  Wurf- 
be^^gung  als  Fortsetzung  sich  an. 

Fttr  den  Fall,  dass  die  Untersuchung  auf  den  oberhalb  der 
Horizoiital-Ebene  des  Anfangspunktes  liegenden  Theil  der  Bahn- 
linie beschränkt  werden  soll,  nehmen  die  Rechnungen  eine  etwas 
ein£achere  Gestalt  an,  wenn  man  die  Richtung  von  unten  nach 
oben  als  die  positive  Vertical  -  Richtung  wählt  und  zugleich  statt 
des  Winkels  a  nunmehr  den  Winkel,  welchen  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit u  mit  der  Horizontalen  einschliesst,  den  sogenannten  Ele- 
vations- Winkel  e  in  die  allgemeinen  Gleichungen  einführt,  welche 
alsdann  die  in  Fig.  62  eingeschriebenen  Formen  annehmen. 

Fig.  62,  Die  Wurf  höhe  h  ist  die- 

•2;  jenige  Grösse,  welche  ^ 

erreicht   in    dem   Augen- 
blicke, wo 

w^^=u  Bin  €  —  ^^  ==  0 
wird.  Wenn  man  den  aus 
dieser  Gleichung  für  t  sich 
ergebenden  Werth  in  die 
Gleichung  fttr  o?  substituirt, 
so  erhält  man: 

. {u  sin  e)* 

Die  Wurfweite  AB=^l  ist  diejenige  Grösse,  welche  y  an- 
nimmt in  dem  Augenblicke,  wo 
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a?  =  w  gm  €  .  ^  —  -^  =  0 

wird.    Wenn  man  diese  Oleichung  für  t  auflöst  und  den  gefun- 
denen Werth  (die  Wurfzeit): 

54)   ,  =  A!L?!l± 

9 
in  der  Gleichung  für  y  substituirt,  so  erhält  man  ftlr  die  Wurf- 
weite auf  horizontaler  Ebene  die  allgemeine  Gleichung: 

cc\    I       2  tt*  sin  6  cos  6         ^*    .    /o  N 
55)    /  »=» =  —  sm  (2  €), 

9  9 

ans  welcher  man  erkennen  kann,  welchen  Einfluss  der  Elevations- 
Winkel  e  auf  die  Wurfweite  hat. 

Die  Grösse  sin  (2  e)  kann  niemals  grösser  werden  als  1  und 
erreicht  diesen  grössten  Werth,  wenn  26  =  90®,  also:  €  =  45° 
wird.  Für  das  Maximum  der  mit  einer  bestimmten  Wurfgeschwin- 
digkeit u  zu  erreichenden  Wurfweite  ergiebt  sich  also  der  Werth : 

/  (max)  =  —  I 
9 

welcher  gerade  doppelt  so  gross  ist  als  die  bei  vertical  aufwärts 
gerichtetem  Wurfe  erreichte  Wurfhöhe. 

Die  Sinus-Zahlen  zweier  Winkel,  die  um  gleiche  Grössen  von 
einem  rechten  Winkel  abweichen,  haben  gleiche  Werthe.  Hieraus 
folgt,  dass  bei  gleichen  Anfangsgeschwindigkeiten  eine  und  die- 
selbe Wurfweite  erreicht  wird,  wenn  der  Elevations- Winkel  das 
eine  Mal  45*  -f  A,  dass  andere  Mal  45®  —  A  beträgt  (Fig  68). 

pig,  ß3  Wenn   z.  B.    dem  ge- 

worfenen Körper  jedes  Mal 
eine  Anfangsgeschwindig- 
keit u«20"  ertheilt  wurde, 
so  erreicht  derselbe  bei 
einem  Elevations  -  Winkel 
von  45®  das  Maximum  der 
Wurfweite: 

20* 

Bei  einem  Elevations- Winkel  0  »  45<>  -f- 15<>  =  60<>  dagegen  beträgt  die 
Wurfweite  nur:  ^  . 

20* 
/  -  -^  sin  120«  «  35-,3, 

und  ebenso  gross  ist  auch  die  bei  einem  Elevations- Winkel  £  a  45*  — 15*^-«  30® 

erreichte  Wurfweite: 

20* 
/  —  -^  sin  60»  —  35»,3. 


88  Zweiter  Abschnitt   Gap.  VI.  §  26. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  der  Wurf  bewegung  wtlrden  auch 
fUr  die  Bewegung  einer  aus  einem  Geschütze  abgeschossenen  Kugel 
gelten,  wenn  die  Bewegung  im  luftleeren  Räume  geschähe.  Denn 
von  dem  Augenblicke  an,  in  welchem  die  Kugel  das  Geschtltzrohr 
verlässty  und  der  treibende  Druck  des  Fulverdampfes  aufgehört 
hat  zu  wirken,  befindet  sich  die  Kugel  mit  ihrer  dadurch  erlang- 
ten Geschwindigkeit  genau  in  derselben  Lage,  wie  ein  geworfener 
Stein,  welchem  von  der  Hand  des  Werfenden  eine  solche  Anfangs- 
geschwindigkeit mitgetheilt  wurde.  Eine  in  horizontaler  Richtung 
abgeschossene  Kanonenkugel  würde  im  luftleeren  Räume  genau 
dieselbe  verticale  (Fall-)  Bewegung  ausfahren,  sie  würde  z.  B. 
genau  nach  derselben  Zeit  die  horizontale  Bodenfläche  erreichen, 
wie  wenn  sie  von  der  Kanonenmündung  frei  herabfiele.  Nur  wird 
die  Wirkung  des  Luftwiderstandes,  welche  unter  sonst  gleich  blei- 
benden Umständen  sehr  rasch  mit  der  Geschwindigkeit  des  be- 
wegten Körpers  wächst,  bei  so  grossen  Geschwindigkeiten,  wie 
die  von  Kanonenkugeln,  einen  erheblich  grösseren  Einfluss  auf 
die  Bewegung  ausüben.  Lediglich  aus  diesem  Grunde  würde  man 
bei  der  Berechnung  der  Flugbahn  eines  Geschosses  keine  so  grosse 
Uebereinstimmung  der  aus  jenen  Gleichungen  berechneten  Zahlen- 
werthe  mit  den  Beobachtungs-Resultaten  mehr  erwarten  dürfen. 

§  26. 
Gravitations-Gesetz. 

Eine  andere  Beschränkung  erleidet  die  allgemeine  Anwend- 
barkeit jener  Gleichungen  durch  den  schon  im  §  18  angedeuteten 
Umstand,  dass  das  Gewicht  eines  Körpers,  welches  bisher  als 
eine  constant  wirkende  Kraft  angesehen  wurde,  streng  genommen 
eine  von  der  Höhe  des  Körpers  über  der  Erdoberfläche  abhängige, 
mit  dieser  Höhe  veränderliche  Kraft  ist.  Auf  Körper,  die  in  sehr 
grossen  Höhen  über  der  Erdoberfläche  sich  bewegen,  wirkt  die 
Schwerkraft  in  anderer  Weise  als  auf  Körper,  die  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  sich  bewegen ;  mit  zunehmender  Höhe  ninunt 
das  Gewicht  mg  eines  Körpers  und  folglich  auch  die  Grösse  g 
allmählich  ab.  Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Abnahme  erfolgt, 
lässt  sich  ableiten  aus  einem  allgemeineren  Gesetze,  welches  nicht 
nur  für  die  der  Erde  angehörigen  Körper,  sondern  überhaupt  ftlr 
alle  Körper  im  Universum  —  so  weit  unsere  Beobachtungen  reichen 
—  gültig  ist.  Dieses  Gesetz  ist  das  von  Newton  entdeckte  Gravi- 
tations-Gesetz oder  Gesetz  der  allgemeinen  Schwere: 
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Je  zwei  materielle  Pnnkte  wirken  auf  einander 
gegenseitig  mit  einer  Anziehungskraft,  welche  dem 
Producte  ihrer  Massen  und  dem  umgekehrten  Qua- 
drate ihrer  Entfernung  von  einander  proportional  ist 

Wenn  also  k  die  Anziehungskraft  ist,  welche  zwei  materielle 
Punkte  auf  einander  gegenseitig  ausüben,  deren  jeder  1  Kil.  Masse 
enthält  und  deren  Entfernung  von  einander  1  Meter  beträgt,  so  ist 
die  Anziehungskraft  zwischen  zwei  materiellen  Punkten,  deren 
Massen  resp.  m  und  M  sind,  bei  einem  Abstände  von  q  Metern: 

56)  K^k.^. 

Q 

Das  Gewicht  eines  materiellen  Punktes  ist  die  Mittelkraft 
der  Anziehungskräfte,  welche  von  Seiten  sämmtlicher  materiellen 
Punkte  des  Erdkörpers  auf  denselben  ausgeübt  werden.  Es  lässt 
sich  nachweisen,  dass  eine  Kugel,  deren  Masse  um  den  Mittel- 
punkt herum  nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  vertheilt 
ist,  auf  einen  ausserhalb  gelegenen  materiellen  Punkt  gerade  so 
wirkt,  wie  wenn  ihre  ganze  Masse  in  dem  Mittelpunkte  concentrirt 
wäre.  Die  Erde  darf  annähernd  als  eine  solche  Kugel  angesehen 
werden.  Ein  Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde  ist  also  anzu- 
gehen als  in  einer  Entfernung  gleich  dem  Erdhalbmesser  von  der 
im  Mittelpunkte  der  Erde  concentrirt  gedachten  Erdmasse  befind- 
lich. Wenn  man  daher  in  Gleichung  56)  ftir  M  die  Erdmasse  E 
und  für  Q  den  Erdhalbmesser  r  setzt,  so  wird  K  gleich  dem  Ge- 
wichte der  Masse  m  und  man  erhält  die  Gleichung: 

57)  mg^^k' — ^ — '     oder:      ^  =  A--^« 

Wenn  mit  mp  das  Gewicht  bezeichnet  wird,  welches  dieselbe 
Masse  m  haben  würde,  wenn  man  sie  von  der  Erdoberfläche  ent- 
fernte und  in  die  Entfernung  R  von  dem  Erdmittelpunkte  brächte, 
so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichung: 

,      mJE  ,  ,      E 

mp^=zk'-^j     oder:     p-=»'   d?' 

Wenn  man  die  letztere  Gleichung  durch  die  Gleichung  57) 
dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

p  r^ 

♦ 

Die  L&Dge  des  Erdhalbmessers  betrftgt  ungef^Üir  6  370  000  Meter  oder 
SM  Meilen  und  die  Höhe  der  höchsten  Berge  aber  der  Meeresoberfläche  etwa 
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1  Meile.   Auf  dem  Gipfel  eines  solchen  Berges  warde  die  Beschleunigong  der 
Schwere  nur  die  Grösse  haben: 

also  um  etwa  23  Millimeter  geringer  sein  als  an  der  Meeresoberfl&che. 

Die  Entfernung  des  Mondes  Ton  der  Erde  beträgt  etwa  das  60-fache  des 
Erdhalbmessers;  in  dieser  Entfernung  hat  die  Beschleunigung  der  Schwere  nur 
die  Grösse:  ^ 

Wenn  also  der  Mond  keine  sonstige  Bewegung  h&tte,  so  wOrde  derselbe 
in  der  Bichtung  nach  dem  Erdmittelpunkte  hin  sich  bewegen,  und  die  Ge- 
schwindigkeit dieser  Bewegung  würde  an&ngs  um  2,7  MiUimeter  in  jeder  Se- 
cunde  zunehmen. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  57)  statt  der  Grössen  E  nnd  r 
resp.  die  Masse  M  und  den  Halbmesser  R  irgend  eines  anderen 
kugelförmigen  Weltkörpers  substituirt,  so  erhält  man  —  unter  Vor- 
aussetzung der  erwähnten  Art  der  Massenvertheilung  —  für  die 
Beschleunigung  des  freien  Falles  an  der  Oberfläche  dieses  Welt- 
körpers die  Gleichung: 

welche  durch  Gleichung  57)  dividirt  die  Form  annimmt 

f  M     r^ 

Die  Masse  der  Sonne  ist  ungefähr  das  320000-fache  der  Erdmasse,  und 
der  Halbmesser  der  Sonne  ungefähr  das  108-fache  des  Erdhalbmessers;  hier- 
nach würde  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  an  der  Sonnenoberfl&che  die 
Grösse  haben: 

p  =  ,.  3^  =  9^1.27,4  =  269-. 

JS 

Die  Masse  des  Mondes  beträgt  ungefähr  -gr-»  und  der  Halbmesser  des- 
selben etwa  0,27 3. r.  Die  Beschleunigung  also,  mit  welcher  an  der  Mond- 
oberfl&che  ein  Körper  fallen  würde,  betrüge  hiernach: 

g  9,81        ,„^^ 

^       80.0,273*        5,962  ' 

Wenn  man  den  Werth  der  Grösse  K  in  Gleichung  56)  durch 
directe  Messung  bestimmt,  indem  man  zwei  bekannte  Massen  m 
und  M  in  eine  bekannte  Entfernung  q  von  einander  bringt  und 
die  Grösse  der  von  den  beiden  Massen  auf  einander  ausgeübten 
Anziehungskraft  beobachtet,  so  kann  man  diese  Gleichung  be- 
nutzen, um  die  Grösse  der  Erdmasse  E  daraus  zu  berechnen. 
Wenn  man  nämlich  die  bekannte  Kraft,  mit  welcher  die  Masse  m 
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in  der  bekannten  Entfernung  r  von  der  unbekannten  Erdmasse  E 
angezogen  wird  —  also  das  was  im  gewöhnlichen  Leben  das  Ge- 
wicht der  Masse  m  genannt  wird  —  mit  q  bezeichnet,  so  erhält 
man  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Gleichung: 

,  mE 
q  =  k  ~^, 

welche  durch  Gleichung  56)  dividirt  die  Form  annimmt: 

Auf  solche  Weise  hat  man  in  der  That  die  Masse  der  Erde 
gemessen  und  gefunden,  dass  ungefähr: 

J5  =  6,l  .10**  KU., 
oder  dass  1  Cubikmeter  des  Erdkörpers   durchschnittlich   etwa 
5675  Kilogramm  Masse  enthält. 

Wenn  man  die  Gleichung  57)  fQr  k  auflöst,  so  ergiebt  sich 
für  die  Kraft,  mit  welcher  1  Kilogramm  Masse  ein  anderes  Kilo- 
gramm Masse  in  1  Meter  Entfernung  anzieht,  der  Werth: 

oder,  wenn  man  für  die  Grössen  g,  r,  E  die  nunmehr  sämmtlich 
bekannten  Werthe  substituirt: 

I.  _  Q  Qi      6370000*  65 

'^~^'^^'  6,1.10**  -"lÖ^' 
Dieser  Werth  bedarf  zwar  (ebenso  wie  die  übrigen  aus  der  An- 
nahme :  g  =  9°,81  berechneten  Zahlenwerthe)  noch  einer  kleinen 
Correction,  weil  —  wie  sich  später  ergeben  wird  — •  die  Wirkung 
der  Schwere  durch  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Achse  etwas 
modificirt  wird ;  indessen  zeigt  derselbe  doch,  dass  die  Kräfte,  mit 
welchen  die  an  der  Oberfläche  der  Erde  befindlichen  Körper  bei 
messbaren  Abständen  einander  gegenseitig  anziehen,  in  den  meisten 
Fällen  gegen  die  Gewichte  der  Körper  und  sonstige  wirkende  Kräfte 
als  yerschwindend  klein  angesehen  werden  dtlrfen. 

§  27. 
Gleichförmige  Kreisbewegung. 

(Centripetal-Kraft.) 

Eine  constant  wirkende  Kraft  bringt  bei  einem  schon  in  Be- 
wegung begriffenen  materiellen  Punkte  —  wie  in  §  24  und  §  25 
schon   gezeigt  wurde  —  allemal    eine   parabolische  Bewegung 
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hervor.    Wenn  man  von  einer  solchen  parabolischen  Bewegung 
nur  das  den  Scheitelpunkt  enthaltende  nnd  durch  diesen  in  zwei 
symmetrische  Hälften  getheilte  sehr  kleine  Stück  AB  der  Bahn- 
linie ins  Auge  fasst  (Fig.  64),  so 
J^^-  ^'  erkennt  man,   dass   der  Winkel 

>,^a  zwischen  Bewegungsrichtung  und 

— -^^^^?^  Ejraftrichtung    nur     wenig    von 

I  ^^^^    einem  rechten  Winkel  abweicht 
^  i  während  der  ganzen  Bewegungs- 

I  dauer.    Für  den  Scheitelpunkt  S 

^  ist  dieser  Winkel  genau   gleich 

einem  rechten  Winkel,  für  den 
Anfangspunkt  A  etwas  grösser  und  fUr  den  Endpunkt  B  um  eben 
so  viel  kleiner  als  ein  rechter  Winkel.  Die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  erreicht  in  deni  Scheitelpunkte  ^S  ihren  kleinsten  Werth 
f;  in  den  beiden  Punkten  A  und  B  hat  die  Geschwindigkeit 
gleiche  Werthe  w.  Die  von  der  Kraft  K  während  der  ganzen  Be- 
wegungsdauer hervorgebrachte  Geschwindigkeitsänderung  hat  die 
Grösse  NuU. 

Wenn  p  die  dem  materiellen  Punkte  von  der  Kraft  K  ertheilte 
Beschleunigung;  und  r  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  im 
Scheitelpunkte  ist,  so  gilt  für  die  Beziehungen  zwischen  den  drei 
Grössen  v^  p^  r  die  im  §  15  gefundene  Gleichung  38): 

Ausserdem  ist,  wenn  mit  m  wieder  die  Masse  des  materiellen 
Punktes  bezeichnet  wird,  nach  Gleichung  39): 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  erhält  man  ftlr 
die  Kraft  K  die  Gleichung: 


58)    K=m 


v^ 


Hierin  bedeutet  K  diejenige  Grösse,  welche  die  constant  wir- 
kende Kraft  haben  muss,  um  die  Bahnlinie  der  entstehenden  para- 
bolischen Bewegung  so  zu  krümmen,  dass  im  Scheitelpunkte  — 
also  da,  wo  Bewegungsrichtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig 
zu  einander  stehen,  und  wo  die  Geschwindigkeit  die  Grösse  v  hat 
—  der  Krümmungshalbmesser  gleich  r  werde.    Links  von  dem 
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Scheitelpunkte  ist  die  Geschwindigkeit  im  Abnehmen,  rechts  von 
demselben  im  Zunehmen  begriffen;  in  dem  Scheitelpunkte  selbst 
geht  das  Abnehmen  in  das  Zunehmen  über,  findet  also  weder 
Abnehmen  noch  Zunehmen  statt.  In  dem  Augenblicke  also,  wo 
Bewegungsrichtung  und  Kraftrichtung  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichtet  sind,  wirkt  die  Kraft  nur  auf  die  Bichtung,  nicht 
aber  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  verändernd  ein.  Die 
Gleichung  58)  drückt  die  Beziehungen  aus  zwischen  der  Grösse 
der  Kraft  und  der  Grösse  der  Bichtungsänderung  oder  Krümmung 
der  Bahnlinie. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  m 
mit  einer  gewissen  Anfangsgeschwindigkeit  v^  und  untersucht 
man,  welche  Bichtung  und  Grösse  eine  auf  ihn  wirkende  Kraft  K 
haben  müsse,  wenn  dieselbe  1)  im  ersten  Augenblicke  nur  auf 
die  Richtung,  nicht  aber  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ver- 
ändernd einwirken  soll,  und  wenn  2)  die  Bichtungsänderung  im 
ersten  Augenblicke  gerade  so  erfolgen  soll  wie  bei  einer  Ej*eis- 
linie  vom  Halbmesser  r;  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorstehenden 
die  beiden  Bedingungen:  die  wirkende  Kraft  muss  erstens:  recht- 
winkelig zu  der  Bichtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gerichtet 
sein,  und  sie  muss  zweitens:  die  in  Gleichung  58)  angegebene 
Grösse  haben. 

Soll  nun  nicht  blos  im  ersten  Augenblicke,  sondern  auch  in 
allen  folgenden  Zeitpunkten  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
stets  auf  die  gleiche  eben  angegebene  Weise  abgeändert  werden, 
Bo  müssen  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein :  Erstens,  damit 
stets  nur  die  Bichtung  und  niemals  die  Grösse  der  Geschwindig- 
keit verändert  werde,  muss  die  Ej-aft  auch  in  allen  folgenden 
Zeitpunkten  rechtwinkelig  zu  der  Bichtung  der  Geschwindigkeit 
gerichtet  sein,  sie  muss  also  ihre  Bichtung  stetig  ändern 
and  zwar  in  der  Weise,  dass  der  Winkel  zwischen  ihr  und  der 
Geschwindigkeitsrichtung  stets  so  gross  bleibt  wie  im  Anfange, 
nämlich  ein  rechter  Winkel.  Zweitens,  damit  die  Krümmung 
der  Bahnlinie  auch  an  allen  folgenden  Stellen  dieselbe  Grösse  er- 
halte wie  an  der  Anfangsstelle,  muss  die  Kraft  stets  dieselbe 
Grösse  und  zwar  die  in  Gleichung  58)  angegebene  Grösse  be- 
halten. 

Eine  ebene  Linie,  die  an  allen  Stellen  gleiche  Krümmung  hat, 
ist  eine  Kreislinie.  Wenn  also  die  Kraft  bei  ihrer  Bichtungsände- 
rung immer  in  derselben  Ebene  bleibt,  so  wird  die  Bahn  eine 
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Kreislinie  vom  Halbmesser  r  (Fig.  66).    Der  materielle  Pankt 
durchlänft  diese  Kreislinie  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  v. 

Die  wirkende  Kraft  K  ist  an  allen 
Stellen  rechtwinkelig  zu  der  Kreis- 
linie, also  nach  dem  Mittelpmikte 
0  des  Kreises  hin,  gerichtet  und 
wird  aus  diesem  Grunde  Centri- 
petal-Kraft  genannt. 

Eine  solche  gleichförmige  Kreis- Be- 
wegung kann  z.  B.  auf  folgende  Weise 
hervorgebracht  werden.  Das  eine  Ende 
eines  geradlinig  aasgestreckten  Fadens 
soll  an  einem  festen  Punkte  0,  das  an- 
dere Ende  desselben  an  einer  Engel  be- 
festigt sein.  Wenn  man  dieser  Kugel  eine 
gewisse  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt  rechtwinkelig  zur  Bichtung  des  Fadens 
—  die  Wirkung  der  Schwere  soll  dabei  als  ausgeschlossen  oder  aufgehoben 
angenommen  werden  —  so  wird  die  Kugel  durch  den  Faden  verhindert,  sich 
von  dem  festen  Punkte  0  zu  entfernen,  also  gezwungen,  bei  ihrer  Bewegung 
stets  in  gleicher  Entfernung  von  dem  festen  Punkte  zu  bleiben.  Sie  beschreibt 
also  eine  Kreislinie  und  zwar  in  gleichförmiger  Bewegung.  Wenn  die  Masse 
der  Kugel  m  =  2  Kil.,  die  ihr  mitgetheilte  Geschwindigkeit  t;  =  10"^,  die  Länge 
des  Fadens  r «  4'°  ist,  so  ergiebt  sich  fdr  die  in  diesem  Falle  auf  die  Kugel 
wirkende  Kraft  aus  Gleichung  58)  der  Werth: 

2.  10« 


JET« 


50. 


Diese  Kraft  wird  von  dem  Faden  auf  die  Kugel  ausgeübt  und  wirkt  be- 
ständig in  der  Bichtung  nach  dem  festen  Punkte  0  hin.  Nach  dem  in  §  20 
erklärten  Gesetze  der  Wechselwirkung  ist  die  von  der  Kugel  auf  den  Faden 
ausgeübte  Gegenkraft  genau  eben  so  gross  und  von  entgegengesetzter  Bich- 
tung. Diese  letztere  (auf  den  Faden  wirkende  und  durch  denselben  auf  den 
festen  Punkt  0  übertragene)  Kraft  wirkt  also  in  der  Bichtung  des  Fadens 
nach  aussen  und  wird  Gentrifugal-Kraft  genannt.  Der  Faden  wird  also 
durch  die  Kraft  K  gespannt.  Wenn  man  diese  Kraft  in  Gewichtseinheiten  aus- 
drücken will,  so  hat  man  nach  §  18  die  oben  gefundene  Zahl  durch  ^»9,81 
zu  dividiren;  es  ist  also: 

ir(kil.)  —  ^kil.<-5,lkil. 


9,81 


Der  Faden  wird  also  bei  jener  Bewegung  genau  ebenso  gespannt,  als 
wäre  derselbe  an  einem  festen  Punkte  befestigt,  und  an  seinem  unteren  Ende 
ein  Gewicht  von  5,t  Kilogrammen  aufgehängt  Sobald  man  den  Faden  durch- 
schnitte, würde  sofort  die  Kraft  aufhören  zu  wirken;  die  BewQgungsrichtung 
würde  ferner  nicht  mehr  abgeändert.  Die  Kugel  würde  also  in  der  Bichtung 
der  Tangente  geradlinig  und  gleichförmig  sich  weiter  bewegen. 

Der  Mond  beschreibt  bei  seiner  Bewegung  um  die  Erde  eine  Bahnlinie, 
welche  annähernd  als  eine  Kreislinie  angesehen  werden  kann,  deren  Mittel- 
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pankt  mit  dem  Erdmittelpankte  zusammenfällt.  Der  Halbmesser  dieses  Kreises 
ist  uDgef&br  das  60-facbe  des  Erdhalbmessers,  also: 

r  «  60  .  6  370  000  »  382  000  000», 
ond  der  Umfang  desselben: 

2r;r  -»  2  .  382  000  000  .  3,14  ^  2  400  000  000». 

Die  Zeit,  in  welcher  der  Mond  diese  Kreislinie  dnrchlftoft,  beträgt  27  Tage 
7  Stunden  43  Minuten  11  Secunden  oder  in  runder  Summe  2  360  000  Secunden. 
Der  in  einer  Secunde  zurückgelegte  W^  oder  die  Geschwindigkeit  der  Mond- 
bewegung  beträgt  demnach: 

2  400  000  000        ,^„^„ 
' 2WÖÖÖ ^^20». 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  nach  dem  Erdmittelpunkte  gerichtete  Cen- 
tripetal-Beschleunigung  des  Mondes  ans  Gleichung  38)  der  Werth: 

t;*  1020* 

«  ^  --—  BS         *  Am  0027 

^  r  382  000  000  "  '"^^^• 
Die  üeberelnstimmung  dieser  Zahl  mit  dem  im  yorigen  Paragraphen  für 
die  Fallbeschleunigung  des  Mondes  gefundenen  Zahlenwerthe  zeigt,  dass  die 
ans  dem  Gravitations-Gesetze  berechnete  Anziehungskraft  zwischen  Erde  und 
Mond  gerade  diejenige  Grösse  hat,  welche  zur  Erklärung  der  Mondbewegung 
angenommen  werden  muss.  Diese  Kraft  wirkt  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
Yorigen  Beispiele  die  Spannung  des  Fadens.  Denkt  man  sich  die  Anziehungs- 
kraft als  nicht  yorhanden  und  statt  dessen  den  Mond  mittelst  eines  unzerreiss- 
baren  Fadens  mit  dem  fest  gedachten  Erdmittelpunkte  yerbunden,  so  würde, 
wenn  m  die  Masse  des  Mondes  genannt  wird,  dieser  Faden  die  Spannung  an- 
nehmen: , 

2r=m  . —  —  m. 0,0027. 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  die  nach  dem  Sonnenmittelpunkte  gerichtete 
Centripetal -Beschleunigung  der  Erde  berechnen  können  und  für  dieselbe  den 

Werth  finden:  ^    ^„.^ 

q  =  0»  0059. 

Wenn  mit  r  der  Mondbahnhalbmesser,  mit  R  der  Erdbahnhalbmesser, 
mit  E  die  Erdmasse,  mit  S  die  Sonnenmasse  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich 
nach  dem  Grayitations-Gesetze  die  Gleichung: 

welche  man  zur  Berechnung  der  Sonnenmasse  benutzen  kann.    Setzt  man  in 

dieser  Gleichung  •^—  ^'^l^   und  —  —  382,  so  erhält  man:  -|r  — 320000. 

°  p        0,0027  r  '  E 

Für  zwei  yerschiedene  Planeten,  welche  beide  in  kreisförmigen  Bahnen 

um  die  Sonne  sich  bewegen,  ergiebt  sich  als  Ferhältniss  ihrer  Centripetal- 

Beschleunigungen : 


P 


(?) 
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Nach  dem  GraTitations-Oesetze  ist  zugleich  -^-^  —  -^-   Man  erhält  also 

P        ^? 
durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  die  Gleichung: 

Wenn  die  Umlaufszeiten  dieser  beiden  Planeten  resp.  mit  i^  und  i  bezeichnet 
werden,  so  ist: 

-L_i.  =  _-J — ,    oder:     -7-  =  —^ , 

vi  2r7t  t         r       Vi 

und  man  erhält  nach  Substitution  des  oben  für  —  gefundenen  Werthes  die 
Gleichung: 

t  ^  V    r^ 

welche  ausdrückt :  dass  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  sich  verhalten  wie  die 
dritten  Potenzen  der  BahnhsJbmesser. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  beiden  Planeten  „Neptun"  und 

„Erde",  für  welche  das  Verhältniss  — ^  =  30  gesetzt  werden  kann,  führt  zu 
dem  Werthe: 

ergiebt  also  für  den  Planeten  Neptun  eine  Umlaufszeit  von  164  Jahren. 

Eine  gleichförmige  Ereisbewegang  kann  auch  durch  Zusam- 
menwirken mehrerer  Kräfte  hervorgebracht  werden,  sobald  nur 
die  Mittelkraft  aller  dieser  Kräfte  die  oben  gefundenen  Eigen- 
schaften der  Gentripetal-Kraft  besitzt 

Wenn  ein  materieller  Punkt,  der  eine  horizontal  gerichtete 
Anfangsgeschwindigkeit  v  besitzt,  und  auf  welchen  ausser  seinem 
Gewichte  mg  noch  eine  zweite  Kraft  S  wirkt,  eine  horizontale 
Kreislinie  vom  Halbmesser  r  gleichförmig  durchlaufen  soll,  so 
muss  diese  zweite  Kraft  S  so  beschaffen  sein:  erstens,  dass  die 
Mittelkraft  K  von  den  beiden  Kräften  mg  und  S  stets  die  in  Glei- 
chung 58)  angegebene  Grösse  hat;  zweitens,  dass  die  Kichtung 
dieser  Mittelkraft  K  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  stehend 
beständig  durch  den  Mittelpunkt  0  jenes  Kreises  hindurchgeht 
(Fig.  68).    Wenn  man  also  ein  Parallelogramm  ABDC  construirt, 

dessen  Diagonale  AD  =  K  und  dessen  verticale  Seite  AB=^mg 

ist,  so  stellt  die  Seite  AC  dieses  Parallelogramms  ihrer  Grösse 
und  Kichtung  nach  die  gesuchte  Kraft  «S  fttr  denjenigen  Zeitpunkt 
dar,  in  welchem  der  materielle  Punkt  an  der  Stelle  A  sich  befindet. 
Für  jede  andere  Stelle  der  Kreislinie ,  z.  B.  den  Punkt  -4, , 
würde  die  Kraft  S  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach  durch  die 
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gleiche  Gonstruction  zn  bestimmen  sein.  Da  die  Kraft  mg  con- 
Btant  ist,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise,  dass  die  Kraft  S  wäh- 
rend der  Bewegung  stets  einen  und  denselben  Winkel  a  mit  der 

verticalen  Achse  des  Kreises 
einschliessen,  ihre  Bichtungs- 
linie  folglich  beständig  darch 
einen  und  denselben  Punkt 
P  derselben  hindurch  gehen 
muss.  Die  Grösse  des  Win- 
kels a  lässt  sich  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

'AD  K 

^  CD  ^9 

welche,  wenn  darin  fttr  K  der 
Werth  aus  Gleichung  58)  sub- 
stituirt  wird,  die  Form  an- 
nimmt: 


59)    tga  = 


v 


^9 


Wenn  man  hierin  -r-  statt  tg  a  setzt  und  die  Gleichung  dann 

fttr  h  auflöst,  so  erhält  man  für  die  Höhe  des  Punktes  P  über 
der  Kreisebene  die  Gleichung: 


60)     h  =  g 


V' 


Die  Grösse,  welche  die  Kraft  S  beständig  haben  muss,  würde 
man  femer  aus  der  Gleichung  bestimmen  können: 


61)     S 


-V 


(mg)*  + 


«•_  „  1/7:^ 


V' 


Die  Zeit  ^,  in  welcher  der  materielle  Punkt  einen  Umlauf 
aosftthrt,  findet  man,  indem  man  den  ganzen  Umfang  des  Kreises 
2r7t  dividirt  durch  den  in  einer  Secunde  zurückgelegten  Weg  i'; 
es  ist  also: 


V 


oder,  wenn  man  ftlr  —  aus  Gleichung  60)  seinen  Werth 


y? 


anbstitairt: 


62)    t 


=  2«')/Ä. 


Bitter,  Haebanik.    5.  Aufl. 
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Eine  solche  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  kann  z.  B.  auf  fol- 
gende Weise  entstehen.  Das  eine  £nde  eines  geradlinig  ausgestreckten  Fadens 
soll  an  einer  Kugel,  das  andere  Ende  an  einem  festen  Punkte  P  befestigt  sein. 
Wenn  man  den  Faden  in  irgend  eine  Richtung  PA  (Fig.  66)  als  Anfangsrich- 
tung  bringt  und  hierauf  der  Kugel  eine  Anfangsgeschwindigkeit  v  mittheilt, 
welche  ihrer  Richtung  nach  rechtwinkelig  zu  der  Yertical -Ebene  PAO  steht 
und  ihrer  Grösse  nach  den  aus  Gleichung  60)  zu  entnehmenden  Werth: 


=  r|/: 


g_ 

h 


hat,  so  wird  die  Kugel  eine  horizontale  gleichförmige  Kreisbewegung  um  den 
Punkt  0  als  Mittelpunkt  ausführen,  und  der  Faden  dabei  eine  Kegelfläche 
beschreiben,  deren  Spitze  in  P  liegt.  Eine  solche  Vorrichtung  wird  ein  Centri- 
fugal-Pendel  genannt.  Wenn  bei  der  Anfangsstellung  des  Fadens  h=^h^  und 
r^^2^  war,  so  musste  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  Grösse  haben: 


V 


ym 


2">,8. 


Aus  Gleichung  62)  ist  zu  erkennen,  dass  die  ümlaufszeit  eines  solche 
Centrifugal-Pendels  nur  von  der  Höhe  des  Punktes  P  tkber  der  horizontalen 
Bahn -Ebene  abh&ngt.  Alle  Centrifugal- Pendel  also,  bei  denen  wie  im  vor- 
liegenden Falle  diese  Höhe  5"'  beträgt,  haben  eine  und  dieselbe  Umlaufszeit, 
nämlich: 


/  =  2  .  3,14  .  j/g^T-  =-  4,48  Secunden. 


Die  Kraft  S,  welche  bei  der  eben  beschriebenen  Vorrichtung  durch  den 
Faden  auf  den  materiellen  Punkt  übertragen  wurde,  kann  auch  auf  andere 
Weise  hervorgebracht  werden.  Denkt  man  sich  den  Faden  PA  durchschnitten 
und  statt  dessen  die  Kugel  an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  unterstützt  durch 

eine  feste  Unterlage,  deren  Ober- 
Fig.  67.  fläche  überall  rechtwinkelig  zur 

Richtung  des  Fadens  steht,  so 
wird  der  Gegendruck  dieser  festen 
Fläche  dieselbe  Wirkung  hervor- 
bringen, welche  vorher  durch  die 
Spannung  des  Fadens  ausgeübt 
wurde.  Diese  feste  Fläche  muss 
die  Form  einer  Kegelfläche  haben, 
deren  Spitze  in  dem  Punkte  Q 
liegt,  und  deren  Seitenlinien  über- 
all rechtwinkelig  stehen  zu  den 
Seitenlinien  der  von  dem  Faden 
beschriebenen  Kegelfläche,  folg- 
lich mit  der  Horizontalen  den- 
selben Winkel  a  einschliessen, 
um  welchen  die  Richtung  des  Fadens  gegen  die  Verticale  geneigt  war  (Fig.  67). 
Die  Gleichung  59)  kann  daher  benutzt  werden,  um  z.  B.  bei  einer  Eisenbahn- 
curve  den  Winkel  a  zu  bestimmen,  um  welchen  die  Schwellen  gegen  die  Hori- 
zontale geneigt  werden  müssen,  wenn  die  Rad -Flanschen  des  Wagens  weder 


Gleichförmige  Kreisbewegung.  99 

nach  aussen  noch  nach  innen  hin  einen  Seitendruck  gegen  die  Schienen  aus- 
(Lben  sollen.  Wenn  der  KrümmungshalbmeBser  der  Curve  r  «  500™  und  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  der  Wagen  die  CurYO  durchlaufen  soll,  v=>  Ib"^ 
beträgt,  so  ergiebt  sich  für  diesen  Neigungswinkel  die  Gleichung: 

Wenn  mit  b  die  Entfernung  der  Schienen  Ton  Mitte  zu  Mitte  gerechnet 
bezeichnet  wird,  so  ist  6  sin  a  die  Grösse,  um  welche  die  aussen  liegende 
Schiene  gegen  die  innen  liegende  überhöhet  werden  muss. 

Man  kann  der  Gleich  ang  fttr  die  Gentripetal-Kraft  noch  eine 
andere  Form  geben  dadurch,  dass  man  die  Geschwindigkeit  v  des 
materiellen  Panktes  aasdrückt  durch  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  zugehörige  Halbmesser  des  Kreises  um  den  Mittel- 
punkt desselben  sich  dreht.  Während  der  materielle  Punkt  den 
Umfang  des  Ej-eises  gleichförmig  durchläuft,  führt  der  Drehungs- 
halbmesser, d.  h.  die  gerade  Linie,  welche  denselben  mit  dem 
Mittelpunkte  verbindet,  eine  gleichförmige  Drehbewegung  aus. 

Die  Bogenlänge,  welche  der  Endpunkt  des  Halbmessers  in 
jeder  Secunde  durchläuft,  wird  die  Bogen-Geschwindigkeit 
oder  Peripherie-Geschwindigkeit  genannt. 

Der  Winkel,  um  welchen  der  Halbmesser  in  jeder  Secunde 
sich  dreht,  wird  die  Winkel-Geschwindigkeit  oder  Dreh- 
Geschwindigkeit  desselben  genannt. 

Um  die  Grösse  dieser  Winkel- Geschwindigkeit  durch  eine 
Zahl  auszudrücken,  muss  zuvor  eine  bestimmte  Winkel -Grösse 
festgesetzt  werden,  welche  als  Winkel  -  Einheit  gelten  soll.  Am 
einfachsten  gestalten  sich  die  Beziehungen  zwischen  Bogen-Ge- 
schwindigkeit und  Winkel-Geschwindigkeit,  wenn  man  als  Winkel- 
Einheit  denjenigen  (zwischen  57^  und  58®  liegenden)  Winkel  wählt, 
dessen  Bogen  allemal  gleich  dem  zugehörigen  Halbmesser  ist  (wie 
das  im  Folgenden  immer  geschehen  soll,  wenn  nicht  ausdrtlcklich 
das  Gegentheil  bemerkt  wird).  Da  die  Winkel  sich  verhalten  wie 
die  Bogen,  welche  mit  gleichem  Halbmesser  in  denselben  beschrie- 
ben sind,  so  wird  für  einen  Winkel,  in  welchem  der  Bogen  das 
n-fache  des  zugehörigen  Halbmessers  beträgt,  alsdann  diese  Zahl  n 
unmittelbar  die  zugehörige  Winkelzahl  bilden,  d.  h.  es  ist  allemal : 

Wmkelzahl  =  -^-|?S55_. 

Halbmesser 

Die  Grösse  v  in  der  Gleichung  ftlr  die  Centripetal-Eraft  be- 
deutete die  Bogenlänge,  welche  der  materielle  Punkt  in  jeder  Se- 
cunde durchläuft,  oder  die  Bogen-Geschwindigkeit.  Der  Winkel  (o^ 
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Fig.  68. 


welcher  zn  diesem  Bogen  gehört ,  ist  der- 
jenige Winkel,  um  welchen  der  Halbmesser 
in  jeder  Secnnde  sich  dreht,  also  die  zu- 
gehörige Winkel-Geschwindigkeit  (Fig.  68). 
Zwischen  den  drei  Grössen  v^  cjj  r  findet 
demnach  die  Beziehung  statt: 


V 


63)     10  =  — I 
r 

oder  in  Worten  ausgedrückt: 
Winkel-Geschwindigkeit  -  ^^"^^^^^^'^  ' 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werth 
t)  =zr(o  in  Gleichung  58)  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Cen- 
tripetal-Eraft  die  Gleichung: 
64)    K^mr(o\ 

§28. 
Geradlinige  Schwingungen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  gleichförmige  Kreis- 
bewegung lässt  sich  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus 

untersuchen.  Man  kann 
dieselbe  nämlich  —  in- 
dem man  die  Principien 
der  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Bewegun- 
gen anwendet  —  auch 
auffassen  als  Resultirende 
von  zwei  rechtwinkelig 
zu  einander  gerichteten 
Seitenbewegungen  in  den 
Richtungen  XX  und  YY 
(Fig.  69).  Der  Kürze  we- 
gen soll  XX  die  horizon- 
tale, YY  die  verticale 
Richtung  genannt  wer- 
den. Man  kann  sich  in 
jedem  Augenblicke  die 
Geschwindigkeit  sowohl  als  auch  die  wirkende  Kraft  nach  diesen 
beiden  Richtungen  zerlegt  denken  und  nun  jede  von  den  beiden 
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Seitenbewegungen  für  sich  allein  zum  Gegenstände  einer  beson- 
deren Untersuchung  machen. 

Es  soll  nntersncht  werden :  wie  die  in  dem  Punkte  A  begin- 
nende Bewegung  beschaffen  gewesen  sein  wtlrde,  wenn  die  ver- 
ticale  Seiten-Geschwindigkeit  sowohl  wie  die  verticale  Seitenkraft 
der  Centripetal- Kraft  von  An&ng  an  gefehlt  hätten.  Offenbar 
würde  der  materielle  Punkt  in  diesem  Falle  nur  die  horizontale 
Seitenbewegung  jener  gleichförmigen  ELreisbewegung  ausgeführt 
haben  y  und  zwar  —  nach  dem  Gesetze  der  Unabhängigkeit  der 
Bewegungen  —  genau  in  derselben  Weise,  wie  sie  bei  der  wirk- 
lichen Bewegung  erfolgte.  Denn  die  verticale  Seiten  -  Geschwin- 
digkeit wird  nur  durch  die  verticale  Seitenkraft  geändert,  und 
die  horizontale  Seiten- Geschwindigkeit  nur  durch  die  horizontale 
Seitenkraft. 

Anstatt  den  Bogen  AM  gleichförmig  zu  durchlaufen,  wtlrde 
der  materielle  Punkt  nunmehr  die  geradlinige  Strecke  ^A^  in  der- 
j  selben  Zeit  zurücklegen;  anstatt  den  halben  EreisumfEing  AGB 

!  gleichförmig  zu  durchlaufen,  würde  der  Punkt  nunmehr  in  der- 

I  selben  Zeit  den  horizontalen  Durchmesser  AB  durchlaufen.    In- 

dem man  die  Peripherie-Geschwindigkeit  v  an  den  verschiedenen 
Stellen  zerlegt,  findet  man,  dass  die  Geschwindigkeit  dieser  Hori* 
zontal-Bewegung  in  dem  Punkte  A  (wo  v  rechtwinkelig  zur  Hori- 
zontalen gerichtet  ist)  mit  Null  anfangen,  in  dem  Punkte  ^V  die 
Grösse  ti,  in  dem  Punkte  0  die  Grösse  v ,  in  dem  Punkte  B  wie- 
derum die  Grösse  Null  erreichen  würde.  Hierauf  würde  die  Ge- 
schwindigkeit negativ  werden,  d.  h.  der  Punkt  würde  umkehren, 
den  horizontalen  Durchmesser  in  gleicher  Weise  rückwärts  durch- 
laufen und  in  dem  Punkte  A  angekommen  alsdann  die  gleiche  Be- 
wegung aufs  Neue  beginnen. 

Solche  geradlinig  hin-  und  zurücklaufende  Bewegungen,  bei 
welchen  periodisch  dieselben  Bewegungszustände  wiederkehren, 
nennt  man  Schwingungen.  Die  Schwingungsdauer,  d.  h.  die 
während  einmaligen  Durchlaufens  der  Schwingungsbahn  verflies- 
sende  Zeit,  ist  gleich  der  halben  Umlaufszeit  der  zugehörigen 
Kreisbewegung,  hat  also  die  Grösse: 

65)    l~^-^' 

V 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  v  die  constante  Peripherie- 
Geschwindigkeit  der  zugehörigen  Kreisbewegung,  zugleich  aber 
auch  die  Maximal-Geschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung, 
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nämlich  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  der  schwingende  Punkt 
allemal  in  der  Mitte  seiner  Bahn  erreicht. 

Wenn  man  den  ans  Gleichung  58)  sich  ergebenden  Werth: 


^     m 


für  diese  Grösse  substituirt,  so  nimmt  die  vorige  Gleichung  die 
Form  an: 

66)  t  =  ^V^' 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  K  die  Centripetal-Kraft  der  cor- 
respondirenden  Kreisbewegung.  Um  die  Bedeutung  dieser  Grösse 
für  die  schwingende  Bewegung  zu  erkennen,  hat  man  sich  bei  der 
gleichförmigen  Kreisbewegung  —  in  derselben  Weise,  wie  vorher 
die  Geschwindigkeit  —  so  auch  die  wirkende  Kraft  nunmehr  an 
jeder  Stelle  nach  horizontaler  und  verticaler  Richtung  zerlegt  zu 
denken.  Für  die  Stelle  M  ergiebt  sich  aus  Fig.  70  als  horizon- 
tale Seitenkraft: 

67)  H=KcoHa  =  K—' 

r 

Diese  Kraft  ist  es,  welche  den  schwingenden  Punkt  treibt  in 
dem  Augenblicke,  wo  seine  Entfernung  yon  dem  Schwingungs- 
centrum gleich  w  ist.  Die 
^^-  '^-  Kraft  H  ändert  sich  mit 

^  der  Entfernung  x^  sie  wird 

Null,  wenn  o?  =  0  wird, 
d.  h.  wenn  der  schwin- 
gende Punkt  durch  den 
Mittelpunkt  seiner  Bahn 
hindurchgeht;  sie  erreicht 
ihren  grössten  absoluten 
Werth : 

jHo  =  +  Kj 
wenn  o?  =  +  r  wird,  d.  h. 
wenn  der  schwingende 
Punkt  an  den  Endpunk- 
ten der  Schwingungsbahn 
sich  befindet,  sie  ist  positiv 
oder  negativ  —  d.  h.  sie  wirkt  nach  rechts  oder  links  —  jenach- 
dem  der  schwingende  Punkt  links  oder  rechts  von  der  Mitte  seiner 
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Bahn  sich  befindet ;  sie  ist  ferner  proportional  der  Grösse  ^,  weil 
der  Quotient  —  in  Gleichung  67)  eine  unveränderliche  Grösse  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  jene  schwingende  Bewegung  statt- 
finden wird,  wenn  folgende  Bedingungen  erftillt  sind: 

Erstens,  die  treibende  Kraft  muss  proportional  dem  Abstände 
von  dem  festen  Punkte  0  zunehmen. 

Zweitens,  sie  muss  beständig  nach  diesem  festen  Punkte  hin 
wirken. 

Drittens,  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes 
—  falls  eine  solche  überhaupt  vorhanden  war  —  muss  in  die  Rich- 
tung der  geraden  Linie  fallen,  welche  den  Anfangspunkt  mit  jenem 

festen  Punkte  verbindet 

K 
Wenn  man  den  Quotienten  —  mit  A  bezeichnet,  so  nehmen 

die  Gleichungen  67)  und  66)  die  Formen  an: 

68)    H=Ax, 


69)    i 


=  ^1/^ 


A 


Man  erkennt  aus  Gleichung  68),  dass  A  die  Grösse  ist,  welche 
die  treibende  Kraft  H  erreicht,  wenn  x  =  Y  wird.    Der  Quotient 

—  ist  also  die  in  diesem  Augenblicke  stattfindende  Beschleuni- 
gung. Bezeichnet  man  diese  Beschleunigung  mit  7,  so  nimmt  die 
Oleichung  69)  die  noch  einfachere  Form  an: 

Das  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Gesetz  lässt  sich  in  fol- 
genden Worten  aussprechen: 

Die  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  Zahl  n  divi- 
dirt  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungs- 
Besehleunigung  in  der  Entfernung  Eins  vom  Schwin- 
gungscentrum. 

Zugleich  erkennt  man  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  sonst 
gleichen  Umständen  die  Schwingungsdauer  ganz  unabhängig  ist 
von  der  Schwingungsweite. 

Die  Geschwindigkeit  v  dagegen,  mit  welcher  der  schwingende 
Punkt  durch  die  Mitte  seiner  Schwingungsbahn  hindurchgeht,  ist 
proportional  der  Schwingungsweite.    Man  erhält  nämlich  aus  Glei- 
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chnng  65),  wenn  man  darin  für  t  den  gefundenen  Werth  substitairt 
und  dieselbe  dann  fUr  v  auflöst,  den  Werth: 

71)   ü  =«  r  .  y7"' 

Wenn  man  in  den  Figuren  69  und  70  statt  der  horizontalen 
die  verticale  Seitenbewegung  der  gleichförmigen  Ejreisbewegung 
als  Gegenstand  der  Untersuchung  gewählt  und  dabei  statt  des 
Punktes  A  den  Punkt  B  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  ange- 
nommen hätte,  so  würde  man  in  Bezug  auf  die  schwingende 
Bewegung  zwischen  den  Endpunkten  D  und  C  des  verticalen 
Durchmessers  natürlich  zu  gleichen  Resultaten  gelangt  sein.  Jede 
gleichförmige  Kreisbewegung  kann  daher  aufgefasst  werden  als 
Besultirende  zweier  gleicher  rechtwinkelig  zu  einander  gerich- 
teter geradliniger  Schwingungs- Bewegungen,  welche  so  mit  ein- 
ander combinirt  sind,  dass  die  Zeitpunkte  des  Geschwindigkeits- 
Maximums  der  einen  zusammenfiallen  mit  den  Zeitpunkten,  in 
welchen  die  Geschwindigkeit  der  anderen  Null  wird.  Wenn  statt 
dessen  die  beiden  combinirten  (gleichartig  vorausgesetzten)  Schwin- 
gungen ungleiche  Schwingungsweite  hätten,  so  wtlrde  zwar  statt 
der  gleichförmigen  Kreisbewegung  eine  ungleichförmige  elliptische 
Bewegung  entstehen ;  die  Umlaufszeit  würde  jedoch  dieselbe,  näm- 
lich gleich  der  doppelten  Schwingungsdauer  bleiben. 

Denkt  man  sich  einen  Körper  zwischen  elastischen  Federn  derartig  ein- 
gespaHmt,  dass  bei  irgend  einer  Verschiebung  des  Körpers  nach  der  linken 
oder  rechten  Seite  hin  allemal  eine  Kraft  entsteht,  welche  den  Körper  nach 
seiner  früheren  Lage  wieder  zurückdrängt»  und  denkt  man  sich  die  Federn 
so  construirt,  dass  diese  zurückdrängende  Kraft  stets  der  Grösse  jener  Ver- 
schiebung proportional  ist, 
^te*  '1-  so  wird  der  Körper,  wenn 

,,'- man  ihm  eine  solche  Ver- 

schiebung OA  ertheilt  und 
ihn  dann  loslässt,  Schwin- 


gungen  der  oben  beschne- 
benen    Art    zwischen    den 

'^  V -'-''  Punkten  A  und  B  ausführen 

(Fig.  71).  Angenommen:  die 
Federn  wären  so  beschaffen,  dass  bei  einer  Verschiebung  von  16  Millimetern  die 
zurücktreibende  Kraft  0,8  Kilogramm  betrüge;  dann  würde  bei  einer  Verschiebung 
Yon  1  Meter  diese  Kraft  in  Gewichtseinheiten  ausgedrückt  die  Grösse  erreichen: 

Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  2,5  Kilogramm  beträgt,  so  ist  nach  Glei- 

2  5 
chung41)  die  Masse  desselben  m»-^  zu  setzen,  und  man  erhält  für  die 

Schwingungs-Beschleunigung  in  der  flntfeniung  Eins  den  Werth: 
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^       m  2,5 

Nach  Gleichung  70)  ist  also  die  Schwingangsdauer,  oder  die  Zeit,  in 
welcher  der  Körper  einmal  den  Weg  AB  durchläuft: 

r«    ^  ^      —  0,224  See. 

Genau  dieselbe  Grösse  würde  die'Schwingungsdauer  haben,  wenn  Ai  B^  die 
Schwingungsbahn  w&re,  d.  h.  wenn  der' Körper  im  Augenblicke  des  Loslassens 
bei  A^  sich  befunden  hätte.  Wenn  AO  =  0»,001  und  ^i  0 »  0">,1  ist,  so 
hat  (nach  Gleichung  71)  die  Schwingungs- Geschwindigkeit  in  der  Mitte  der 

Schwingungsbahn  im  ersteren  Falle  die  Grösse  t;  ^  0,001  ]/196,2  =  0«,0U  im 

letzteren  die  Grösse  v^  =  0,1  y  196,2  =-l"»,4. 

Das  Gewicht  des  Körpers  ist  hierbei  als  ohne  Einfluss  betrachtet.  Sollte 
die  Schwingungsbahn  jedoch  verticale  Lage  haben  und  der  Einfluss  des  Ge- 
wichtes berücksichtigt  werden,  so  würde  man  finden,  dass  die  Schwingungsdauer 
nicht  dadurch  geändert  würde.   Nur  der  Schwingungs-Mittelpunkt  würde  eine 

andere  Lage  erhalten,  und  zwar  um  so  viel  tiefer  Uegen  als  die.  einer  Kraft 

2  5 
von  2,5  Kil.  entsprechende  Verschiebung  beträgt,  nämUch  um  -~r-  «.  0^,05. 

&o 

Wenn  ein  Tcrtical  aufgehängter  elastischer  Faden  so  beschaffen  ist,  dass 
ein  angehängtes  Gewicht  ihm  eine  Verlängerung  ertheilt,  welche  der  Grösse 
desselben  proportional  ist,  so  wird  irgend  ein  an  dem  Faden  hängender  Körper, 
den  man  anfänglich  etwas  hob  oder  senkte  und  dann  losliess,  verticale  Schwin- 
gungen der  Torigen  Art  ausführen  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Schwingungen 
p.  72  ^^^^  °^^^^  ^^  ^^  ®^^  Weise  erstreckten,  bei  welcher  der  Faden 
zeitweise  schlaff  würde.  Ist  z.  B.  der  Faden  so  beschaffen,  dass 
—  wie  beim  vorigen  Falle  —  ein  Gewicht  von  0,8  Kil.  ihm  eine 
Verlängerung  von  0",016  ertheilt,  so  wird  ein  Körper  von  2,5  Kil« 

Gewicht  eine  Verlängerung  EÖ  »  0">,05  hervorbringen  (Fig.  72). 
Verschiebt  man  diesen  Körper  in  verticaler  Richtung  aus  seiner 
Lage  0  um  eine  Grösse  OA  oder  OB^  welche  kleiner  ist  als  OE^ 
und  lässt  ihn  dann  los,  so  wird  der  Körper  verticale  Schwingungen 
ausführen,  deren  Dauer  wie  im  vorigen  Falle  0,224  See.  beträgt. 
\y  Denn  bei  der  vorausgesetzten  Beschaffenheit  des  elastischen  Fa- 
dens wird  auch  jetzt  noch  jede  Hebung  des  Körpers,  welche  den 
findpunkt  E  des  unverlängerten  Fadens  nicht  überschreitet,  eine 
,  Kraft  hervorrufen,  welche  der  Grösse  der  Hebung  proportional 
r  ist.  Diese  Kraft  besteht  aus  dem  üeberschusse  des  Gewichtes 
über  den  aufwärts  wirkenden  elastischen  Widerstand,  sie  beträgt 
z.  B.  die  Hälfte  des  Gewichtes,  wenn  die  Hebung  gleich  \  OE, 
und  wird  gleich  dem  ganzen  Gewichte,  wenn  der  Körper  bis  zu  dem  Punkte  E 
selbst  gehoben  wird. 

§  29. 
GieieMSrnlge  gendlinige  Bewegung  (Gleichgewicht)  des  materielleii  Punktee. 

Die  Hittelkraft  der  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  ist  diejenige  Kraft,  welche  für  sich  allein  dieselbe  Wir- 
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kung  wie  jene  Kräfte  heryorbringen  würde.  Wenn  also  diese 
Mittelkraft  Nnll  ist,  so  bringen  die  Kräfte  keine  Wirkung  hervor, 
d.  h.  sie  halten  einander  im  Gleichgewicht,  und  es  ist  so  gut  als 
ob  gar  keine  Kraft  wirkte.  Wenn  auf  einen  materiellen  Punkt 
gar  keine  Kraft  wirkt,  so  ändert  sich  weder  Richtung  noch  Ge- 
schwindigkeit seiner  Bewegung.  Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  wenn 
die  Mittelkraft  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  Null  ist. 

Umgekehrt:  wenn  man  weiss,  dass  die  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes  geradlinig  und  gleichförmig  ist,  so  schliesst  man 
daraus,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  einander  im  Gleich- 
gewicht halten;  wenn  man  dagegen  weiss,  dass  die  Bewegung 
krummlinig  oder  ungleichförmig  ist,  so  schliesst  man  daraus,  dass 
die  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sind. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  im  Gleichgewichtszu- 
stande befindliche  materielle  Punkt  sich  bewegt,  ist  gleich  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit;  sie  ist  Null,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit Null  war.  Der  Buhestand  ist  daher  als  ein  specieller  Fall 
des  Gleichgewichtes  zu  betrachten.  Ruhe  setzt  Gleichgewicht  der 
wirkenden  Kräfte  voraus,  nicht  aber  umgekehrt  das  Gleichgewicht 
die  Ruhe.  Es  kann  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  und  doch  dabei 
Bewegung  stattfinden. 

Wenn  eine  Kraft  von  einer  anderen  Kraft  aufgehoben  werden 
soll,  so  muss  dieselbe  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche 
Grösse  mit  ihr  haben.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf  einen 
materiellen  Punkt  in  beliebiger  Anzahl  wirkenden  Kräfte  einander 


Fig.  78. 


im  Gleichgewicht  halten  sollen,  jede 
von  ihnen  mit  der  Mittelkraft  aller 
übrigen  entgegengesetzte  Richtung  und 
gleiche  GrOsse  haben  muss. 

Sollen  z.  B.  die  drei  Kr&fte  K^,  K^,  JST, 
einander  im  Gleichgewicht  halten,  so  moBs 
jede  von  ihnen  mit  der  Diagonale  des  aas  den 
beiden  anderen  construirten  Parallelogramms 
gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtnng 
haben  (Fig.  73).  Die  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
repr&sentiren  die  drei  Kräfte  und  verhalten 
sich  wie  die  Sinus-Zahlen  der  gegenüberUegen- 
den  Winkel  f,  y,  co.    Setzt  man  statt  dessen 

die  Sinus-Zahlen  der  Winkel  a,,  Oj,  a,  (Fig.  74),  welche  jene  resp.  zu  180® 

ergänzen,  so  erh&lt  man  die  Proportion: 

72)    ÜT,  :  ÜT, :  Äj  =  sin  a, :  sin  a^ :  sin  a,. 


V 


^ 
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Fig.  74. 


6 


£s  ergiebt  sich  hieraus  ein  einfaches  Mittel,  die  Richtigkeit  des  Parallelo- 
gramm-Gesetzes auf  experimentellem  Wege  zu  prüfen.   Der  Verbindungspunkt 

dreier  Fäden,  Yon  denen  der  eine 
mit  einem  Gewichte  K^  belastet,  die 
beiden  anderen  resp.  an  den  Punk- 
ten 2>  und  E  befestigt  sind,  kann  als 
ein  unter  Einwirkung  dreier  Kr&fte 
im  Gleichgewicht  befindlicher  mate- 
rieller Punkt  angesehen  werden. 
Durch  Messung  der  drei  Winkel  und 
Kräfte  kann  man  sich  von  der  Rich- 
tigkeit der  obigen  Proportion  —  mit- 
hin auch  des  Parallelogramms  der 
Kräfte  —  überzeugen. 

Die  allgemeinen  Bedingun- 
gen für  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes  erhält  man  aus  Gleichung  42),  indem  man  den 
darin  gefundenen  Werth  der  Mittelkraft  gleich  Null  setzt: 

|/iP  +  iP  +  iü«  =  0. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  besteht  aus  drei  Glie- 
dern, welche  (als  Quadratzahlen)  nie  negativ  sein  können,  wird 
also  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn  jedes  der  drei  Glieder  für 
sich  Null  ist.  Die  obige  Gleichung  schliesst  also  die  drei  Bedin- 
gungen ein: 

R^  =  0,        Ry  =  0,        Äx  =  0. 

Wenn  man  hierin  aus  Fig.  87  die  Werthe  substituirt,  für  welche 
die  Zeichen  i2,,  Ry,  R^  als  Abkürzungen  eingeführt  wurden,  so 
erhält  man  als  allgemeine  Gleichgewichts-Bedingungen  des  mate- 
riellen Punktes  die  drei  Gleichungen: 
73)  ^(«"cosa)  — 0,     74)  2{Kcosß)  =  0,     75)  2(KQo&y)  =  0. 

Da  die  Lage  des  rechtwinkeligen  Achsen-Systems  eine  will- 
kürlich zu  wühlende  war,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende  zwei 
Sätze: 

Wenn  die  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten,  so  ist  in 
Bezug  auf  jede  beliebige  Achsenrichtung  die  Summe 
der  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in  sie  hineinfal- 
lenden Seitenkräfte  gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jede  von  drei  bestimmten 
rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Achsen  die  Summe  der 
Seitenkräfte  Null  ist,  so  findet  in  Bezug  auf  jede  beliebige  andere 
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Achsenrichtnng  das  Gleiche  statt,  und  sind  die  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht. 

Kennt  man  einige  von  den  Kräften,  welche  aaf  einen  mate- 
riellen Punkt  wirken,  und  weiss  man  zugleich,  dass  derselbe  im 
Gleichgewichts-Zustande  sich  befindet,  so  kann  man  in  manchen 
Fällen  die  übrigen  noch  unbekannten  Kräfte  bestimmen  dadurch, 
dass  man  auf  das  ganze  Kräfte -System  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingnngen  anwendet. 


Fig.  75. 


Wenn  z.  B.  an  dem  Yer- 
bindungspankte  A  dreier 
in  den  Punkten  B,  C,  D 
befestigter  F&den  mittelst 

eines   vierten  Fadens  ein 

• 

Gewicht  Q  aufgehängt  ist, 
so  kann  man  aus  dem  Ruhe- 
zustande des  Punktes  Ä 
schliessen,  dass  die  mittelst 
der  vier  F&den  auf  ihn 
übertragenen  Zugkräfte  Q, 
Zi ,  IT,,  2^3  den  Gleichge- 
wichts-Bedingungen  genü- 
gen müssen  (Fig.  75).  Denkt 
man  sich  das  rechtwinke- 
lige Achsen-System  so  ge- 
legt, dass  AZ  in  die  Rich- 
tung der  Schwere,  die  beiden  anderen  AX  xaA  AY  also  in  die  Horizontal- 
Ebene  hineinfallen,  so  nehmen  für  diesen  Fall  die  Bedingunp-Gleichungen  die 
Form  an: 


JT,  cos  «j  +  JTj  cos  «2  H-  JTj  cos  a. 


0 


K^  cos/9i  -h-ffjcosi?, +jr3Cos/53  — 0 

JTj  cos  y  1  +  JT,  cos  xa  +  K^  cos  y » +  ö  —  0. 

Wenn  die  Richtungen  der  F&den  (und  mit  ihnen  s&nmitliche  Winkel)  be- 
kannt sind,  so  können  die  drei  unbekannten  Grössen  iT,,  JT,,  K^  aus  diesen 
drei  Gleichungen  berechnet  werden.    Setzt  man  z.B.  QsSOOkil.  und: 

cos  a,  * 


cos/9, 


so  wird  JT,  »  300  kil.,  K^  -»  700  kil.,  JT,  «=  900  kil. 

Statt  dessen  kann  man  die  Aufgabe  auch  durch  Gonstruction  lösen,  in- 
dem man  ein  Parallelepipedon  construirt,  dessen  Kanten  resp.  den  Richtungen 
der  unbekannten  Er&fte  parallel  sind  und  dessen  Diagonale  AE  mit  der  ge- 
gebenen Kraft  Q  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung  hat. 


+f 

,    2 
COSa,  — +  y, 

4 
cos  «3  =  — y» 

+f 

COS  /9,  =  +  y , 

8 

cos/?,  — —  y, 

l 

3 

cos  y,  —       ^  , 

1 

cosy,  — —  y, 
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Die  gleiche  Construction  und  Berechnung  würde  fOr  den  in  Fig  76  dar- 
gestellten Fall  gelten,  bei  welchem  die  das  Gewicht  Q  im  Gleichgewicht  hal- 
tenden Kräfte K^ ,  K^,  £, 


Fig.  76. 


—  anstatt  als  Zugkräfte 
mittelst  Fäden  auf  den 
Punkt  A  übertragen  zu 
werden  —  als  Gegendrücke 
dreier  in  den  Punkten  B, 
C,  D  unterstützter  Stangen 
auftreten.  Durch  Umkeh- 
rung dieser  drei  Kräfte  er- 
hält man  die  Druckkräfte, 
welche  die  Stangen  ihrer- 
seits durch  das  Gewicht  Q 
erleiden. 

Genau  dieselbe  Kraft- 
vertheilung  endlich  wtürde 
in  allen  diesen  Fällen  auch 
dann  noch  stattfinden,  wenn 

die  ganze  Vorrichtung  (etwa  auf  einem  Wagen)  in  gleichförmig  und  geradlinig 

fortschreitender  Bewegung  begriffen  wäre. 

Die  Zahl  der  Gleichgewichts  -  Bedingungen  eines  materiellen 
Punktes  redncirt  sich  auf  zwei,  wenn  sänimtliche  Kräfte  in  einer 
und  derselben  Ebene  wirken.  Legt  man  das  Achsen  -  System  so, 
dass  die  ^- Achse  rechtwinkelig  zu  dieser  Ebene  gerichtet  ist,  so 
werden  die  Grössen  cos  ^^^ ... .  cos  y^  sämmtlich  Null ,  und  zar' 
Bestimmung  der  Richtung  irgend  einer  von  den  Kräften  ist  der 
Winkel,  den  sie  mit  der  X-Achse  einschliesst ,  allein  schon  aus- 
reichend.   Wenn  die  Winkel  a^  . . . ,  a^,  immer  in  einerlei  Sinne 

von  der  Bichtung  AX  als  Anfangsrichtung 
aus  gemessen  werden,  so  können  statt  der 
Grössen  cos  /^, ... .  cos  ßn  resp.  die  Grössen 
sin  a,  ... .  sin  «„  gesetzt  werden  (s.  Fig.  77), 
und  die  Gleichgewichts-Bedingungen  nehmen 
die  Formen  an : 

2{Kgob  a)  =  0,       2  (ÄTsin  a)  =  0. 

In  dem  speciellen  Falle  endlich,  wenn 
sämmtliche  Kraftrichtnngen  in  eine  und  die- 
selbe gerade  Linie  fallen,  reduciren  sich  die 
Gleichgewichts-Bedingungen  auf  die  eine: 

welche  ausdrückt,  dass  nach  der  einen  Richtung  hin  gerade  so 
Tiel  Kraft  wirken  muss,  als  nach  der  entgegengesetzten  Richtung. 


Fig.  77. 


A       iT,  cos  a^       X 


i 
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Wenn  in  diesem  letzteren  Falle  zugleich  der  im  Gleich gewichts- 
zustande  befindliche  materielle  Punkt  nach  einer  von  den  beiden 
Richtungen  hin  in  gleichförmiger  Bewegung  begriffen  ist,  so  pflegt 
man  wohl  die  der  Bewegungsrichtung  entgegenwirkende  Kraft- 
Summe  im  Gegensätze  zu  der  die  Bewegung  fördernden  Kraft- 
Summe  den  Widerstand  zu  nennen. 

Die  Bedingung,  welche  erftlUt  sein  muss,  wenn  die  Bewegung 
eine  gleichförmige  sein  soll,  lässt  sich  daher  auch  in  der  Form 

aussprechen: 

Kraft  =  Widerstand. 

£ine  unter  solchen  Umständen  erfolgende  gleichförmige  Bewegung  wird 
durch  den  Sprachgebrauch  des  gewöhnlichen  Lebens  mitunter  in  einer  Weise 
bezeichnet,  welche  leicht  zu  Missyerständnissen  führt.  Wenn  durch  die  mittelst 
eines  Seiles  ausgeübte  Zugkraft  eine  Last  gleichförmig  gehoben,  oder  ein  Schiff, 
ein  Wagen,  ein  Pflug  gleichförmig  vorwärts  getrieben  wird,  so  pflegt  man  den 
Vorgang  wohl  mit  den  Worten  zu  bezeichnen:  «Die  Kraft  überwindet  den 
Widerstand"  und  ist  geneigt  mit  dem  Begriffe  des  „üeberwindens"  die  Vor- 
steUung  zu  verbinden:  Die  überwindende  Kraft  müsse  grösser  sein  als  der 
überwundene  Widerstand.  Man  gelangt  zu  einer  solchen  fehlerhaften  Auf- 
fassung, indem  man  die  Bedingungen  der  Entstehung  einer  neuen  Bewe- 
gung verwechselt  mit  den  Bedingungen  der  Fortsetzung  einer  schon  vor- 
handenen Bewegung.  Um  zu  bewirken,  dass  der  Körper  aus  dem  Ruhezu- 
stande in  Bewegung  übergehe,  dazu  ist  allerdings  eine  Kraft  erforderlich, 
welche  grösser  ist  als  der  Widerstand,  weil  während  des  Uebeiganges  die  Be- 
wegung eine  beschleunigte  ist.  Wenn  aber  die  Bewegung  einmal  im  Gange 
ist,  und  es  nur  darauf  ankommt,  die  Bewegung  gleichförmig  zu  erhalten,  so 
muss  die  Kraft  weder  grösser  noch  kleiner,  vielmehr  genau  gleich  dem  zu 
überwindenden  Widerstände  sein. 


SIEBENTES  CAPITEL. 

Bewegung  auf  vorgeschriebenen  Bahnen, 

§  30. 
Widerstände  fester  Hächen,  Linien,  Punkte. 

Nur  durch  Kräfte  können  Bewegungen  hervorgebracht,  ver- 
nichtet oder  abgeändert  werden. 

Wenn  also  auf  einen  materiellen  Punkt  gewisse  Kräfte  wir- 
ken, deren  Mittelkraft  K  bekannt  ist,  und  es  findet  sich,  dass  die 
von  dem  Punkte  wirklich  ausgeftlhrte  Bewegung  abweicht  von 
derjenigen  Bewegung,  welche  die  Kraft  K  flir  sich  allein  hervor- 
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gebracht  haben  würde,  so  muss  man  die  üreache  dieser  Abwei- 
chung in  irgend  einer  Kraft  suchen,  welche  neben  der  Kraft  K 
noch  thätig  war.  Diese  unbekannte  Kraft  musste  genau  so  be- 
schaffen sein,  dass  sie  mit  jener  Kraft  K  zusammen  eine  Mittel- 
kraft bildete,  welche  alle  zur  Erklärung  der  wirklich  ausgeführten 
Bewegung  erforderlichen  Eigenschaften  besass. 

Nach  diesem  Principe  sind  die  Einwirkungen  zu  beurtheilen, 
welche  ein  in  seiner  freien  Bewegung  beschränkter  materieller 
Punkt  von  Seiten  der  beschränkenden  Hindemisse  erleidet  Diese 
sogenannten  Hindemisse  sind  immer  Kräfte.  Grösse  und  Rich- 
tung dieser  Kräfte  können  aus  der  wirklich  ausgeftihrten  Bewe- 
gung erschlossen  werden,  sobald  die  ausserdem  etwa  noch  wir- 
kenden Kräfte  bekannt  sind. 

Wenn  an  der  Oberfläche  einer  ruhenden  festen  Wand  ein 
materieller  Punkt  sich  bewegt,  und  die  auf  denselben  wirkende 
Kraft  K  eine  solche  Richtung  hat,  dass  sie  ftlr  sich  allein  wir- 
kend den  Punkt  in  den  inneren  Raum  hinter  der  Oberfläche  hin- 
eintreiben würde,  so  schliesst  man  aus  dem  Verbleiben  des  Punk- 
tes an  der  Oberfläche,  dass  ausser  der  Kraft  K  noch  irgend  eine 
andere  Kraft  P  thätig  ist,  welche  von  Seiten  der  festen  Wand 
auf  den  materiellen  Punkt  ausgeübt  wird.  Wenn  die  Wandober- 
fiäche  eine  Ebene  ist,  so  muss  die  Mittelkraft  von  K  und  P  in 
diese  Ebene  hineinfallen,  weil  sonst  der  Punkt  die  Ebene  ver- 
lassen würde. 

Ans  dieser  Bedingung  allein  lässt  sich  indessen  die  Grösse 
und  Richtung  der  unbekannten  Kraft  P  noch  nicht  bestimmen. 
Denn  es  lässt  sich  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  ein 

Parallelogramm  constrairen,  dessen 
eine  Seite  K  ist,  und  dessen  Dia- 
gonale in  die  Ebene  hineinfällt 
(Fig.  78). 

Welche  Richtung  auch  immer 
die   unbekannte   Kraft   P    haben 
möge,  immer  kann  man  dieselbe 
als  Mittelkraft  zweier  Seitenkräfte 
N  und  W  ansehen,  von  denen  die 
eine  A^  in  die  Richtung  der  Nor- 
malen, die  andere  W  in  die  Ebene  selbst  hineinfällt.    Die  Seiten- 
kraft A"^  kann  man  immer  ans  der  gegebenen  Kraft  K  allein  be- 
stimmen, auch  ohne  die  wirklich  ausgeführte  Bewegung  zu  kennen. 
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Fig.  79. 


KMma 


Denn  wenn  die  Mittelkraft  aus  K  und  P  in  die  Ebene  hineinfallen 
soll,  so  muss  nothwendig  die  in  die  Richtung  AZ  bei  rechtwin- 
keliger Zerlegung  hineinfallende  Seitenkraft  der  Mittelkraft  gleich 
Kuli  sein.  Es  ergiebt  sich  also  aus  Fig.  79  die  Bedingungs- 
gleichung: 

^  cos  a  —  jY  =  0,      oder:      JV  =«  Ä^ cos  a, 
d.  h.  der  normale  Gegendruck  der  ebenen  Wandfläche  hat  unter 
allen  Umständen  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche  Grösse 

mit  der  normalen  Seitenkraft  der  be- 
wegenden Kraft  K. 

Was  die  andere  Seitenkraft  W 
betrifft,  so  hängt  dieselbe  von  der 
Substanz  der  Körper,  von  der  physi- 
kalischen Beschaffenheit  ihrer  Ober- 
flächen ab.  Die  Principien  der  Me- 
chanik allein  reichen  nicht  aus,  um 
Richtung  und  Grösse  derselben  a  priori 
zu  bestimmen,  vielmehr  können  die 
Gesetze,  nach  welchen  sie  wirkt,  nur 
aus  den  wirklich  ausgeftihrten  Bewe- 
gungen auf  dem  Wege  der  Beobachtung  ermittelt  werden.  Solche 
Beobachtungen  haben  ergeben,  dass  diese  Kraft  W  allemal  der- 
jenigen Richtung  entgegen  wirkt,  in  welcher  der  materielle  Punkt 
entweder  wirklich  sich  bewegt,  oder  ohne  dieselbe  sich  bewegen 
würde;  dass  sie  zunimmt  mit  dem  Drucke  N  (welchem  sie  an- 
näherungsweise proportional  angenommen  werden  darf)  und  dass 
sie  unter  sonst  gleichen  Umständen  um  so  kleiner  ist,  je  glatter 
die  Oberflächen  der  Körper  sind.  Man  nennt  diese  Kri^  W  den 
Reibungswiderstand.  Die  Theorie  der  Reibungs widerstände 
soll  weiter  unten  in  einem  besonderen  Gapitel  ausftlhrlicher  er- 
örtert werden.  Vor  der  Hand  soll  angenommen  werden,  dass  die 
Wandfläche  vollkommen  glatt  ist,  also: 

IT— 0. 
In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  Wirkung  der  Wand  auf  die 
eine  Kraft  N^  durch  welche  die  normale  Seitenkraft  der  Kraft  K 
aufgehoben  wird.  Der  materielle  Punkt  bewegt  sich  daher  wie 
ein  freier  Punkt,  auf  den  die  Kraft  K  sin  a  allein  wirkt  Wenn 
man  sich  den  materiellen  Punkt  zwischen  zwei  solchen  glatten 
parallelen  Wandflächen  eingeschlossen  denkt,  welche  sowohl  nach 
der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  hin  jede  normal  zu  ihnen 
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gerichtete  Bewegung  yerhindem,  so  gelangt  man  auf  diese  Weise 
zu  der  Vorstellung  von  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes, 
dem  statt  des  unendlichen  Raumes  nur  eine  Ebene  als  Bewegungs- 
gebiet offen  steht  Diese  Ebene  hat  man  sich  ausgestattet  zu  den- 
ken mit  Normalkräften,  welche  allemal  dann  zur  Wirkung  kom- 
men, wenn  ohne  dieselben  ein  Heraustreten  aus  der  Ebene  erfolgen 
würde,  und  immer  gerade  gross  genug  ~  auch  nicht  grosser  — 
sind,  als  nöthig,  um  dieses  Heraustreten  zu  verhindern. 

Denkt  man  sich  einen  materiellen  Punkt  von  festen  Körpern 
in  der  Art  umgeben,  dass  statt  des  unendlichen  Baumes  nur  eine 
einzige  gerade  Linie  demselben  als  Bewegungsgebiet  offen  steht  — 
wie  etwa  eine  Kugel  in  einer  geradlinigen  Bohre  —  so  gelangt 
man  auf  ähnliche  Weise  zu  der  Vorstellung  von  einer  festen  ge- 
raden mathematischen  Linie,  ausgestattet  mit  normalen  Wider- 
standskräften, welche  jede  rechtwinkelig  zu  derselben  wirkende 

Kraft  aufheben,  jede  längs  derselben  wir- 
Fig.  80.  kende  Kraft  dagegen  ungehindert  zur  Wir- 

t^  kimg  kommen  lassen  (Fig.  80). 

Endlich  kann  man  sich  auch  einen 
t^/mmm^a^t^mmmm  materiellen  Punkt  auf  die  Art  von  festen 
■i^^^P""""""      KOrpem  eingeschlossen  denken,  dass  nach 

l .Jrr^j^^^^^  jeder  Sichtung  des  unendlichen  Baumes 

^  JST  hin  seine  Bewegung  verhindert  wird,  und 

gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Vorstellung 
von  einem  festen  mathematischen  Punkle,  ausgestattet  mit  Wider- 
standskräften, welche  allemal  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn 
ohne  dieselben  eine  Bewegung  des  materiellen  Punktes  eintreten 
würde  und  gerade  gross  genug  —  auch  nicht  grösser  —  sind,  als 
nöthig  ist,  um  jede  Bewegung  überhaupt  zu  verhindern. 

§  31. 
Bewegung  auf  geradliniger  Balin. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  unter  Einwirkung  der  constanten 
Elraft  K  auf  geradlinig  vorgeschriebener  Bahn  von  A  nach  B  sich 
bewegt,  so  besteht  die  Wirkung  der  festen  Bahnlinie  darin,  dass 
zu  der  Kraft  K  beständig  so  viel  (rechtwinkelig  zur  Bahnlinie  ge- 
richteter) Gegendruck  N  hinzutritt,  als  nöthig  ist,  um  die  Mittel- 
kraft in  die  Richtung  AB  hineinzubringen  (Fig.  81).  Die  Kraft  N 
verrichtet  während  der  Bewegung  keine  mechanische  Arbeit,  weil 

Bitt«r,  MmUiüIc  5.  Aufl.  8 
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Fig.  81. 


sie  zur  BewegangsrichtUDg  rechtwinkelig  gerichtet  ist,  kann  also 
bei  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  stets  unberück- 
sichtigt bleiben.  Die  Arbeit  der  Mittel- 
kraft ist  daher  in  diesem  Falle  gleich 
der  Arbeit,  welche  die  Kraft  K  fttr  sieb 
allein  verrichtet.  Nach  dem  Principe  der 
lebendigen  Kraft  ist  diese  Arbeit  gleich 
zu  setzen  der  von  ihr  hervorgebrachtem 
Zunahme  an  lebendiger  Kraft.  Man  erhält 
also  nach  Fig.  81  die  Gleichung: 


76) 


mir 


mc' 


Ks. 


Setzt  man  fOr  Z  das  Gewicht  des  materieUen  Punktes  mg,  und  für  «  di& 
in  Yorticaler  Richtung  durchlaufene  Höhe  h^  so  erh&lt  man  wieder  die  schon 
froher  (in  Besng  auf  die  in  Fig.  51  dargestellte  Bewegung)  gefundene  Gleichung  i 


77) 


mr' 


mc^ 


j— =  »»^Ä, 


oder :     v  —  ]/(?•  + 2^ä, 


Fig.  82. 


aus  welcher  herrorgeht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  v  unabhängig  ist  von  der 
Richtung  der  Bahnlinie,  yiehnehr  nur  abh&ngt  Yon  der  Anfangsgeschwindigkeit 

c  und  der  Höhendifferenz  h  der  beiden 
Punkte  A  und  B  (Fig.  88).  Die  Veiglei- 
chung  der  Fig.  82  mit  Fig.  51  (im  §  22) 
zeigt,  dass  für  die  Berechnung  der  End- 
geschwindigkeit in  beiden  FftUen  diesel- 
ben Regeln  gelten.  Wenn  also  wie  bei 
dem  im  §  22  berechneten  Zahlenbebpiele 
die  Anfangsgeschwindigkeit  tf»t5">  und 
die  Höhe  h  -i  10"*  angenommen  wird,  so 
ergiebt  sich  auch  f&r  die  Endgeschwin- 
digkeit wiederum  der  früher  gefundene 
Werth: 


Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  K  und  N  ist  K&ma  (s.  Fig.  83). 
Denn  von  den  beiden  Seitenkräften  der  Kraft  K^  nämlich  üTsin  er 
und  £*  cos  a ,  wird  die  letztere  durch  den  Gegendruck  A"^  aufge- 
hoben, und  die  erstere  bewegt  den  materiellen  Punkt  längs  der 
Bahnlinie  gerade  so»  als  ob  derselbe  vollkommen  frei  wäre,  er- 
theilt  demselben  also  eine  Beschleunigung: 

iTsina 


m 


Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  und  kOnnen 
daher  nach  Substitution  des  soeben  fttr  p  gefundenen  Werthes  die 
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Gleichnngen  2) ...  6)  des  §  7  immittelbar  angewendet  werden,  am 
jede  hinsichtlich  des  weiteren  Verlaufes  der  Bewegung  zn  stellende 
Frage  zu  beantworten. 


Fig.  88. 


Setst  man  wiedemm  K=^mg^  so 
erh&lt  man  als  Beschleonignng  der 
Schwere  auf  einer  um  den  Winkel  a 
gegen  die  Horizontale  geneigten  Bahn: 


78) 


p  =  — 2 =  gsuka, 

m 


Jümo 


Hiemach  wOrde  sieh  s.  B.  für  die 
Beschleunigung  eines  Eisenbahnwagens 
auf  einer  im  Yerhältniss  1 :  100  geneig- 
ten Bahnstrecke  die  Grösse  ergeben: 

P='Ml--r^  =  0»,0981, 


100 


d.  h.  seine  Geschwindigkeit  wOrde  —  wenn  Luft-  und  Reibungs- Widerstände 
nicht  entgegenwirkten  —  um  etwa  98  Millimeter  in  jeder  Secunde  zunehmen. 
Auf  dieser  Bahn  mflsste  der  Wagen  eiue  Strecke  von  1000  Metern  zurück- 
legen» um  an  eine  Stelle  zu  gelangen,  welche  um  10  Meter  tiefer  liegt  Wenn 
also  die  Anfangsgeschwindigkeit  —  wie  beim  vorigen  Zahlenbeispiel  mit  Bezug 
auf  Fig.  82  angenommen  wurde  —  15""  betrug,  so  wQrde  der  Wagen  nach 
ZurUckl^gung  einer  Strecke  von  1000>"  eine  Geschwindigkeit  von  20°*,5  pro 
Secunde  erreichen. 

Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  c^O  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  — 
nachts  7,  Gleichung  6),  wenn  darin  /^aa^ sin a  substituirt  wird  —  für  die  in 
t  Secunden  zurückgelegte  Wegesl&nge  /  die  Gleichung: 

/  =  ^sma-^» 

welche  für  t  aufgelöst  die  Form  annimmt: 


Fig.  Si. 


'» -Vji^y 


Diese  Gleichung  zeigt,  difts  die  Bew^^gsdauer 

/ 

nur  von  der  Grösse  des  Quotienten  —. —  abh&ngt, 

sin  a  "^ 

dass  also  Bahnstrecken  von  verschiedenen  Neigungs- 
winkeln in  gleichen  Zeiten  durchlaufen  werden,  wenn 
die  Quotienten : 

/         Bahnl&nge 

sina  ^  Sinus  des  Neigungswinkels 
bei  diesen  Bahnen  übereinstimmende  Werthe  haben.   Die  vier  Seiten  eines  be- 
liebigen mit  2Ü  als  verticaler  Diagonale  construirten  Rechtecks  j4BCD  (Fig.  84) 
genügen  dieser  Bedingung,  denn  es  ist: 

^^ji — jü. 

Bina       sma^ 
Hieraus  folgt,  dass  alle  durch  einen  Endpunkt  des  verticalen  Durchmessers 
gelegten  Sehnen  ebes  verticalen  Kreises  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen  werden 
von  einem  durch  die  Schwere  getriebenen  materiellen  Punkte. 

8* 
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Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  geradliiiiger  yor- 
geschriebener  Bahn  ist  gleichförmig,  wenn  die  bei  rechtwin- 
keliger Zerlegung  der  treibenden  &äfte  in  die  Bahnrichtung  hin- 
einMlenden  Seitenkräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten.    Die 


Fig.  85. 


kQeima 


Hittelkraft  der  treibenden  Kräfte  ist 
alsdann  rechtwinkelig  zur  Bahn  ge- 
richtet und  wird  durch  den  Gegen- 
druck derselben  aufgehoben. 

Um  z.  B.  eine  Last  Yom  Gewichte  Q 
gleichfönnig  hergan  zu  ziehen  auf  emer 
unter  dem  Winkel  a  ansteigenden  Bahn 
(Fig.  S5),  dazu  hedarf  es  —  abgesehen 
Yen  Reibungswiderst&nden  —  einer  bergan 
ziehenden  Kraft: 

80)    K^QOna, 
und  der  Gegendruck  der  Bahn  hat  dabei  die  Grösse: 

Wenn  dagegen  —  wie  in  Fig.  86  —  die  Zugkraft  K  in  horizontaler  Rich- 
tung wirkt,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

81)  JTcos  a  »  Q  sin  a,   oder:   K^Qtga. 

Für  den  Gegendruck  der  Bahn  ergiebt 
sich  im  letzteren  Falle  die  Gleichung: 
iV=»  Q  cos  a  -f-  IT  sin  a, 

oder  nach  Substitution  des  für  K  gefun- 
denen Werthes: 


^K 


'^-JTMia 


N=Q  (cos  a  -^  tg  a  sin  a) 


COSa 

Es  macht  hierbei  durchaus  keinen  ün- 

^^       \  terschied,  ob  die  gleichförmige  Bewegung 

\  .'"'^QoDia  der  Last  aufw&rts  oder  abw&rts  gerichtet 

"^Q  ist.    Dieselben  Gleichungen  gelten  daher 

auch  für  den  Fall,  wenn  die  Last  in  ab- 
w&rts gerichteter  Bewegung  begriffen  ist,  und  die  Kraft  K  gerade  so  gross 
(auch  nicht  grösser)  sein  soll,  als  nöthig  ist,  um  eine  Beschleunigung  dieser 
Bewegung  zu  yerhindem. 

§  32. 
Gleichförmige  Bewegung  auf  knimmilniger  Bahn. 

Der  normale  Widerstand  einer  geradlinigen  Bahn  tritt 
imnaer  nur  dann  in  Wirksamkeit,  wenn  eine  von  der  Bahnrichtung 
abweichende  Kraft  denselben  als  Gegendruck  heryorrufL  Wenn 
keine  solche  Kraft  wirkt|  so  ist  auch  kein  Druck  Yorhanden. 

Bei  der  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn  dagegen  ist 
ein  solcher  Druck  auch  dann  thätig,  wenn  gar.  keine  sonstige  Kraft 
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auf  den  materiellen  Pnnkt  wirkt«  Denn  um  die  Bewegnngsrich- 
tnng  eines  Körpers  beständig  abzuändern,  dazu  ist  fortwährend 
Kraft  erforderlich ;  ohne  eine  solche  Kraft  würde  der  Körper  dem 
Gesetze  der  Trägheit  folgend  immer  geradeaus  sich  bewegen» 
Wenn  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  —  keine  Reibung  statt- 
findet, so  wirkt  auch  hier  der  Druck  beständig  rechtwinkelig  zur 
Bewegungsrichtung,  hat  also  gerade  diejenigen  Eigenschaften^ 
welche  im  §  22  gefanden  wurden  für  eine  Kraft,  welche  nicht 
die  Grösse,  sondern  nur  die  Bichtung  der  Geschwindigkeit 
verändern  soll. 

Der  materielle  Funkt  wird  daher,  wenn  keine  sonstigen  Kräfte 
ihn  treiben,  die  vorgeschriebene  krummlinige  Bahn  in  gleich- 
förmiger Bewegung  durchlaufen. 

Man  bestimmt  fttr  diesen  Fall  die  Grösse  und  Richtung  des 
Normaldrucks,  indem  man  untersucht,  welche  Kraft  auf  einen 
freien  materiellen  Punkt  wirken  mttsste,  um  die  gleiche  Bewegung 
hervorzubringen,  d.h.  um  auf  eben  dieselbe  Weise  seine  Bewe- 
gung beständig  von  der  geradlinigen  abzulenken,  wie  die  vorge- 
schriebene Bahnlinie  es  erfordert.  Eine  solche  ablenkende  Kraft 
mässte  immer  nach  derjenigen  Seite  hin  wirken,  nach  welcher 
die  Ablenkung  erfolgen  soll,  also  an  jeder  Stelle  in  der  Bichtung 
nach  dem  Ejünmiungsmittelpunkte  der  Bahnlinie  hin.  Denn  wäh- 
rend der  materielle  Punkt  den  un- 
^^-  ^^-  endlich  kleinen  Bogen  mn  durch- 

läuft (Fig.  87),  befindet  er  sich  genau 
in  derselben  Situation,  wie  wenn  er 
auf  einem  Kreisbogen  von  gleicher 
Krümmung  sich  bewegte.  Fttr  die- 
sen Fall  aber  wäre  es  die  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  wirkende 
Gentripetal-Kraft,  welche  die 
verlangte  Eigenschaft  besässe.  Nach 
§  27  (Gleichung  58)  hat  also  an  der- 
jenigen Stelle  der  Bahnlinie,  wo  ^ 
der  Krümmungshalbmesser  derselben  ist,  der  von  aussen  nach, 
innen  gerichtete  Gegendruck  der  Bahn  die  Grösse: 


82)    N  = 


mv^ 


Da  die  Masse  m  und  die  Geschwindigkeit  v  des  materiellen 
Punktes  während  der  Bewegung  immer  dieselbe  Grösse  behalten,. 
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SO  ändert  sich  der  Drack  mit  dem  Krümmnngshalbmesser ,  wird 
grösser  an  Stellen  von  stärkerer  Ertlmmnng  und  kleiner  in  schwä- 
cher gekrümmten  Theilen  der  Bahnlinie. 

Wenn  der  materielle  Punkt  z.  B.  eine  Spirale  von  aussen  nach  innen 
durchl&uft,  so  ist  der  Druck  in  best&ndigem  Wachsen  begriffen;  wenn  dag^;en 
die  Bahnlinie  an  allen  Stellen  gleiche  ErQmmung  hat,  wie  z.B.  eine  Schrau- 
benlinie oder  eine  Kreislinie,  so  beh&lt  der  Druck  beständig  dieselbe  Grösse. 
Wenn  die  Bahnlinie  eine  Stelle  hätte,  für  welche  ^  «.  o  ist,  so  würde  an  dieser 
Stelle  iVsoc;  d.  h.  so  wenig  es  in  der  Natur  unendlich  grosse  Kräfte  giebt, 
eben  so  wenig  ist  es  möglich,  den  materiellen  Punkt  zu  zwingen,  eine  Bahn- 
linie mit  Ecken  in  gleichförmiger  Bewegung  zu  durchlaufen. 

Auch  dann  noch  ist  die  Bewegung  eine  gleichförmige,  wenn 
ausser  dem  Gegendruck  der  Bahn  auf  den  materiellen  Punkt  noch 
eine  Kraft  K  wirkt,  welche  beständig  rechtwinkelig  zur  Bahn 
gerichtet  ist  Der  Gegendruck  der  Bahn  aber  wird  alsdann  ein 
anderer;  denn  die  Kraft  K  ruft  für  sich  allein  schon  einen  ihr 
gleichen  Gegendruck  hervor,  und  dazu  kommt  dann  der  zur  Rieh- 

tungsänderung  der  Bewegung  erforderliche  Druck Der  totale 

Gegendruck  wird  also  die  Mittelkraft  von  diesen  beiden  Drttcken 
bilden. 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie 
eine  ebene  Gurve  ist  und  die  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben 
wirkt,  ist: 

83)    N  +  K=^ 

d.  h.  je  nachdem  die  Kraft  K  nach  innen  oder  nach  aussen  wirkt, 
schwächt  oder  verstärkt  sie  den  Gegendruck  N.  Wenn  die  Kraft  K 
nach  aussen  wirkt,  so  ist  es  der  Ueberschuss  des  Drucks  A'  über 
die  Kraft  £^;  wenn  sie  nach  innen  wirkt,  so  ist  es  die  Summe  der 
beiden  Kräfte,  welche  die  Gentripetal-Kraft  bildet. 

Immer  ist  bei  gleichförmiger  Bewegung  auf  krumm- 
liniger vorgeschriebener  Bahn  die  Mittelkraft  sämmt- 
licher  auf  den  materiellen  Punkt  einwirkender  Kräfte 
die  Gentripetal-Kraft. 

Hieraus  folgt,  dass  JV  =  0  wird,  wenn  zufällig  die  Kraft  K 
ftlr  sich  allein  schon  die  Grösse  und  Richtung  der  Gentripetal- 
Kraft  hat.  In  diesem  Falle  könnten  die  Wände  der  Bahn  hin- 
weggenommen werden,  der  (alsdann  völlig  freie)  materielle  Punkt 
wttrde  trotzdem  die  Bewegung  längs  der  vorgeschriebenen  Bahn- 
linie ausfahren. 


mv* 


UDgleichfdnnige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 
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Wenn  eine  Kugel  (oder  ein  Eisenbahnwagen)  auf  einer  geradlinigen  hori- 
zontalen Brücke  entlang  rollt,  so  ist  der  Gegendruck  der  Unterlage  gleich  dem 

Gewichte  der  Kugel.  Wenn  dagegen  in 
Folge  einer  nach  unten  convexen  Krüm- 
mung der  Brückenbahn  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  einen  Kreisbogen  vom  Halb- 
messer ^  beschreibt,  so  ist  nach  Fig.  88 
der  Gegendruck  der  Brückenbahn  in  der 
Mitte  derselben  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 


N  —  mg  = 


mr' 


mg 

Wenn  also  z.  B.  v 

N 


oder: 


ist,  so  wird : 


mg 


.14»  und  ^«20"» 
1,   In  diesem  Falle 


ist  also  der  Druck  der  Kugel  gegen  die 
Unterlage  doppelt  so  gross  als  das  Ge- 
wicht der  Kugel. 


§  33. 
Unglelchf3rmige  Bewegung  auf  krummliniger  Bahn. 

Wenn  die  treibende  Kraft  nicht  rechtwinkelig  zur  Bahn  ge- 
richtet ist,  80  ändert  sie  die  Geschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes.  Man  kann  die  Grösse  der  hervorgebrachten  Geschwin- 
digkeitsänderong  auch  hier  mittelst  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  bestimmen,  indem  man  die  von  der  treibenden  Kraft  allein 

verrichtete  mechanische  Arbeit  der  Zunahme 
an  lebendiger  Kraft  gleich  setzt.  Denn  welche 
Richtung  auch  immer  diese  Kraft  haben  möge, 
der  normale  Gegendruck  der  Bahn  ist  immer 
rechtwinkelig  zur  Bewegung  gerichtet  und  ver- 
richtet niemals  mechanische  Arbeit     # 

Wenn  also  die  treibende  Kraft  constant  ist, 
so  gilt  für  die  Bewegung  des  materiellen  Punk- 
tes dieselbe  Gleichung  (s.  Fig.  89): 


mv^ 


m& 


=  Ks, 


welche  in  §  31  fttr  die  Bewegung  auf  geradliniger  Bahn  gefun- 
den wurde.  Es  zeigt  sich  also,  dass  die  Zunahme  der  Geschwin- 
digkeit nur  von  der  Grösse  des  Productes  Ks  abhängt  und  im 
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Uebrigen  yoUkommen  unabhängig  ist  von  der  Form  der  vorge- 
schriebenen  Bahnlinie. 

Hiemach  erhält  man  z.  B.  fOr  die  Bewegung  einer  Kugel,  welche  von  der 
Schwere  getrieben  ein  vollkommen  glattes  gekrümmtes  Rohr  durchl&uft,  die- 
selbe Gleichung  77): 

"2  V 


mgh^    oder:    t?  =  }/<?•+ 2^ A, 

welche  schon  in  §  31  für  die  Bewegung  auf  geradliniger  Bahn  und  in  §  22  fOr 
die  freie  Bewegung  eines  von  der  Schwere  getriebenen  materiellen  Punktes  ge- 
funden wurde.  Setzt  man  beispielsweise  (wie  dort)  As-lO"*  und  «=»15%  so 
erhält  man  auch  hier  wieder: 

V  =-  V15»+2.9,81  .  10  =-  20«  5. 

Wenn  man  die  Bedeutungen  der 
beiden  Buchstaben  v  und  c  mit  ein- 
ander vertauscht,  also  die  Anfangs- 
geschwindigkeit mit  V  und  die  End- 
geschwindigkeit mit  c  bezeichnet,  so 
gilt  die  obige  Gleichung  77)  für  die 
umgekehrte  Bewegungsrichtung,  d.  h. 
für  die  ansteigende  Bewegung  längs 
der  Curve.  Denn  die  unmittelbare 
Anwendung  des  Princips  der  leben- 
digen Kraft  fahrt  in  diesem  Falle  zu 
der  Gleichung: 

mg*      mp* 
2  T 


9J/e 


3+5igE 


mg 


84) 


^  —  mgh, 


welche  genau  mit  der  obigen  übereinstimmt.    Wenn  die  Geschwindigkeit  am 
oberen  Endpunkt  ^ »  0  ist,  so  wird : 


tnv* 
2 


mgh^    oder:    h^ 


w 


oder: 


V2gh. 


Eine  mit  10«  Anfangsgeschwindigkeit  am  untern  Ende  in  das  Rohr  ein- 
tretende Kugel  steigt  also  in  demselben  hinan  bis  zur  Höhe: 

und  würde  bei  der  Rückkehr  mit  der  Geschwindigkeit  von  10«  unten  wieder 
ankommen. 

Um  einen  Körper  von  der  Masse  m  gleichförmig  vertical  aufwärts  zu  be- 
w^en,  dazu  bedarf  es  einer  Kraft  —  m^,  und  diese  Kraft  verrichtet,  während 
sie  den  Körper  bis  zu  der  Höhe  h  erhebt,  die  mechanische  Arbeit  mgh. 
Wenn  man  statt  dessen  eine  gleich  grosse  mechanische  Arbeit  darauf  verwen- 
dete,  dem  Körper  in   horizontaler  Richtung   eine  gewisse  Geschwindigkeit 

v^^y2gh  zu  ertheilen,  und  demselben  alsdann  eine  krummlinig  ansteigende 
Bahn  vorschriebe,  so  würde  die  gleiche  Wirkung  erzielt  werden,  insofern  der 
Körper  auf  dieser  Bahn  ebenfalls  bis  zu  der  Höhe  h  sich  erheben  würde. 

Um  fllr  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Beschlennignng  längs  der 
Bahnrichtnng  (die  Tangential  -  Beschlennigang)  zu  bestimmen,  hat 
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man  die  treibende  Kraft  K  in  zwei  Seitenkräfte  zu  zerlegen,  von 
denen  die  eine  tangential,  die  andere  rechtwinkelig  zur  Bahnlinie 
gerichtet  ist  (Fig.  91).  Die  tangentiale  Seitenkraft  K  cos  a  ertheilt 
dem  materiellen  Punkte  die  Tangential-Beschleunignng: 

^^)    P  =  — ^ 

jn 

Die  normale  Seitenkraft  K  sin  a  hat 
weiter  keine  Wirkung,  als  dass  sie  ausser 
dem  sonst  schon  wirkenden  noch  einen 
neuen  Gegendruck  hervorruft,  welcher  ent- 
gegengesetzte Richtung  und  gleiche  Grösse 
mit  ihr  hat.  Die  Hittelkraft  der  recht- 
winkelig zur  Bahnlinie  gerichteten  Seiten- 
kräfte bildet  dann  diejenige  Kraft,  welche  die  Gentripetal- 
Beschleunigung  hervorbringt,  nämlich  die  Centripetal-Kraft. 

Wenn  die  vorgeschriebene  Bahnlinie  eine  ebene  Gurve  ist 
und  die  Kraft  K  in  der  Ebene  derselben  wirkt,  so  wird  diese 
Mittelkraft  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  beiden  Sjräfte 
N  und  K%m  a,  je  nachdem  die  letztere  in  der  Bichtung  von  aussen 
nach  innen  oder  von  innen  nach  aussen  wirkt  (vergl.  §  32,  Glei- 
chung 83).  Der  totale  Gegendruck  N  ist  also,  wenn  die  Kraft 
f  sin  a  in  der  Richtung  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin 
wirkt,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


86)    iV+Jirsina  = 


mv^ 


Wenn  dagegen  die  Seitenkraft  iT  sin  a  in  die  Richtung  nach 
aussen  fällt,  so  ist: 

87)     TSI—K^ma  = 


mv* 


§  34. 
Bewegung  in  verttealem  Kreise. 

(Centrifugal-Bahn.    MathematischeB  Pendel.) 

Die  Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  der  materielle  Punkt 
irgend  eine  Stelle  P  der  Sjreislinie  erreicht,  kann  wie  frtther  nach 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  berechnet  werden,  wenn  der 
Anfangspunkt  M  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  gegeben  sind. 
Man  erhält  nach  Fig.  92  die  Gleichung: 


mv*         mc* 


7r-  =  —  ^9^> 
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Fig.  n. 


Ä.. 


Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  kann  man  sich  auch  dadurch 
entstanden  denken,  dass  der  materielle  Pankt  auf  irgend  einer 

anderen  Bahn  herabgleitend  bei  dem 
Pnnkte  M  tangential  in  die  Kreislinie 
eingetreten  ist  Betrachtet  man  dea 
Punkt  A  dieser  Bahn  als  Ausgangs- 
punkt der  dort  mit  der  Geschwindig- 
keit Null  an&ngenden  Bewegung,  so 
ergiebt  sich  fUr  die  Geschwindigkeit 
an  der  Stelle  P  nach  Fig.  92  die  Glei- 
chung : 


mv^ 


—  0  =  mg  {h  +  x). 


oder,  wenn  darin  für  x  der  Werth  r  (1  —  sin  a)  substituirt,  und 
die  Gleichung  ftlr  v*  aufgelöst  wird: 

88)    tj'  =  2y  [A  4-^(1 —sin  a)]. 

Der  nach  innen  wirkende 
*^'^-  ^*-  Gegendruck  N  der  Bahnlinie 

An—- - an  dieser  Stelle  ist  nach  Glei- 

-  chung  86)  zu  bestimmen,  welche 

für  diesen  Fall  die  Form  an- 
nimmt (s.  Fig.  98): 


II 
ti 
II 


N+mg  sin  a 


mv 


oder,  wenn  darin  fttr  v*  der  ge- 
fundene Werth  substituirt,  und 
die  Gleichung  fttr  N  aufgelöst 
wird: 


89) 


N  =  2mg  (—  +  l  —  —  smaj 


Ob  der  Druck  N  nach  innen  oder  nach  aussen  hin  auf  den  materiellen 
Punkt  wirkt,  d.  h.  ob  es  die  äussere  oder  die  innere  Wand  der  Bahn  ist,  welche 
den  Gegendruck  Idstet,  das  wird  davon  abh&ngen,  ob  aus  der  Gleichung  89) 
ein  positiver  oder  negativer  Werth  für  N  sich  ergiebt  Der  nach  innen  ge- 
richtete G^endruck  wird  um  so  kleiner,  je  grösser  sin  o,  also  am  kleinsten  in 
dem  höchsten  Punkte  der  Kreislinie,  wo  sin  a^si  wird,  n&mUch: 

JV(min)  «=  2  w^  f  ~  —  y  j . 

Soll  auch  an  dieser  Stelle  noch  die  äussere  Wand  diejenige  sein,  welche 
den  Gegendruck  leistet,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 


90) 


»>f 


Bewegung  in  ?erticalem  Kreise. 
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Wenn  es  an  allen  Stellen  der  Bahnlinie  nur  die  äussere  Wand  ist, 
welche  den  Gegendruck  leistet,  so  ist  die  innere  Wand  ganz  überflQssig  und 

kann  daher  hinweggenom- 
Fig.  94.  men  werden,    ohne   dass 

hierdurch*  Etwas  in  der 
Bewegung  ge&ndert  würde. 
Auf  diesem  Principe  be- 
ruht die  Einrichtung  der 
sogenannten  Gentrifugal- 
Bahn  (Fig.  94),  bei  welcher 
ein  Wagen  von  der  Schwere 
getrieben  lilngs.  eines  ge- 
bogenen Schienenweges 
A  USB,  und  zwar  an  der 
cbncaven  Seite  desselben 
sich  fortbewegt,  ohne  durch  die  Schwere  you  demselben  entfernt  zu  werden. 
Li^  der  Anfangspunkt  A  hoch  genug,  so  wird  der  Wagen  auch  an  der  höch- 
sten Stelle  S  des  Kreises  noch  einen  Druck  [gegen  die  Schiene  ausüben,  also 
nach  oben  hin,  obwohl  hier  die  Schwere  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkt. 

Wenn  die  Bedingung  90)  nicht  erfüllt  ist,  wenn  statt  dessen  A  <  y  ist, 

so  wird  es  in  dem  oberen  Thefle  der  Kreislinie  die  innere,  in  dem  unteren  die 
ftossere  Wand  sein,  welche  den  Gegendruck  leistet.  Die  Stelle,  wo  weder  die 
innere  noch  die  äussere  Wand  einen  Gegendruck  leistet,  findet  man,  indem 
man  in  Gleichung  89)  N^O  setzt  und  die  Gleichung  für  sin a  auflöst : 


91)     sin  a 


4('+4) 


Fig.  9&. 


Unterhalb  dieser  Stelle  P  müsste 
die  äussere  Wand  den  Gegendruck 
leisten,  um  den  (von  oben  herab 
kommenden)  materiellen  Punkt  zu 
zwingen,  in  der  Kreislinie  zu  blei- 
ben (Fig.  95).  Wenn  also  die  äussere 
Wand  ganz  fehlte,  so  würde  der 
materielle  Punkt  an  dieser  Stelle  die 
Kreislinie  verlassen  und  von  hieran 
wie  ein  freier  materieller  Punkt  sich 
weiter  bew^en.  Seine  Bewegung 
würde  alsdann  in  eineWuifbewegung 
Übergehen,  und  die  an  der  Stelle  P  erlangte  Geschwindigkeit  v  die  Anfangs- 
geschwindigkeit dieser  Wurfbewegung  bilden. 

Mathematisches  Pendel. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  an  der  tiefsten  Stelle  des  Kreises 
sehr  klein  ist,  so  wird  schon  nach  geringem  Ansteigen  eine  Um- 
kehr erfolgen.  Der  materielle  Punkt  wird  zu  der  tiefsten  Stelle 
znrttckkehren,  an  der  anderen  Seite  hinansteigen,  dann  wieder 
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Fig.  96. 


nmkehren  und  in  dieser  Weise  fortfahren,  am  den  tie&ten  Punkt 
des  Kreises  hemm  Schwingmigen  auszuführen.  Eine  solche  schwin- 
gende Bewegung  wird  z.  B.  eine  Kugel  ausführen ,  wenn  dieselbe 
durch  einen  Riden  oder  eine  Stange  mit  einem  festen  Punkte  ver- 
bunden, ein  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt  und  dann 

der  Wirkung  der  Schwere  über- 
lassen wird.  Je  mehr  der  Faden 
oder  die  Stange  als  eine  gewicht- 
lose Linie,  und  die  Kugel  ihrer 
Kleinheit  wegen  als  ein  materiel- 
ler Punkt  betrachtet  werden  darf, 
um  so  mehr  wird  eine  solche  Vor- 
richtung dem  Begriffe  des  »ein- 
fachen ^  oder  n  mathematischen 
Pendels''  entsprechen. 

In  dem  Augenblicke,  wo  der 
Elongations -Winkel  —  d.h.  der 
Winkel,  den  das  Pendel  mit  der 
verticalen  Gleichgewichtslage  ein* 
schliesst  —  gleich  q>  ist,  beträgt  die  Tangential -Beschleunigung 
des  materiellen  Punktes  (nach  Fig.  96) : 

— ^  =  a  sm  OD  =  4-  o?. 

m  ^        ^        l 

Diese  Beschleunigung  ändert  sich  also  proportional  der  Hori- 
zontal-Entfernung  ^  von  der  Gleichgewichtslage  und  nimmt  für 
1  den  Werth  an: 


y«^ 


X 


92)     q 


=  1.. 


Fig.  OT. 


Denkt  man  sich  einen  anderen  materiellen  Punkt  statt  des 

Bogens  AB  die  Horizontal-Projec- 
tion  desselben  -4,  -B,  (s.  Fig.  97) 
durchlaufend  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  seine  Beschleunigung 
stets  der  Entfernung  x  propor- 
tional sich  ändert  und  in  der 
Entfernung  Eins  den  Werth  q 
annimmt,  so  würde  derselbe  zum 

Durchlaufen  des  Weges  A^  B^  nach  Gleichung  70)  die  Zeit  ge* 

brauchen : 


». 
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vq  ^   9 

Der  den  Bogen  dnrchlaofende  Punkt  hat  zwar  einen  etwas 
längeren  Weg  zurückzulegen  und  wird  deshalb  etwas  mehr  Zeit 
gebrauchen,  doch  wird  der  Unterschied  um  so  kleiner  sein,  je 
geringer  die  Abweichung  der  Bogenbahn  von  der  Horizontal-Bahn, 
d.  h.  je  kleiner  der  ganze  Schwingungswinkel  ist.  Bei  sehr  klei- 
nem Schwingungswinkel  kann  daher  die  Gleichung: 

93)    t  =  7t  y  — 

9 

als  annähernd  auch  für  die  Schwingungsdauer  des  mathematischen 

Pendels  gültig  angesehen  werden,  und  zeigt,  dass  annähernd  auch 

für  Pendelschwingungen  der  Satz  gilt:  die  Schwingungsdauer  ist 

anabhängig  von  der  Schwingungsweite. 

Die  Gleichung  93)  kann  benutzt  werden,  um  irgend  eine  von  den  drei  in 
ihr  vorkommenden  Grössen  zu  bestimmen,  sobald  die  beiden  anderen  schon 
anderweitig  bekannt  sind.    Sie  kann  z.  B.  für  g  aufgelöst: 

zur  Berechnung  der  FaHbeschleunigung  dienen,  wenn  die  beiden  Grössen  t 
und  /  durch  Beobachtungen  direct  gefunden  wurden.  So  giebt  dieselbe  femer, 
für  /  aufgelöst: 

TT* 

die  Lange  an,  welche  das  Pendel  haben  muss,  wenn  die  Schwingungsdauer  t 
Secunden  betragen  soll.  Setzt  man  z.  B.  in  der  letzteren  Gleichung  ^ »  1,  so 
erh&lt  man  die  Länge  des  Secunden-Pendels: 

X  =  -^  «  0»,994. 

§  35. 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  von  KrQmmungshaibmessem. 

Zerlegt  man  die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  einen  materiellen 
Punkt  wirkenden  Sjräfte  in  zwei  Seitenkräfte,  von  denen  die  eine 
in  der  Richtung'  der  Bahnlinie ,  die  andere  rechtwinkelig  zu  der- 
selben nach  dem  Erümmungsmittelpunkte  hin  wirkt,  so  bildet  die 
letztere  die  Gentripetal- Kraft,  und  kann  fttr  dieselbe  stets  der  in 
den  Gleichungen  86)  und  87)  des  §  33  gefundene  Werth: 
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gesetzt  werden.    Die  Gentripetal  -  Beschleimigaiig  ist  gleich  der 
Centripetal-Eraft  dividirt  dorch  die  Masse,  also: 

94)  ü  =  — . 

Q 

Wie  man  aus  dieser  Qleichong  die  Gentripetal-Beschleonigong 
p  bestimmen  kann,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser Q  gegeben  sind,  so  kann  dieselbe  auch  umge-. 
kehrt  zur  Berechnung  der  Grösse  q  dienen,  sobald  die  Grösse  p 
aus  anderweitig  bekannten  Eigenschaften  der  Bewegung  sich  be- 
stimmen lässt. 

In  vielen  Fällen  kann  man  fttr  die  Untersuchung  einer  krumm- 
linigen Bewegung  durch  Zerlegung  derselben  in  ihre  Seitenbewe- 
gungen vereinfachende  Gesichtspunkte  gewinnen,  wie  schon  die 
Theorie  der  parabolischen  Bewegungen  als  Beispiel  zeigte.  Wenn 
man  die  Beschleunigung  p  dann  das  eine  Mal  aus  den  Seitenbewe- 
gungen, das  andere  Mal  mittelst  der  Gleichung  94)  aus  der  resul- 
tirenden  Bewegung  bestimmt,  so  erhält  man  durch  Gleichsetzung 
beider  Werthe  eine  Gleichung  flir  den  Krümmungshalbmesser  der 
Bahnlinie. 

Wenn  ein  materieller  Funkt  eine  Kreislinie  vom  Halbmesser  r 
in  gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  u  durchläuft^ 
so  ist  die  Gentripetal-Beschleunigung: 

95)  ;,= 

Wenn  gleichzeitig  die  Ebene  des  Kreises  eine  geradlinig  fort- 
schreitende gleichförmige  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  o 
ausführt,  so  kommt  durch  «diese  zweite  Bewegung  keine  neue 

Beschleunigung  zu  der  vorigen  hinzu.    Folglich  hat  auch  die  resul- 

II« 
tirende  Bewegung  noch  die  Beschleunigung  — 

Schraubenlinie. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Schrau- 
benlinie, wenn  die  Geschwindigkeit  e  rechtwinkelig  zur  Ebene 
des  Kreises  gerichtet  ist.  Für  die  resultirende  Geschwindigkeit 
erhält  man  (nach  Fig.  98)  die  Gleichung : 


v*  =  M*  +  & 


-  {—)'■ 

\cos  aj 


Da  u  und  c  constant  sind,  so  ist  auch  v  constant;  der  Punkt  durch- 
läuft also  die  Schraubenlinie  in  gleichförmiger  Bewegung.    Die 
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Fig.  98. 


96)    Q  = 


Centripetal-Beschleunigang  der  Schrau- 
benlinien -  Bewegung  muBS  gleich  der 
Centripetal- Beschleunigung  der  Kreis- 
bewegung sein.  Wenn  also  mit  q  der 
ErttmmungshalbmesBer  der  Schrauben- 
linie bezeichnet  wird^  so  erhält  man  die 
Gleichung: 


V' 


w 


welche  nach  Substitution  des  für  v*  ge- 
fundenen Werthes  f&r  q  au^elöst  die 
Form  annimmt: 


cosa* 


Cycloide. 

Die  Bahnlinie  der  resultirenden  Bewegung  wird  eine  Cycloide, 

wenn  die  Richtungslinie  der  fortschreitenden  Bewegung  in  die 

Ebene  der  Kreislinie  hineinfällt;  eine  gemeine  Cycloide,  wenn 

zugleich  die  beiden  Geschwindigkeiten  u  und  c  gleiche  Grössen 

II» 
haben.    Die  Sichtung  der  Beschleunigung  —  geht  stets  durch  den 

Mittelpunkt  M  der  Kreislinie,  fällt  also  in  dem  Augenblicke,  wo 

die  beiden  Geschwindigkeiten  u 
.und  c  gleiche  Richtung  haben, 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
zusammen  mit  der  Centripetal- 
Beschleunigung  der  Cycloiden- 
Bewegung  (siehe  Fig.  99).  Die 
Gleichsetzung  der  beiden  Cen- 
tripetal-Beschleunigungen : 

Q  r 

ergiebt  für  den  Krümmungshalb- 
messer der  Cycloide  im  Scheitelpunkte  die  Gleichung: 

97)    Ö5  =  ,  =  r.i^, 

welche  ftir  die  gemeine  Cycloide  die  Form  annimmt: 

(2«)» 


=  4r. 
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Um  für  eine  beliebige  andere  Stelle  P  den  ErümmnngBhalbmesser  der 

gemeinen  Cycloide  zu  bestinunen,  würde  man  die  nach  dem  Funkte  M  hin 

gerichtete    resultirende    Be- 
Fig.  100.  „« 

schleonigong  —  in  zwei  Sd- 

tenbeschleonigongen  zu  zer- 
legen haben,  Ton  denen  die 
eine  mit  der  Richtung  der 
resultirenden  Geschwindigkeit 
v,  die  andere  mit  der  Rich- 
tung des  Krümmungshalbmes- 
sers PO  zusammenfällt,  und 
die  letztere  dann  der  Gentri- 
petal-Beschleunigung  der  Gy- 
cloiden- Bewegung  gleichzu- 
setzen haben.  Aus  Fig.  100 
findet  man  für  die  Seitenbe- 
schleunigung in  der  Richtung  PO  den  Werth: 

-riny. 

» 

und  für  die  Gentripetal -Beschleunigung  der  Gycloiden- Bewegung  den  Werth: 

^,        (2usin^y 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  erh&lt  man  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser ^  die  Gleichung: 

98)     ÖP=^  — 4rsin~ 


Parabel. 

Die  gegebene  Parabel  kann  angesehen  werden  als  eine  nach 
dem  Gesetze  der  parabolischen  Bewegong  beschriebene  Bahnlinie 
(yergl.  §  14  nnd  §  25).  Die  Anfangsgeschwindigkeit  c  (im  Schei- 
telpunkte S)  und  die  constante  Beschleunigung  p  dieser  parabo- 
lischen Bewegung  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung 
ihrer  Bahnlinie  (vergl.  §  14  Gleichung  29): 

mit  der  gegebenen  Gleichung  der  Parabel: 

100)  y*  =  ila? 

ttbereinstimmt ;  d.  h.  die  Grössen  c  und  p  müssen  der  Bedingung 
entsprechen: 

101)  —  =  A. 
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Um  fttr  irgend   eine   Stelle  P  den  Ejümmungshalbmesser 

OP^=^Q  zu  bestimmen,  zerlegt  man  die  Beschleunigung /?  in  ihre 
beiden  Seitenbeschleunigungen  tangential  und  normal  zur  Bahn- 
linie und  setzt  die  letztere  gleich  der  Gentripetal-Beschleunigung. 

Nach  Fig.  101  führt  dies  zu- 
nächst zu  der  Gleichung: 

102)    ;?sina«= — , 

Q 
welche  nach  Substitution  des 

Werthes  v  =  -; —  für  o  auf- 

sma         ^ 

gelöst  die  Form  annimmt: 


103)    Q  = 


der  lebendigen  Ej*aft  der  Werth: 
104) 


Für  die  Geschwindigkeit  v 
ergiebt  sich  nach  dem  Principe 


und  mit  Benutzung  desselben  kann  man  die  Grösse  sin  a  nunmehr 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

105) 


sin  er  = 


Wenn  man  z.  B.  p^g  ^  9,81  and  ^ »  10  setzt,  so  wird  nach  Glei- 

Wenn  femer:  a:«=20"»  gesetzt  wird,  d.h. 


10 


chunglOl):  g  =  |/^*^^^"^  =7"» 

wenn  für  diejenige  Stelle,  deren  Abscisse  gleich  20'»  ist,  der  Erümmungshalb- 
mesaer  berechnet  werden  soll,  so  erhält  man  die  Werthe: 

r=xy7»  +  2.9,8l.20-=21»      sina        ^         ^         "  "'^ 


21  -T  '^^  ^  = 


•••'  (!)■ 
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ACHTES  CAPITEL. 

Belatiye  Bewegung  des  materiellen  Punktes. 

§  36. 
Relative  Bewegung  in  glelchfSmiig  fortschreitenden  Räume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine 
geradlinige  gleichförmige  Bewegung  ausführt ,  und  der  Baum,  in 
welchem  diese  Bewegung  geschieht,  gleichzeitig  in  irgend  einer 


Bitt«r,  MeehMii]:.    5.  Aafl. 
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anderen  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  geradlinig  fort- 
schreitet, so  ist  die  wirkliche  oder  absolute  Geschwindigkeit  w 
des  materiellen  Punktes  die  Besultirende  jener  beiden  Geschwin- 
digkeiten und  wird  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die 

Diagonale  A  D  des  aus  den  beiden 
Geschwindigkeiten  v  und  c  con- 
struirten  Parallelogrammes  A  BD  C 
dargestellt  (Fig.  102).  Im  Gegen- 
satze zu  dieser  absoluten  Geschwin- 
p  j  r       digkeit  to  wird  jene  Geschwindig- 

keit V  die  relative  Geschwindig- 
keit in  Beziehung  auf  den  fortschreitenden  Raum  genannt  —  auch 
wohl  die  scheinbare  Geschwindigkeit,  insofern  einem  mit  dem 
Räume  sich  fortbewegenden  Beobachter,  der  von  seiner  eigenen 
Bewegung  Nichts  merkte,  jene  Geschwindigkeit  als  die  wirkliche 
Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  erscheinen  wtlrde. 

Um  aus  den  beiden  gegebenen  Geschwindigkeiten  w  und  c 
die  relative  Geschwindigkeit  v  zu  bestimmen,  mttsste  man  also 
die  wahre  Geschwindigkeit  w  in  zwei  Seitengeschwindigkeiten 
zerlegen  und  zwar  auf  solche  Weise,  dass  eine  von  beiden  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  c 
übereinstimmte ;  die  andere  Seitengeschwindigkeit  würde  dann  die 
gesuchte  relative  Geschwindigkeit  sein.  Eine  solche  Zerlegung 
lässt  sich  indessen  auch  zurückfahren  auf  eine  Zusammensetzung 
zweier  Geschwindigkeiten.  Wie  nämlich  die  Seite  AB  des 
Parallelogramms  ABDC  auch  betrachtet  werden  kann  als  Dia- 
gonale eines  anderen  Parallelogranuns  AEBD^  dessen  eine 
Seite  AE  entgegengesetzte  Richtung  und  gleiche  Grösse  mit  der 
Seite  ^(7  hat,  so  kann  die  relative  Geschwindigkeit  v  auch  an- 
gesehen werden  als  Resultirende  von  folgenden  zwei  Geschwin- 
digkeiten: die  eine  ist  die  wahre  Geschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes,  die  andere  ist  die  entgegengesetzt  genommene  Geschwin- 
digkeit des  fortschreitenden  Raumes.  Es  ergiebt  sich  hieraus  fol- 
gende Regel  für  die  Bestimmung  der  relativen  Geschwindigkeit: 
Man  füge  zu  der  wahren  Geschwindigkeit  noch  die 
entgegengesetzt  genommene  Geschwindigkeit  des  fort- 
schreitenden Raumes  hinzu  und  bestimme  dann  die 
Resultirende  von  diesen  beiden  Geschwindigkeiten. 

SoU  z.  B.  in  einem  mit  der  Geschwindigkeit  c  fliessenden  Wasser  die  wahre 
Bewegung  eines  Kahnes  oder  eines  Schwimmers  rechtwinkelig  zur  Stromrich- 
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tong  mit  der  Geschwindigkeit  w  geschehen,  so  muss  die  relative  Bewegung  in 
Bezug  auf  die  bewegte  Wasseroberfläche  in  der  Bichtung  der  Diagonale  AB  des 
aus  den  Geschwindigkeiten  tv  und  —c  construirten  Parallelogrammes^2>^^ 
geschehen  (Fig.  108),  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit: 

V  «  yw*  +  c*. 

Die  Arbeit  des  Hinüber-Budems  oder  -Schwimmens  würde  gerade  so  gross 

sein,  wie  wenn  eine  Strecke  ^^  in 
Fig.  108.  stillstehendem  Wasser  mit  gleicher 

msijs^mnmex^^  Geschwindigkeit  zurückgelegt  würde ; 

'^tf  die  auÜEUwendende  Anstrengung  also 

um  so  grösser  ausfallen,  je  grösser 
die  Stromgeschwindigkeit  ist. 

>:r JÖ  Für  die  üeberfahrtsdauer  t  erh&lt 

^u  man,  wenn  mit  b  die  Strombreite 

bezeichnet  wird,  die  Gleichung: 


\.  1 


« 


Es  würde  also  z.B.  wenn  ft  — 1200%  t>  =  2%  <7=1"»,6  ist,  die  üeber- 
fahrtsdauer /««  -B  1000  Secunden  betragen.   Wäre  dagegen  v<:c, 

y-l*  — 1,6« 

so  würde  /  imaginär ,  d.  h.  es  würde  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  möglich 
sein,  den  Punkt  G  von  dem  Punkte  A  aus  auf  geradem  Wege  zu  erreichen. 

Wenn  statt  dessen  die  relative  Bewegung  rechtwinkelig  zur  Stromrich- 
tung geschieht  (Fig.  104),  so  wird  zwar  die  wirklich  zurückgelegte  Strecke  AG 

um  so  länger  ausfallen,  je  grösser  die 
Fig.  104.  Stromgeschwindigkeit  ist    Da  aber  die 

ffmmMam;/m/ummm»m/frnf/^^^^^^  Arbeit  dcs  Budems  odcr  des  Schwim- 

~"'0t?  mens  nur  von  der  in  Bezug  auf  die 

.."'''  bewegte  Wasserfläche  ausgeführten  re- 

lativen Bewegung  abhängt,  so  hat  in 


B 

T 


'^  r  diesem  Falle  die  Stromgeschwindigkeit 

^  ^..  gar  keinen  Einfluss  auf  die  Gesammt- 

p     1  ^  Anstrengung.  Handelt  es  sich  also  nur 


MX 


mmmi/xmismmmmimmwmmmimim      darum,  überhaupt  das  jenseitige  Ufer 

zu  erreichen  —  wenn  auch  nicht  an 

der  gerade  gegenüberliegenden  Stelle 

—  so  macht  es  hinsichtlich  der  erforderlichen  Anstrengung  durchaus  keinen 

Unterschied,  ob  ein  stillstehendes  Wasser  oder  ein  reissender  Strom  die  beiden 

Ufer  trennt. 

£s  würde  z.  B.  bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Zahlenwerthen 
^»  1200%  t;«2»  die  Üeberfahrtsdauer  unabhängig  von  der  Stromgeschwin- 
digkeit c  unter  allen  Umständen  die  Grösse  /  —  —  —  — ^r—  =»  600  Secunden 

haben. 

Die  Richtung,  welche  einem  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortschreitenden 
Bohre  gegeben  werden  muss,  wenn  eine  in  der  Richtung  AD  mit  der  Geschwin- 
digkeit w  sich  bewegende  Kugel  die  Achsenrichtung  des  Rohres  durchlaufen 

9* 
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Fig.  105. 


soll,  ohne  die  innere  Wandfl&che  desselben  za  berOhren,  findet  man,  indem 
man  die  Diagonale  AB  des  aus  den  Geschwindigkeiten  tv  und  — c  gebildeten 

Parallelogramms  ADBE  constmirt  (Fig.  105).  Ge- 
nau auf  dieselbe  Weise  kann  man  die  Richtung 
\  bestimmen,  welche  dem  Fernrohre  eines  an  der 

fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  theilnehmen- 
den  Beobachters  gegeben  werden  muss,  damit  das- 
selbe den  Yon  einem  Fixsterne  S  ausgesendeten 
Lichtstrahl  auffange  (Fig.  106).  Das  Femrohr 
muss  mit  der  Verbindungslinie  AS  zwischen  Erde 
und  Fixstern  einen  Winkel  a  einschliessen,  wel- 
cher für  den  Augenblick,  in  welchem  die  Bewe- 
gungsrichtung der  Erde  rechtwinkelig  zu  jener 
Verbindungslinie  steht,  zu  bestimmen  ist  aus  der 
Gleichung: 


tga 


w 


Fig.  106. 


—^ 


I 


Die  Geschwindigkeit  w  des  Lichtstrahls  be- 
trägt ungefähr  40  000  Meilen  pro  Secunde  und  die 
mittlere  Geschwindigkeit  r,  mit  welcher  die  Erde  auf  ihrer  Bahn  um  die  Sonne 
sich  bewegt,  beträgt  ungefähr  4  Meilen  pro  Secunde.    Es  ist  also  ungefähr: 

tg  a  — :  0,0001,    oder :    a  »  20  See. 

Da  dem  Beobachter  diejenige  Stelle  des  Himmels,  nach  welcher  das  Fem- 
rohr zeigt,  der  Ort  des  Fixsterns  zu  sein  scheint,  so  wird  far  ihn  der  Stern 

nicht  an  seinem  wirklichen  Orte  5,  sondern  an  der  Stelle 
S^  zu  stehen  scheinen,  also  nach  deijenigen  Seite  hin  yer- 
schoben,  nach  welcher  die  Bewegung  der  Erde  gerichtet  ist. 
Diese  yon  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  her- 
rührende Abweichung  des  scheinbaren  Ortes  von  dem  wah- 
ren Orte  eines  Fixsternes  wird  die  Aberration  des  Lich- 
tes genannt.  Da  die  Bewegungsrichtung  der  Erde  während 
ihres  Umlaufes  um  die  Sonne  beständig  sich  ändert,  so  ist 
auch  die  Verschiebung  des  scheinbaren  Ortes  eines  Fix- 
sternes in  beständiger  Aenderung  begriffen.  In  Folge  dessen 
beschreibt  der  scheinbare  Ort  eines  jeden  Fixsternes  im 
Laufe  eines  Jahres  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  wahre 
Ort  des  Sternes  ist;  für  Steme,  welche  in  der  Ebene  der 
Erdbahn  liegen,  geht  diese  Ellipse  in  eine  gerade  Linie 
über,  und  für  einen  Stern,  welcher  in  der  Achse  der  Erd- 
bahn (im  Pole  der  Ekliptik)  sich  befindet,  wird  die  Ellipse  eine  Kreislinie. 

Eine  horizontale  Platte  AB^  welche  in  horizontaler  Bichtung  mit  der  con- 
stanten  Geschwindigkeit  w  sich  bewegt,  hat  in  Bezug  auf  die  senkrecht  mit 
der  (constant  vorausgesetzten)  Geschwindigkeit  c  herabfallenden  Regentropfen 
eine  relative  Geschwindigkeit  v,  welche  man  erhält,  indem  man  aus  der  Ge- 
schwindigkeit w  und  der  entgegengesetzt  genommenen  Geschwindigkeit  c  die 
Resultirende  bildet  (Fig.  107).  Während  der  Zeit  t  fängt  die  Platte  alle  die- 
jenigen Regentropfen  auf,  welche  zu  Anfang  dieses  Zeitraumes  in  dem  prisma- 
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Fig.  108. 


tischen  Räume  AB  CD  enthalten  waren,  also  in  einem  Prisma,  welches  denselben 
Bauminhalt  hat  wie  das  Prisma  ABEF.    Die  Regenmenge,  welche  die  Platte 

w&hrend  der  Zeit  t  auffängt,  ist 
Fig.  107.  also    unabhängig    yon    der   Ge- 

O  Jf  E  B^  schwindigkeit,    mit  welcher  die 

PUtte  sich  bewegt,  und  stets 
gleich  derjenigen  Regenmenge, 
welche  die  ruhende  Platte  wäh- 
rend dieses  Zeitraumes  auffangen 
wflrde. 

Eine  y er ticale  Platte,  welche 
in  horizontaler  Richtung  mit  der 
Constanten     Geschwindigkeit    n> 
sich  bewegt,  fängt  während  Zu- 
rücklegung   der  Strecke  s  alle 
dierjenigen  Regentropfen  auf,  welche  zu  Anfang  der  Bewegung  in  dem  Prisma 
ABCD  enthalten  waren  (Fig.lOS),  also  in  einem  Prisma,  welches  denselben  Raum- 
inhalt hat  wie  das  Prisma  ABEF,    Die 
während  Zurücklegung  der  Strecke  s  auf- 
gefangene Regenmenge  ist  also  unabhängig 
von  der  (Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Platte  sich  bewegt. 

Bei  horizontaler  gleichförmiger  Bewe- 
gung sind  also  die  von  einer  horizon- 
talen Fläche  pro  Zeiteinheit  aufgefan- 
gene Regenmenge  und  die  von  einer  ver- 
ticalen  Fläche  pro  Längeneinheit  der 
Bewegung  aufgefangene  Regenmenge  beide 
vollkommen  unabhängig  von  der  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  die  Fläche  sich  bewegt. 

Der  Satz  von  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit gilt  anch  fbr  ungleich- 
förmige und  krummlinige  fortschrei- 
tende Bewegungen:  denn  das  Wort 
„Geschwindigkeit*"  bezieht  sich  (wie  in  Gap.  U.  und  Gap.  III.  er- 
klärt wurde)  allemal  auf  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung, 
und  zwar  diejenige,  mit  welcher  die  betreffende  ungleichförmige 
Bewegung  am  meisten  übereinstimmt  in  einem  bestimmten  Zeit- 
punkte. Wenn  also  fbr  diesen  bestimmten  Zeitpunkt  die  relative 
Geschwindigkeit  in  Beziehung  auf  den  fortschreitenden  Baum  ge- 
sucht wird,  so  findet  man  dieselbe,  indem  man  von  der  wahren 
Geschwindigkeit  und  von  der  entgegengesetzt  genommenen  Ge- 
schwindigkeit des  fortschreitenden  Raumes  fttr  diesen  Zeitpunkt 
die  Resultirende  bildet. 

Femer  bleibt  der  bewiesene  Satz  auch  dann  noch   gültig, 


h^et 
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wenn  das  Wort  „Geschwindigkeit*^  mit  dem  Worte  „Bewegung* 
vertauscht  wird.  Man  bestimmt  die  relative  Bewegung  und  den 
relativen  Ort,  indem  man  die  Bahnstrecke,  um  welche  der  fort- 
schreitende Baum  inzwischen  vorgerückt  ist,  in  entgegengesetztem 
Sinne  genonmien  von  dem  wahren  Orte  aus  abträgt. 

So  findet,  man  z.  B.  die  Bahnlinie  der  relatiYen  Bewegung  eines  gewor- 
fenen Körpers  in  Beziehung  auf  einen  fortschreitenden  Raum  (etwa  eines 

Steines,  der  in  das  eine  Fenster 
Fig.  109.  emes  im  Fahren  begriffenen  Wa- 

gens hinein  und  aus  dem  anderen 
wieder  hinausfliegt),  indem  man 
die  den  einzelnen  Zeitpunkten  ent- 
sprechenden relativen  Orte  nach 
und  nach  auf  die  eben  angegebene 
Weise  aufsucht  (Fig.  109).  Man 
findet  den  nach  der  Zeit  r,  er- 
reichten relativen  Ort  P^,  indem 
man  von  dem  nach  dieser  2jeit 
erreichten  wirklichen  Orte  0^ 
aus  eine  Strecke  0^  P^  abträgt, 
welche  entgegengesetzte  Richtung 
und  gleiche  Grösse  hat  mit  der- 
jenigen Strecke,  um  welche  in 
der  Zeit  t^  der  Wagen  vorgerückt 
ist.  Auf  gleiche  Weise  sind  die 
nach  den  Zeiten  ^s,  ^a . . .  erreich- 
ten relativen  Orte  P^y  -Pj . . .  zu 
bestimmen;  die  Verbindungslinie  aller  dieser  Punkte  bildet  die  Bahnlinie  der 
relativen  Bewegung. 


§  37. 
Relative  Bewegung  im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  von  der  relativen 
Geschwindigkeit  behält  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit,  wenn 
das  Wort  „Geschwindigkeit"  mit  dem  Worte  „Beschleunigung" 
vertauscht  wird,  und  kann  in  dieser  Form  benutzt  werden  zur 
Bestimmung  der  relativen  Bewegung  in  einem  mit  Beschleunigung 
(geradlinig  oder  krummlinig)  fortschreitenden  Baume. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  Bewegung  mit  der  Beschleu- 
nigung r  ausführt  in  einem  Räume,  welcher  selbst  wiederum  mit 
der  Beschleunigung  p  fortschreitet,  so  ist  seine  wirkliche  Beschleu- 
nigung Ar  die  Resultirende  von  r  und  Pj  folglich  durch  die  Diago- 
nale des  aus  den  beiden  Beschleunigungen  r  und  p  construirten 
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Parallelogramms  ACDB  darzostellen  (Fig.  110).    Die  Seite  AB 
dieses  Parallelogramms  bildet  zugleich  die  Diagonale  des  Paral- 
lelogramms ABBE]  die  relative 
Beschleunigung  r  kann  daher  be- 
trachtet werden  als  die  Resulti- 
rende   von   folgenden  zwei  Be- 
schleunigungen:   die  eine  k  ist 
die   wahre   Beschleunigung    des 
materiellen  Punktes,  die  andere 
ist  die  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung genommene  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes. 
Wenn  k  die  wahre  (oder  absolute)  Beschleunigung  eines  ma- 
teriellen Punktes  von  der  Masse  m  ist,  so  hat  die  wahre  auf  den- 
selben wirkende  Totalkraft  jedenfalls  die  Grösse: 

mk^K. 

I  Auf  gleiche  Weise  sind  die  den  beiden  Seitenbeschleunigungen 

I  r  und  p  entsprechenden  Kräfte  ihrer  Grösse  nach  auszudrücken 

!  durch  die  Producte: 

i  mr  =  R    und    mp  =  P, 

während  die  Richtungen  dieser  Kräfte  mit  den  Richtungen  der 
ihnen  entsprechenden  Beschleunigungen  zusammenfallen. 

Was  insbesondere  die  Kraft  R  betrifft,  so  hat  dieselbe  fol- 
gende Bedeutung:  es  ist  diejenige  Kraft,  welche  in  einem  ruhen- 
den Räume  dem  materiellen  Punkte  eine  Bewegung  ertheilen 
würde,  die  genau  übereinstimmt  mit  seiner  relativen  Bewegung 
in  Bezug  auf  den  fortschreitenden  Raum.  Diese  Kraft  R  kaiin 
demnach  die  relative  Kraft  genannt  werden,  oder  auch  die 
scheinbare  Kraft,  insofern  ein  an  der  Bewegung  des  fort- 
schreitenden Raumes  theilnehmender,  von  seiner  eigenen  Bewe- 
gung Nichts  merkender  Beobachter  statt  der  wahren  Kraft  K  die 
Kraft  R  als  die  auf  den  materiellen  Punkt  wirkende  Totalkraft 
ansehen  würde. 

Hiemach  lässt  sich  in  dem  Satze  von  der  relativen  Beschleu- 
nigung das  Wort  „  Beschleunigung "  auch  durch  das  Wort  „  Kraft " 
ersetzen;  und  ergiebt  sich  fttr  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
wegung im  ungleichförmig  fortschreitenden  Räume  die  folgende 
Regel : 

Man  betrachte  den  fortschreitenden  Raum  als  ruhend, 
füge  die  seiner  Beschleunigung  p  entsprechende,  aber 
entgegengesetzt  genommene  Kraft  mp^^P  zu  der  wahren 
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Fig.  lU. 


auf  den  materiellen  Punkt  wirkenden  Totalkraft  K 
noch  hinzu  und  bestimme  nunmehr  von  diesen  beiden 

Kräften  P  und  K  die  Mittel- 
kräftig.  Die  von  dieser  Kraft 
R  hervorgebrachte  Bewe- 
gung ist  die  gesuchte  rela- 
tive Bewegung  in  Beziehung 
auf  den  fortschreitenden 
Baum  (Fig.  lU). 
Die  relative  Bewegung  eines  freifallenden  Körpers  in  Bezug  auf  einen  mit 
der  Beschleunigung  p  fortschreitenden  Raum  geschieht  gerade  so,  wie  wenn 
eine  dieser  Beschleunigung  entgegengerichtete  Kraft  mp  noch  ausser  dem  Ge- 
wichte mg  auf  den  Körper  wirkte.  Ist  die  Beschleunigung  p  vertical  abw&rts 
gerichtet,  so  geschieht  die  relative  FaUbewegung  gerade  so,  als  ob  (statt  des 
wirklichen  Gewichtes)  eine  Kraft: 

R  WIM  mg  —  mp, 
welche  das  relative  (oder  scheinbare)  Gewicht  genannt  werden  kann,  auf  den 
Körper  wirkte.    Die  relative  Fallbeschleunigung  ist  daher  in  diesem  Falle: 

Wenn  hierbei  p  grösser  wäre  als  g^  so  würde  r  negativ,  d.  h.  die  relative 
Fallbewegung  würde  alsdann  von  unten  nach  oben  gerichtet  sein  und  in  dieser 

Richtung  mit  der  Beschleunigung  p-^g 
vor  sich  gehen.  Eine  an  dem  Punkte  O 
mittelst  eines  Fadens  aufgeh&ngte  Kugel 
würde  in  einem  so  beschleunigten  Räume 
nach  oben  hin  hängen,  und  der  Faden  da- 
bei mit  der  Kraft  mip—g)  gespannt  sein 
(Fig.  112).  Aus  dieser  relativen  Gleichge- 
wichtslage ein  wenig  entfernt  und  dann 
losgelassen,  würde  ein  solches  Pendel 
Schwingungen  ausführen,  deren  Dauer 
nach  Gleichung  93)  annähernd  die  Grösse: 

Y  p-g 

haben   würde.     Ein   in   diesem   Räume 

stehend  die  Schwingungen  Beobachtender 

würde   den  Kopf  nach   unten   und   die 

Füsse  nach  oben  wenden. 

Wenn  dagegen  die  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes  von 

unten  nach  oben  gerichtet  ist,  so  ergeben  sich  für  das  relative  Gewicht  und 

die  relative  Fallbeschleunigung  resp.  die  Werthe: 

R^m{g+p),     r^g+p. 
Hat  die  Beschleunigung  p  des  fortschreitenden  Raumes  eine  horizontale 
Richtung  z.  B.  von  links  nach  rechts,  so  ist  eine  Kraft  mp  in  der  Richtung 
von  rechts  nach  links  hinzuzufügen,   man  erhält  daher  (nach  Fig.  113)  ftLr 
relatives  Gewicht  und  relative  Fallbeschleunigung  resp.  die  Werthe: 


Fig.  112. 
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und  die  Richtungen  derselben  würden  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

*  9 

Die  Bahnlinie  der  relativen  Bewegung  eines  geworfenen  Körpers  würde  in 

einem  so  beschleunigten  Baume  eine  Parabel  sein,  deren  Achse  den  Winkel  a 

mit    der    Yerticalen    ein- 

Fig.  113. 


mp^ 


VW(^ 


V(»»^)-+(mp)« 


schliesst,  und  die  Glei- 
chungen dieser  relativen 
Wurfbewegung  würden 
sich  aus  den  in  §  24  ge- 
fundenen Gleichungen  er- 
geben,   wenn  man  darin 

überall  V^*  +;?»  statt  g 
substituirt. 

Ein  in  diesem  Räume 
aufgehängtes  Pendel  würde 
in  seiner  relativen  Gleich- 
gewichtslage ebenfalls  den 
Winkel  a  mit  der  Yertica- 
len einschliessen,  und  um 
die  Schwingungsdauer  des- 
selben zu  erhalten,  würde 
man  in  Gleichung  93)  ebenfalls  statt  g  den  oben  für  die  relative  Fallbeschleu- 
nigung r  gefundenen  Werth  zu  substituiren  haben,  also  ist: 

—VT- 

Die  relatiye  Kraft  ist  bedingt  durch  die  Beschleunigung 
des  fortschreitenden  Baumes;  sie  ist  dagegen  vollkommen  unab- 
hängig Yon  der  Bichtung  und  Grösse  der  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  der  Baum  sich  zur  Zeit  bewegt  Sobald  man  aus 
der  wahren  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  und 
aus  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  fortschreitenden  Baumes  — 
nach  den  in  §  36  gefundenen  Begeln  —  die  relative  Anfangsge- 
schwindigkeit bestimmt  hat,  kann  man,  wenn  nur  die  relative 
Kraft  ftir  jeden  Augenblick  bekannt  ist,  die  weitere  Fortsetzung 
der  relativen  Bewegung  behandeln,  ohne  auf  die  Geschwindig- 
keit des  fortsehreitenden  Baumes  irgend  weitere  Bücksicht  zu 
nehmen;  d.  h.  man  kann  den  Baum  fortan  als  ruhend  ansehen. 

Welcher  Art  auch  immer  die  wahre  Bewegung  eines  von 
Kräften  getriebenen  materiellen  Punktes  sein  möge:  derselbe  kann 
stets  als  in  relativem  Buhezustande  (mithin  auch  in  relativem 
Gleichgewichtszustande)  sich  befindend  angesehen  werden,  und 
zwar  in  Bezug  auf  einen  fortschreitenden  Baum,  welcher  genau 
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dieselbe  Bewegung  ausfuhrt.  Jeder  materielle  Punkt  befindet  sich 
in  relativem  Gleichgewichtszustande  in  Bezug  auf  seinen  eigenen 
Ort  Wenn  einem  Körper  von  der  Masse  m  die  Beschleunigung  p 
ertheilt  wird  durch  eine  mittelst  eines  Fadens  auf  ihn  übertragene 
Zugkraft  Z^  so  kann  man  diese  Bewegung  als  relativen  Gleich- 
gewichtszustand auffassen,  bei  welchem  die  Zugkraft  Z  durch  eine 
entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  mp  relativ  aufgehoben  wird. 
Der  Faden  wird  dabei  gerade  so  gespannt,  wie  wenn  derselbe 
ruhte,  und  der  Zugkraft  Z  ein  Widerstand: 

W  =  mp 

entgegenwirkte.  Da  diese  Kraft  der  trägen  Masse  des  Körpers 
proportional  ist  und  überhaupt  in  der  Eigenschaft  der  Trägheit 
ihren  Ursprung  hat,  so  kann  man  dieselbe  den  Trägheitswider- 
stand des  Körpers  nennen.  In  gleichem  Sinne  ist  es  zulässig, 
auch  bei  der  relativen  Bewegung  des  Körpers  in  Beziehung  auf 
irgend  einen  anderen  beschleunigten  Raum  eine  der  Beschleuni- 
gung p  dieses  Raumes  entsprechende,  aber  entgegengesetzt  ge- 
nommene Kraft  mp  abkttrzungs weise  mit  dem  Worte  Trägheits- 
wider stand  zu  bezeichnen,  wobei  jedoch  stets  in  Erinnerung  zu 
behalten  ist,  dass  dieses  Wort  nicht  eine  wirklich  vorhandene 
Kraft  bezeichnet,  sondern  dass  dieser  Benennung  die  Auffassung 
der  Bewegung  sds  einer  relativen  Bewegung  zu  Grunde  liegt. 

In  diesem  Sinne  darf  man  dem  oben  bewiesenen  Satze  von 
der  relativen  Kraft  auch  die  folgende  kürzere  Fassung  geben: 

Die  relative  Kraft  ist  die  Mittelkraft  aus  der 
wahren  Kraft  und  dem  Trägheitswiderstande. 

§  38. 

Relatives  Gleichgewicht  Im  gleichförmig  sich  drehenden  Räume. 

Gentrifugal-Eraft  Schwungkugel-Regulator.  Veränderlichkeit 

der  Fallbeschleunigung. 

Die  wahre  Bewegung  eines  materiellen  Punktes ,  welcher  in 
einem  gleichförmig  sich  drehenden  Räume  seinen  relativen  Ort 
nicht  ändert,  also  in  relativem  Ruhezustande  sich  befindet,  ist 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung.  Wenn  ein  materieller  Punkt 
eine  gleichförmige  Kreisbewegung  ausführt,  so  bildet  die  Mittel- 
kraft aller  auf  denselben  einwirkenden  Kräfte  stets  die  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtete  Centripetal-Kraft  (§  27).  Wenn 
also  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes,  r  die  Entfernung  des- 
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selben  von  der  Drehachse,  cd  die  Drehgesehwindigkeit  des  Raumes 
ist  (Fig.  114),  so  hat  die  wahre  auf  den  materiellen  Punkt  wir- 
kende Totalkraft  nach  Gleichung  64) 
Fig.  114.  die  Grosse : 

,^»«^«>'  K^mru)^ 

und  wirkt  in  der  Richtung  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Kreisbahn.  Da  der 
materielle  Punkt  zugleich  in  Bezug 
auf  den  bewegten  Raum  in  relatiyem 
Gleichgewichtszustande  sich  befin- 
det, so  kann  man  diese  Kraft  K  als 
durch  eine  entgegengesetzt  gerich- 
tete Kraft  von  gleicher  Grösse  mro)* 
relativ  aufgehoben  ansehen.  Diese 
letztere  Kraft  ist  in  der  Richtung  des 
Halbmessers  nach  aussen  gerichtet  und  wird  Centrifugal-Kraft 
genannt. 

Ein  materieller  Punkt,  welcher  im  gleichförmig 
sich  drehenden  Räume  seinen  relativen  Ort  nicht  ver- 
lässt,  wird  also  von  der  Gentripetal-Kraft  und  der 
Centrifugal-Kraft  im  relativen  Gleichgewicht  gehalten. 
Die  Centrifugal-Kraft  ist  die  der  Centripetal-Beschleunigung 
des  relativen  Ortes  entsprechende,  aber  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung genommene  Kraft,  bildet  also  (nach  §  37)  den  Trägheits- 
widerstand des  materiellen  Punktes  flir  diesen  Fall.  Sie  ist  — 
wie  überhaupt  die  Trägheitswiderstände  —  nicht  als  eine  wirklich 
vorhandene,  sondern  nur  als  eine  scheinbar  wirkende  Kraft  auf- 
zufassen, insofern  ein  an  der  Bewegung  des  Raumes  theilnehmen- 
der,  von  derselben  aber  Nichts  merkender  Beobachter  aus  der 
scheinbaren  Ruhe  des  materiellen  Punktes  den  Schluss  ziehen 
würde,  dass  ausser  der  wahren  nach  dem  Drehungsmittelpunkte 
wirkenden  Kraft  noch  eine  zweite  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft 
auf  denselben  wirkt,  welche  gerade  gross  genug  ist,  um  jene  auf- 
zuheben. 

Für  das  Auffinden  der  Bedingungen,  unter  welchen  ein  im 
gleichförmig  sich  drehenden  Räume  relativ  ruhender  materieller 
Punkt  seinen  relativen  Ort  nicht  verlässt,  ergiebt  sich  hiemach 
die  folgende  Regel. 

Man  betrachte  den  sich  drehenden  Raum  als  ruhend, 
füge  zu  der  wahren  auf  den  materiellen  Punkt  wir- 
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mraif 


kenden  Kraft  noch  die  Gentrifngal-Kraft  hinzu,  and 
wende  alsdann  die  Bedingungsgleichungen  des  abso- 
luten Gleichgewichts  an. 

Die  Anwendung  dieser  Regel  auf  das  in  §  27  erkl&rte  und  in  Fig.  66  dar- 
gestellte Centrifugal- Pendel  fahrt  zu  derselben  Bedingungsgleichong,  welche 

dort  bereits  für  den  Elongations- 
Fig.  115.  Winkel  a  gefanden  wurde.    Die 

am  Ende  des  Fadens  h&ngende 
Kugel  kann  angesehen  werden  als 
im  relativen  Gleichgewichtszu- 
stände befindlich  in  Bezug  auf 
einen   Raum,    welcher  mit   der 

Winkelgeschwindigkeit   a  i»  — 

um  die  Yerticale  des  Aufh&nge- 
punktes  sich  dreht  (Fig.  115).  Die 
wahren  auf  die  Kugel  wirkenden 
Kr&fte  sind  das  Gewicht  der  Kugel 
mg  und  die  Spannung  des  Fadens 
5.  Fügt  man  noch  die  Centn- 
fugal-Kraft  mra*  hinzu,  so  kann 
man  nunmehr  die  Kugel  als  unter 
Einwirkung  der  drei  Kr&fte  mg, 
5,  mrof*  im  relativen  Gleichge- 
wichtszustande befindlich  ansehen.  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist,  dass  die 
Mittelkraft  der  beiden  Kr&fte  mg  und  mrto*  durch  die  Spannung  des  Fadens 
aufgehoben  wird.  Man  erh&lt  also  för  den  Winkel  a,  den  der  Faden  mit  der 
Yerticalen  einschliessen  muss,  die  Bedingungsgleichung: 

tga« = — -r»    oder:    A  =  -»^, 

mg  g         h  £»' 

welche  mit  der  früher  gefundenen  Gleichung  59)  übereinstimmt,  sobald  in  der 
letzteren  reo  statt  v  substituirt  wird. 

Für  ein  Gentrifugal-Pendel,  welches  n  Uml&ufe  pro  Minute  macht,  würde 
<o  B>  -^;r-  .  2 TT  zu  setzeu  sein;  man  erh&lt  also  z.  B.  für  n  »>  35  die  Werthe: 

Ol) 

ö>  —  3,665,  Ä«0V3,  und  für  n  =  40  die  Werthe  o«  4,1888,  Ä^O-,559. 

Wenn  die  Kugel  in  einem  Rohre  AB  eingeschlossen  ist,  welches,  unter 
dem  Winkel  a  gegen  die  Yerticale  geneigt,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  et? 
um  die  yerticale  Drehachse  AC  sich  dreht,  so  befindet  sich  die  Kugel  in  der- 
selben Situation,  wie  wenn  sie  in  dem  ruhenden  Rohre  der  Einwirkung  der 
beiden  Kräfte  mg  und  my  oal^  ausgesetzt  w&re,  deren  Mittelkraft  von  dem 
Gegendruck  iV  des  Rohres  aufgehoben  werden  muss,  wenn  keine  Yerschiebung 
l&ngs  des  Rohres  eintreten  soll  (Fig.  116).  Bedingung  des  Gleichgewichts  ist, 
dass  diese  Mittelkraft  rechtwinkelig  zur  Richtung  des  Rohres  gerichtet  ist; 
man  erh&lt  also  die  Gleichung: 


106)    tga 


myal^       yat* 


oder:    y 


<u*tga 
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Diese  Gleichnng  zeigt,  dass  es  in  dem  Rohre  nur  eine  relative  Gleich- 
l^wichtslage  P  für  die  Kugel  giebt,  insofern  ein  vorgeschriebener  Werth  für  a 

einen  bestimmten  Werth  y  für  die  Ent- 
Fig.  116.  femung  der  Kugel  von  der  Drehachse 

erfordert.  So  z.  B.  für  « =  45"  und 
Ol  es  3,665  (entsprechend  der  Umdre- 
hungszahl n  =  35  pro  Minute)  erhält 
man  y  =  O^jTS.  Sollte  jede  andere 
Stelle  des  Rohres  ebenfalls  eine  Gleich- 
gewichtslage sein,  so  müsste  entspre- 
chend den  verschiedenen  Werthen  von 
y  der  Neigungswinkel  a  des  Rohres 
an  den  verschiedenen  Stellen  verschie- 
dene Werthe  haben,  d.  h.  das  Rohr 
müsste  nach  einer  bestimmten  krum- 
men Linie  gekrümmt  sein,  deren  Form 
auf  folgende  Weise  gefunden  werden 
kann. 
Wenn  in  dem  ruhenden  Rohre  unter  Einwirkung  der  zwei  Kräfte  mg 
and  my<p^  die  Kugel  von  A  nach  P  sich  bewegte,  so  würde  die  Summe  der 
von  den  beiden  Kräften  verrichteten  mechanischen  Arbeiten  die  Grösse  Null 
haben  müssen ;  denn  die  Curve  soll  der  Voraussetzung  nach  so  beschaffen  sein, 
dass  an  jeder  Stelle  die  Mittelkraft  jener  beiden  Kräfte  rechtwinkelig  zu  der 

Richtung  derselben  gerichtet  ist  (Fig.  117). 
Wenn  lüso  mit  33  und  $  resp.  die  von  der 
verticalen  und  von  der  horizontalen  Kraft 
verrichteten  Arbeiten  bezeichnet  werden,  so 
muss  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  sein : 

Die  von  der  constanten  Kraft  mg  ver- 
richtete mechanische  Arbeit  ist: 

3B  «  —  mgx. 

Die  veränderliche  Kraft  myca^  nimmt  pro- 
portional dem  Horizontalwege  y  zu;  die 
von  ihr  verrichtete  Arbeit  lässt  sich  (nach 

der  in  §  21  und  Fig.  41  erklärten  Methode)  durch  die  Fläche  des  Dreiecks  abc 

(Fig.  118)  graphisch  darstellen  und  beträgt : 

^  2 

Nach  Substitution  dieser  beiden  Werthe  nimmt  die 
obige  Bedingungsgleichung  die  Form  an: 

0 „,ga=  +  ^!^,   oder: 

107)    fj'-^x. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Krümmungslinie  des  Rohres  eine  Parabel 
sein  muss,  deren  Parameter  — ^  von  der  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit  a» 


Fig.  117, 


Fig.  118. 


^    I 
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abhängt.  In  einem  solchen  parabolisch  gekrümmten  Rohre  ist  demnach  jede 
Stelle  eine  Gleichgewichtslage  fOr  die  Kngel,  sobald  die  Drehgeschwindigkeit  <o 

des  Rohres  genau  diejenige  Grösse  hat,  bei  welcher  die  Grösse  — ^  mit  dem 

Parameter  der  Parabel  übereinstimmt.  Wenn  statt  dessen  das  Rohr  mit  einer 
anderen  Winkelgeschwindigkeit  sich  drehte,  so  würde  nnnmehr  keine  Stelle 
desselben  eine  Gleichgewichtslage  sein.  W&re  die  Drehgeschwindigkeit  etwas 
zu  gross,  so  würde  die  Kugel  beständig  steigen,  wäre  die  Winkelgeschwindig- 
keit etwas  zu  klein,  so  würde  die  Kugel  beständig  sinken. 

Schwungkugel- Regulator. 

Wenn  man  ein  auf  solche  Art  construirtes  Rohr  an  einer  ver- 
ticalen  Welle  befestigte,  welche  von  einer  Kraft-Maschine  getrieben 

wird,  und  wenn  man  zu- 
Fig.  llö.  gleich  auf  irgend  eine 

Weise  (mittelst  Hebel- 
and Stangenverbindun- 
gen)  die  Engel  mit  der 
Kraft-Quelle  derartig  in 
Verbindung  setzte,  dass 
die  sinkende  Bewegung 
der  Kugel  ein  Oeflhen, 
die  steigende  Bewegung 
der  Kugel  ein  Schliessen 
der  Kraft-Quelle  herbei- 
führte, so  würde  eine 
solche  Vorrichtung  dazu 
dienen  können,  die  Ge- 
schwindigkeit der  Kraft- 
Maschine  zu  reguliren. 

Da  ftlr  solchen  Zweck 
als  Bewegungsgebiet  der 
Kugel  ein  kleines Bogen- 
sttlck  der  ganzen  Parabel 
schon  ausreicht,  so  kann 
—  für  die  Praxis  hin- 
reichend genau  —  statt 
des  Parabelbogens  auch 
ein  Kreisbogen  genom- 
men werden,  dessen  Mit- 
telpunkt mit  dem  Krtlmmnngsmittelpunkte  des  Parabelbogens  zu- 
sammenfällt, und  anstatt  die  Kugel  in  ein  nach  diesem  Kreisbogen 
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gekrümmtes  Rohr  einzuschliesseny  kann  man  dieselbe  auch  an  dem 
Endpunkte  einer  leichten  Stange  befestigen,  welche  in  jenem  Erüm- 
mnngsmittelpnnkte  0  ihren  Drehpunkt  hat  (Fig.  119).  Wenn  die 
Kugel  nach  beiden  Seiten  hin  nur  wenig  von  ihrer  mittleren  Stel- 
lung P  sich  entfernen  kann,  so  wird  sie  alsdann  nahezu  in  der- 
selben Situation  sich  befinden,  wie  wenn  ein  parabolisch  gekrümm- 
tes Bohr  ihre  relative  Bewegungsbahn  bildete. 

Bei  der  Gonstruction  eines  solchen  Regulators  sind  als  gege- 
bene Grössen  zu  betrachten:  erstens,  die  Drehgeschwindigkeit  co, 
mit  welcher  bei  normalem  Gange  der  Maschine  die  verticale  Welle 
sich  dreht;  zweitens,  der  mittlere  Abstand  der  Kugel  von  der  ver- 
ticalen  Drehachse,  für  welchen  je  nach  der  Dicke  der  Welle  und 
der  Kugel  ein  passend  scheinender  Werth  y  willkürlich  angenom- 
men werden  darf.  Die  zu  berechnenden  Grössen  sind:  erstens, 
der  Krümmungshalbmesser  OP^=q  für  die  betreflfende  Stelle  der 

Parabel,  welcher  zugleich  die  Länge  . 
der  Kugelstange  bildet,  zweitens,  die 
Entfernung  ON  =  «,  in  welcher  der 
Drehpunkt  der  Kugelstange  von  der 
verticalen  Drehachse  sich  befinden 
muss  (Fig.  120).  Zur  Berechnung  die- 
ser beiden  Grössen  kann  die  Glei- 
chungen 107)  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  99),  103),  105)  des  §  35 
benutzt  werden,  in  welchen  letzteren 
dreien  für  die  willkürlich  zu  wäh- 
lende Beschleunigung  p  auch  die  Fall- 
beschleunigung g  gesetzt  werden  darf. 
Die  Gleichung  der  zu  construiren- 
den  Parabel  ist  nach  Gleichung  107): 


Fig.  120. 


^-19_ 


r  = 


Q)' 


X, 


Als  Gleichung  der  Bahnlinie  einer  Wurfbewegung,  deren  Hori- 
zontalgeschwindigkeit c  ist,  erhält  man  nach  Gleichung  99): 

.       2c* 

Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  y'  ergiebt  für  die- 
jenige Grösse,  welche  die  Horizontalgeschwindigkeit  c  der  Wurf- 
bewegung haben  muss,  wenn  die  beiden  Parabeln  gleiche  Form 
haben  sollen,  die  Gleichung: 
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2c» 


2» 


oder:    c  =  — 


g  ü)'  (o 

Hiemach  kann  znr  Bestimmung  des  Neigungswinkels  a,  den 

an  der  betreffenden  Stelle  die  Parabel  mit  der  yerticalen  Achse 

einschliesst;  die  Gleichung  105): 

c 
sm  a  = 


benutzt  werden,  in  welcher  für  die  Grösse  o?  der  dem  gegebenen 
Werthe  von  y  entsprechende,  aus  der  obigen  Parabelgleichnng 
zu  entnehmende,  Werth  einzusetzen  ist;  worauf  dann  aus  Glei- 
chung 103): 

c* 

^       j  sin  o* 
der  Krümmungshalbmesser  oder  die  Länge  der  Kugelstange  zu  be- 
stimmen ist.    Die  Grösse  e  ergiebt  sich  endlich  aus  der  Gleichung: 

€  =  LP  —  MP  =  Q  cos  a  —  y. 

Wenn  z.  B.  bei  normalem  Gange  der  Maschine  die  verticale  Welle  35  Um- 
läufe in  jeder  Minate  macht,  so  ist: 


O} 


35  .  29r 


3,665     und     c 


9,81 


=  2«,677. 


60  '''^'^     "  ^  3,665 

Wenn  ferner  der  mittlere  Abstand  der  Kugel  von  der  yerticalen  Drehachse 

y  ==  0°»,4 
betragen  soll,  so  sind  die  Grössen  x  and  a  resp.  zu  berechnen  aus  den  Glei- 
chungen: 

9,81.0,4»       ft„.rtQ.  ,,«  2,677 

—  =  0"',1095,        sina-— 


x  = 


2 . 2,677' 


0,877, 


1/2,677* +  2. 9,81. 0,1095 
a=-61®  18',      cos  a  — 0,48. 
Hiemach  erh&lt  man  für  die  Länge  der  Kogelstange  den  Werth: 

A   tt'J'Jt 

und  für  den  Abstand  ihres  Aufhftngepunktes  von  der  verticalen  Drehachse  die 

Grösse  * 

e  =  1,083  .  0,48  —  0,4  —  0»,120. 

Abhängigkeit  der  Fallbeschleunigung  g  von  der  geographischen 

Breite. 

Da  die  Erde  mit  allen  ihr  angehOrigen  Körpern  fortwährend 
um  ihre  Achse  sich  dreht,  so  ist  der  Gleichgewichtszustand  eines 
an  der  Erdoberfläche  ruhenden  Körpers  nicht  als  ein  absoluter» 
sondern  als  ein  relativer  Gleichgewichtszustand  aufzufassen. 
Man  findet  die  Bedingungen  dieses  relativen  Gleichgewichts,  indem 
man  (der  oben  gefundenen  Regel  gemäss)  den  Körper  als  im  abso- 
luten Ruhezustande  befindlich  ansieht  und  dafür  zu  den  sonstigen 
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auf  ihn  einwirkenden  Kräften  noch  die  seiner  Kreisbewegung  ent- 
sprechende Gentrifugal-Kraffc  hinzurechnet. 

Bei  einem  am  Aequator  ruhen- 
Fig- 121.  den  Körper  ist  die  Centrifugal- 

Kraft  der  Schwere  entgegenge- 
richtet; man  erhält  daher  die 
Kjaft,  mit  welcher  ein  Körper 
daselbst  gegen  seine  Unterlage 
gedrückt  wird  (das  scheinbare 
Gewicht  des  Körpers),  indem 
man  die  Gentrifiigal- Kraft  von 
dem  wahren  Gewichte  des  Kör- 
pers subtrahirt  (Fig.  121).  Die 
Zeit,  in  welcher  die  Erde  eine 
Umdrehung  um  ihre  Achse  JS S  ausführt,  beträgt: 

23^56'  4",1,      oder:      86164,1  See. 
Die  Winkelgeschwindigkeit,  oder  der  Winkel,  um  welchen  die 
Erde  in  jeder  Secunde  sich  dreht,  hat  demnach  die  Grösse: 

'^ = wSj  - ''''' «"  «2. 

Betrachtet  man  die  Erde  als  eine  Kugel  vom  Halbmesser: 

r  =  6  370  000", 

80  erhält  man  fttr  die  Gentrifugal-Kraft  einer  am  Aequator  befind- 
lichen Masse  m  den  Werth: 

108)     iwr  w»  ==  m  .  6  370  000  .  0,000  072  92*  =  i»  .  0,033  87. 

Wenn  also  mit  mp  das  wahre  Gewicht  der  Masse  bezeichnet 
wird  (d.  h.  die  von  der  Erde  auf  den  Körper  ausgeübte  Anziehungs- 
kraft), und  mit  mg^  das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers,  so  er- 
giebt  sich  filr  letzteres  die  Gleichung: 

^9o  =  ^P  —  Tfiro}^  =  mp  —  m  .  0,033  87. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  am 

Aequator: 

109)    g^^p  —  rw^r:=p  —  0"',033  87 

ungefähr  34  Millimeter  weniger  beträgt,  als  sie  betragen  würde, 
wenn  die  Erde  sich  nicht  um  ihre  Achse  drehte. 

Ein  Ort,  dessen  geographische  Breite  =  y  ist,  durchläuft 
während  einer  Umdrehung  der  Erde  den  Umfang  eines  Kreises 
vom  Halbmesser  r  cos  (p  (Fig.  122).  Die  Centrifugal  -  Kraft  einer 
daselbst  befindlichen  Masse  m  wirkt  in  der  Richtung  des  Drehungs- 
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Fig.  122. 
mru/cofl©' 
/       ^ 

^v, ^rcos^cüT 

mrcDCOS^Bm^ 


halbmessers  nach  aossen  und  hat  die  Grösse  m  .  r  cos  97 .  (o^.  Das 
scheinbare  Gewicht  ing^  oder  diejenige  Kraft,  welche  im  gewöhn- 
lichen Leben  das  Gewicht  des 
Körpers  genannt  wird,  ist  die 
Mittelkraft  aus  der  Gentriftigal- 
Kraft  und  dem  wahren  Ge- 
wichte mp,  weicht  demnach 
sowohl  der  Richtung  als  der 
Grösse  nach  von  dem  wahren 
Gewichte  ab.  Zerlegt  man  die 
Centrifugal-Kraft  in  zwei  recht- 
winkelig zu  einander  gerich- 
tete Seitenkräfte,  yon  denen 
die  eine: 

m  .  r  cos  qp  .  w' .  cos  y 
in  der  Richtung  des  Erdhalbmessers  nach  aussen  (also  der  Schwere 
entgegen),  die  andere: 

m  .  r  cos  qp  .  w\  sin  (jp 
in  horizontaler  Richtung  nach  dem  Aequator  hin  wirkt,  und  fasst 
man  die  Wirkungen  dieser  beiden  Seitenkräfte  getrennt  auf,  so 
findet  man,  dass  die  erstere  ftir  sich  allein  nur  eine  Grössen- 
Abweichung  des  scheinbaren  Gewichtes  bedingen  wUrde,  und  dass 
dieRichtungs- Abweichung  allein  durch  die  horizontale  Seiten- 
kraft hervorgebracht  wird.  Da  diese  letztere  rechtwinkelig  zu  der 
Richtung  des  wahren  Gewichtes  gerichtet  und  ausserdem  im  Ver- 
hältniss  zu  demselben  sehr  klein  ist,  so  wird  die  Grösse  des 
scheinbaren  Gewichtes  durch  §ie  so  gut  wie  gar  nicht  beeinfiusst, 
und  darf  daher,  wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der 
Grössen- Abweichung  handelt,  dieselbe  so  berechnet  werden, 
wie  wenn  die  horizontale  Seitenkraft  gar  nicht  vorhanden  wäre. 
Hiernach  erhält  man  für  die  Grösse  des  scheinbaren  Gewichtes 
die  Gleichung: 

mg  ==  mp  —  mrio*  cos  r/)'  =  mp  —  wir  w*  (1  —  sin  9)*), 
woraus  sich  ftlr  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  der  Werth 
ergiebt: 

g  =p  —  r w*  -|-  r w*  sin  qp*  =  jo  +  ^ ^*  sii^  V^- 
Hierin  bedeutet  go  denjenigen  Werth,  welchen  g  annimmt, 
wenn  (p  =  0  gesetzt  wird,  also  die  Fallbeschleunigung  am  Aequa- 
tor, ftlr  welche  durch  directe  Beobachtungen  (mittelst  des  Pendels) 
der  Werth  gefunden  ist: 
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^0  =  9",7806. 

Wenn  man  ausserdem  fttr  rw'  den  in  Gleichung  108)  berech- 
neten Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  die  Abhängigkeit  der 
Fallbeschleunigung  von  der  geographischen  Breite  die  allgemeine 
Gleichung: 

110)    g  =  O'-jTSOe  +  0,033  87  sin  q)\ 

Eine  Vergleichung  der  aus  directen  Pendel-Messungen  an  Orten 
von  verschiedenen  geographischen  Breiten  gefundenen  Werthe  von 
g  mit  den  nach  dieser  Gleichung  berechneten  Zahlenwerthen  zeigt, 
dass  die  beobachteten  Werthe  mit  den  berechneten  Werthen  nicht 
übereinstimmen,  dass  vielmehr,  um  eine  solche  Uebereinstimmung 
herbeizuführen,  dem  numerischen  Coefficienten  von  sin  (p^  in  Glei- 
chung 110)  noch  eine  Gorrection  ertheilt  werden  muss. 

Die  Ursache  dieser  Abweichung  ist  in  der  horizontalen  Seiten- 
kraft der  Centrifugal-Kraft  zu  suchen  —  zwar  nicht  in  dem  direc- 
ten, sondern  vielmehr  in  dem  indirecten  Einflüsse  dieser  Kraft. 
Wenn  nämlich  die  Erde  eine  genaue  Kugelform  hätte,  so  würde 
ein  an  der  Oberfläche  dieser  Kugel  befindlicher  leicht  beweglicher 
Körper  nicht  im  Gleichgewichte  sich  befinden,  vielmehr  würde 
derselbe  durch  jene  horizontale  Seitenkraft  in  Bewegung  versetzt 
werden.  Dasselbe  gilt  von  einem  Wassertheilchen  an  der  Ober- 
fläche des  Meeres.  In  Folge  dessen  hat  die  Meeresoberfläche  — 
und  abgesehen  von  localen  Erhebungen  oder  Senkungen  auch  die 

mittlere  Erdoberfläche  —  eine  von  der 
Kugelfläche  abweichende  Form  angenom- 
men, welche  so  beschaffen  ist,  dass  an 
jeder  Stelle  die  Richtung  der  Mittelkraft 
von  Schwere  und  Centrifugal-Kraft  recht- 
winkelig zu  dieser  Fläche  gerichtet  ist. 
Die  Erde  hat  die  Form  eines  an  den  Polen 
abgeplatteten  Rotations -EUipsoides,  und 
der  Halbmesser  des  Aequators  ist  um  etwa 
20  000  Meter  grösser  als  die  Entfernung 
der  Pole  vom  Erdmittelpunkte  (Fig.  128). 
Da  nach  dem  Gravitations-Gesetze  die  Intensität  der  Anziehungs- 
kraft mit  zunehmender  Entfernung  vom  Anziehungscentrum  ab- 
nimmt, so  ist  auch  das  absolute  Gewicht  eines  Körpers  am  Aequa- 
tor  kleiner  als  an  den  Polen.  Das  scheinbare  Gewicht  muss  daher 
vom  Aequator  nach  den  Polen  hin  in  noch  rascherer  Progression 

10* 


Fig.  123. 
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zunehmen  als  in  Gleichung  HO)  ohne  Berücksichtigung  dieser  Ab* 
weichung  von  der  Kugelgestalt  gefunden  wurde. 

In  der  That  haben  die  Pendel-Beobachtungen  ergeben,  dass 
für  den  numerischen  Coefficienten  von  sin  (p^  anstatt  0,03387  der 
grössere  Werth  0,0506  gesetzt  werden  muss,  wenn  die  Gleichung 
mit  den  Beobachtungen  tibereinstimmende  Werthe  liefern  soll;  dass 
also  das  wahre  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Fallbeschleunigung 
von  der  geographischen  Breite  des  Ortes  dargestellt  wird  durch 
die  Gleichung: 

111)    y  —  9V806  +  0,0506  sin  y^ 

Hiemach  hat  z.  B.  an  einem  Orte,  dessen  geographische  Breite 
(p  =  50"  46'  34"  ist  (wie  die  der  Stadt  Aachen),  in  der  Höhe  der 
Meeresfläche  die  Beschleunigung  des  freien  Falles  im  luftleeren 
Räume  die  Grösse: 

g  =  9V806  +  0,0506  .  0,774681'  =  9",811. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 

Statik  fester  Körper 

oder 

Lehre  Yom  Gleichgewicht  eines  Systems  yon 
unveränderlich  mit  einander  verbundenen 

materiellen  Punkten. 


NEUNTES  CAPITEL. 

Ableitnng  der  allgemeinen  Gleichgewiclits-Bedingnngen 

für  einen  festen  Körper. 

§  39. 
BegrifT  des  Systems  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte. 

Wenn  ein  ruhender  materieller  Funkt  A  von  der  auf  ihn  ein- 
wirkenden Kraft  K^  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden  soll,  so 
muss  dieser  Kraft  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  durch  eine 
andere  Kraft  W^j  von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetzter  Rich- 
tung (Fig.  124).    Wenn  irgend  ein  in  der  Kraftrichtnng  liegender 

zweiter  materieller  Punkt  B  den  Aus- 

Fig.  124.  gangspunkt  dieser  Kraft  W^^  bildet,  so 

Ä — 4 — 24 — IJL^g—^      erleidet  nach  dem  Gesetze  der  Wechsel- 

!  wirkxmg  (§  20)  der  Punkt  B  eine  genau 

^-^  (h — ^'      eben  so  grosse  Gegenwirkung  W^  von 

Seiten  des  Punktes  A.  Soll  dieser 
zweite  materielle  Punkt  ebenfalls  im  Ruhezustande  bleiben,  so 
muss  der  Kraft  W^  das  Gleichgewicht  gehalten  werden  durch 
eine  andere  Kraft  ^„  welche  der  Kraft  W^  (und  folglich  auch 
der  Kraft  K^)  gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

Es  ist  denkbar,  dass  die  beiden  Kräfte  W^,,  W,  wie  Wider- 
stände wirken,  d.  h.  dass  sie  zur  Kategorie  derjenigen  Kräfte 
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gehören,  welche  —  wie  z.  B.  die  in  §  30  erwähnten  Widerstände 
fester  Flächen,  Linien,  Punkte  —  nie  selbst  Bewegungen  hervor- 
bringen, sondern  nur  die  Wirkungen  anderer  Bewegungsursachen 
zu  verrichten  im  Stande  sind;  es  ist  denkbar,  dass  diese  beiden 
Kräfte  allemal  nur  dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  sie  durch 
andere  Bewegungsursachen  hervorgerufen  werden,  welche  ohne 
sie  eine  Veränderung  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  herbei- 
ftlhren  würden;  und  dass  sie  alsdann  immer  mit  derjenigen  Inten- 
sität wirken,  welche  erforderlich  ist,  um  eine  solche  Veränderung 
des  Abstandes  AB  zu  verhindern. 

Wenn  das  der  Fall  ist,  wenn  die  beiden  materiellen  Punkte 
auf  eine  solche  Art  durch  Wechselwirkung  mit  einander  verbun- 
den sind,  so  werden  die  beiden  gleichen  entgegengesetzten  Kräfte 
K^,  K^  unter  allen  Umständen  von  den  beiden  Widerständen  im 
Oleichgewicht  gehalten,  welche  Grösse  auch  immer  jene  Kräfte 
haben  mögen.  Obwohl  es  dann  in  der  That  die  beiden  Kräfte 
TT,,  W^  sind,  durch  welche  die  Kräfte  ^,,  K^  aufgehoben  wer- 
den, so  pflegt  man  doch  in  solchem  Falle  den  Gleichgewichts- 
zustand so  aufzufassen,  als  ob  die  beiden  Kräfte  K^ ,  K^  unmittel- 
bar einander  im  Gleichgewicht  hielten.  Man  sieht  die  beiden 
materiellen  Punkte  als  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  an,  und 
denkt  sich  diese  geometrische  Linie  ausgestattet  mit  den  physi- 
kalischen Eigenschaften  der  Unausdehnbarkeit  und  Unzusammen- 
drückbarkeit  —  Eigenschaften,  welche  in  Wirklichkeit  auf  dem 
Vorhandensein  von  Widerstandskräften  beruhen.  Durch  diese  Ver- 
bindungslinie denkt  man  sich  also  die  beiden  materiellen  Punkte 
in  ihrer  Beweglichkeit  derartig  beschränkt,  dass  nur  solche  Be- 
wegungen, bei  denen  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ungeän- 
dert  bleibt,  noch  als  ausfahrbar  zu  betrachten  sind.  Zur  Ver- 
anschaulichung einer  solchen  Vorstellung  können  zwei  Kugeln  a 
und  b  dienen,  welche  durch  eine  sehr  leichte  und  sehr  feste 
Stange  mit  einander  verbunden  sind  (Fig.  124).  Je  leichter  und 
fester  die  Stange,  je  kleiner  die  Durchmesser  der  Kugeln  im  Ver- 
hältniss  zu  ihrem  Abstände  sind,  um  so  mehr  werden  dieselben 
angesehen  werden  dürfen  als  zwei  materielle  Punkte,  welche  durch 
eine  starre  Linie  in  unveränderlichem  Abstände  gehalten  werden. 

Wenn  die  Kraft  K^  durch  eine  gleich  grosse  und  gleich  ge- 
richtete Kraft  TV3  ersetzt  wird,  deren  Ausgangspunkt  irgend  ein 
dritter  materieller  Punkt  ist,  so  wird  dadurch  in  dem  Gleich- 
gewichtszustande der  beiden  Punkte  A  und  B  Nichts  geändert 
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(Fig.  126).    Der  Punkt  C  erleidet  dann  eine  gleich  grosse  Gegen- 
wirkung \V^^  und  um  auch  diesen  Punkt  im  Gleichgewicht  zu 

halten,  mUsste  man  an  dem- 
Fig.  126.  selben  eine  Kraft  ^3,  welche 

KjL   A      ^  B     ^     .     C  Kg    der  Kraft  PT,  (und  folglich  auch 

k;  H3         w,Ws  der  Kraft  Ä',)  gleich  und  ent- 

gegengesetzt ist ,  anbringen. 
Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  eine  grössere  Zahl  von  mate- 
riellen Punkten  geradlinig  an  einander  gereiht,  und  zwischen  je 
zwei  benachbarten  Punkten  ein  solches  Paar  von  Widerständen 
Yorhanden,  durch  welche  die  Abstände  derselben  stets  unverän- 
dert erhalten  werden,  so  erkennt  man,  dass  zwei  an  den  End- 
punkten A  und  Z  dieser  Beihe  in  der  Richtung  derselben  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  wirkende  gleich  grosse  Kräfte  K^y  K^ 
unter  allen  Umständen  einander  im  Gleichgewicht  halten  (Fig.  126). 

Vorausgesetzt  also, 
Fig.  126.  jj^gg  ^j^  physikali- 

'^ — ^-<S>--^f<>^--e>^-4HC^4--«>^-<s>*--^ — ►^j    sehen  Bedingungen 


ftlr    das    Auftreten 
derartiger  Wechsel- 


IT,      o  ^      K^    Wirkungen  in  einer 

solchen  Beihe  von 
materiellen  Punkten  vorhanden  sind,  darf  man  die  ganze  Punkten- 
reihe als  eine  starre  Linie  ansehen  und  darf  den  früher  gefun- 
denen Satz:  »zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  halten 
einander  im  Gleichgewicht^  auch  ftlr  den  Fall  noch  als  gültig 
betrachten,  wenn  die  beiden  Kräfte  keinen  gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt  haben,  wenn  vielmehr  ihre  Angriffspunkte  an  den 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  starren  Linie  liegen,  in  deren 
Bichtung  die  Kräfte  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  wirken. 
Auch  erkennt  man  leicht,  dass  der  Gleichgewichtszustand  dieser 
Punkten -Beihe  nicht  aufhören  würde,  wenn  der  Angriffspunkt 
einer  der  beiden  Kräfte  K  von  dem  Endpunkte  nach  einem  der 
Zwischenpunkte  5,  C  .  .  verlegt  würde. 

Je  grösser  man  die  Zahl  der  Punkte,  und  je  kleiner  man  die 
Abstände  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  annimmt,  um  so  mehr 
nähert  man  sich  der  Vorstellung  einer  starren  materiellen  Linie, 
d.  h.  einer  geometrischen  Linie,  welche  man  sich  ausgestattet  denkt 
mit  den  physikalischen  Eigenschaften  einer  ihrer  Länge  stetig  mit 
Masse  bedeckenden  Beihe  von  unendlich  vielen  materiellen  Punkten. 
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Die  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten  thätige  Widerstandskraft  W^ 
durch  welche  der  Abstand  derselben  unverändert  erhalten  wird, 
nennt  man  die  Spannung  der  materiellen  Linie,  und  zwar  Zug- 
Spannung,  wenn  diese  Widerstandskraft  der  Vergrösserung, 
Druck-Spannung,  wenn  dieselbe  der  Verkleinerung  des  Ab- 
standes  entgegenwirkt  Die  von  den  beiden  gleichen  Kräften  K 
in  der  materiellen  Linie  erzeugte  Spannung  hat  an  allen  Stellen 
derselben  stets  gleiche  Grösse  mit  den  spannenden  Kräften. 

Wenn  nicht  nur  zwischen  je  zwei  Nachbarpunkten,  sondern 
zwischen  je  zwei  Punkten  überhaupt  die  Bedingung  der  Un Ver- 
änderlichkeit des  Abstandes  besteht,  so  kann  eine  sehr  dünne  und 
sehr  feste  steife  Stange  az  (Fig.  126)  annäherungsweise  als  Yer- 
sinnlichung  des  Begriffs  einer  solchen  materiellen  Linie  gelten. 
Wenn  dagegen  nur  je  zwei  Nachbarpunkte  als  durch  eine  starre 
Linie  verbunden  angesehen  werden  sollten,  so  würde  damit  die 
Eigenschaft  der  Biegsamkeit  noch  nicht  ausgeschlossen,  und  würde 
daher  eine  vollkommen  biegsame  Kette  oder  ein  vollkommen 
biegsamer  Faden  von  unveränderlicher  Länge  dieser  Vorstellung 
am  meisten  entsprechen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  bei  jener  geradlinigen  Punkten-Reihe 
kann  man  sich  auch  bei  einer  beliebigen  Gruppirung  von  mate- 
riellen Punkten  je  zwei  derselben  durch  eine  starre  Linie  in  un- 
veränderlichem Abstände  gehalten  denken.  Wenn  drei  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegende  materielle  Punkte  -4,  jB,  C  unter 
einander  durch  starre  Linien  verbunden  sind,  und  zwei  andere 

materielle  Punkte  0,  P  mit  jenen 
dreien  ebenfalls  durch  starre 
Linien  verbunden  sind,  so  ist 
auch  der  Abstand  zwischen  den 
beiden  Punkten  0  und  P  unver- 
änderlich (Fig.  127).  Wenn  ausser 
diesen  beiden  noch  mehrere  an- 
dere materielle  Punkte  mit  jenen 
dreien  auf  gleiche  Weise  ver- 
bunden sind,  so  haben  alle  diese 
Punkte  auch  gegen  einander  un- 
veränderliche Lage,  und  es  ist  so  gut,  als  wären  alle  diese  Punkte 
unter  einander  ebenfalls  durch  starre  Linien  verbunden. 

Je  grosser  man  sich  die  Zahl  dieser  materiellen  Punkte,  und 
je  kleiner  man  sich  die  Abstände  der  benachbarten  Punkte  denkt, 


Fig.  127. 
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um  so  mehr  nähert  man  sich  dem  Begriff  eines  absolut  festen 
Körpers,  oder  eines  geometrischen  Körpers,  welchen  man  sich 
aasgestattet  zn  denken  hat  mit  den  physikalischen  Eigenschaften 
eines  seinen  Ranm  stetig  erflillenden  Systems  Yon  unendlich  vielen 
unveränderlich  mit  einander  verbundenen  materiellen  Punkten.  Je 
zwei  Punkte  eines  solchen  Systems  sind  als  durch  eine  gerade 
starre  materielle  Linie  verbunden  anzusehen ;  zwei  auf  diese  bei- 
den Punkte  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen  der  Verbin- 
dungslinie wirkende  gleich  grosse  Kräfte  halten  daher  stets  ein- 
ander im  Gleichgewicht,  und  dieser  Gleichgewichtszustand  bleibt 
auch  dann  noch  bestehend,  wenn  der  Angriffspunkt  einer  der 
Kräfte  an  eine  andere  Stelle  der  materiellen  Linie  verlegt  wird. 

Annäherungsweise  findet  der  Begriff  des  Systems  unverän- 
derlich verbundener  materieller  Punkte  eine  Verwirklichung  in 
denjenigen  Körpern,  welche  man  im  gewöhnlichen  Leben  „feste 
Körper"  nennt.  Zwischen  den  materiellen  Punkten  eines  solchen 
Körpers  sind  in  der  That  gewisse  Widerstandskräfte  —  die  Elasti- 
citäts- Widerstände  —  thätig,  durch  welche  die  Abstände  derselben 
nahezu  unverändert  erhalten  werden.  Versucht  man,  zwei  Punkte 
eines  sehr  harten  festen  Körpers  durch  Druck-  oder  Zug-Kräfte 
einander  zu  nähern  oder  von  einander  zu  entfernen,  so  findet 
man,  dass  diesen  Verschiebungen  Widerstände  entgegenwirken, 
durch  welche  die  aufgewendeten  Kräfte  —  falls  dieselben  nicht 
eine  übermässige  Grösse  hatten  —  allemal  im  Gleichgewicht  ge- 
halten werden.  Streng  genommen  zwar  stellt  sich  dieser  Gleich- 
gewichtszustand zwischen  Kräften  und  Widerständen  erst  dann 
her,  wenn  eine  kleine  Verschiebung  bereits  wirklich  eingetreten 
ist.  Doch  sind  dergleichen  Formänderungen  einerseits  nur  vor- 
übergehende, insofern  sofort  nach  dem  Aufhören  der  Kraftwirkung 
die  ursprünglichen  Abstände  zwischen  den  materiellen  Punkten 
sich  wiederherstellen,  andrerseits  sind  dieselben  so  klein,  dass  in 
einer  grossen  Zahl  von  Fällen  es  durchaus  nicht  erforderlich  ist, 
auf  dieselben  Rücksicht  zu  nehmen  —  ihre  Berücksichtigung  wenig- 
stens in  der  gestellten  Aufgabe  nicht  verlangt  wird. 

Es  erscheint  hiernach  zulässig  und  rathsam,  die  Gesammtheit 
derjenigen  Aufgaben,  welche  die  sogenannten  festen  Körper  be- 
treffen —  jenachdem  darin  die  Mitberücksichtigung  jener  Form- 
Aenderungen  und  der  Veränderlichkeit  jener  Elasticitäts- Wider- 
stände verlangt  oder  nicht  verlangt  wird  —  in  zwei  gesonderte 
Gruppen  zu  zerlegen,  und  demgemäss  die  „  Mechanik  fester  Körper  ** 
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in  die  beiden  Hanpt-Abtheilnngen  einzutheilen :  „  Mechanik  absolut 
fester  Körper  ^  und  „  Mechanik  elastischer  fester  Körper ".  In  der 
letzteren  Abtheilung,  welche  wohl  auch  die  ^  Lehre  von  der  Elasti- 
cität  und  Festigkeit  der  Körper*'  genannt  wird,  finden  alle  die- 
jenigen Fälle  ihre  Erledigung,  in  welchen  die  Formänderungen 
der  Körper  in  Betracht  kommen,  sowie  die  Grösse  der  Elasticitäts- 
Widerstände  und  die  Gesetze,  nach  welchen  dieselben  mit  der 
Form  des  Körpers  und  mit  den  auf  ihn  einwirkenden  Kräften  sich 
ändern.  Die  erstere  Abtheilung  dagegen  umfasst  ausschliesslich 
alle  diejenigen  vergleichsweise  einfacheren  Fälle,  in  denen  alle 
Formänderungen  gänzlich  unberücksichtigt  bleiben,  und  die  Kör- 
per demnach  als  absolut  unveränderliche  Systeme  von  materiellen 
Punkten  angesehen  werden  dürfen. 

Ein  System  von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punk- 
ten befindet  sich  im  Gleichgewichtszustande,  wenn  jeder  einzelne 
Punkt  desselben  im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet,  d.  h. 
wenn  jeder  einzelne  Punkt  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewe- 
gung ausführt  (deren  Geschwindigkeit  auch  Null  sein  kann).  Wegen 
der  Unveränderlichkeft  der  Abstände  stimmen  alsdann  mit  der  Be- 
wegung eines  Punktes  die  Bewegungen  aller  übrigen  Punkte  genau 
überein,  und  ist  folglich  das  ganze  System  in  diesem  Falle  ent- 
weder in  fortschreitender  geradliniger  und  gleichförmiger  Be- 
wegung begriffen,  oder  auch  —  insofern  die  Geschwindigkeit  Null 
als  specieller  Fall  einer  solchen  Bewegung  zu  betrachten  ist  — 
im  Ruhezustande  befindlich. 

Wenn  dagegen  ein  einziger  Punkt  des  Systems  ungleichförmig 
oder  krummlinig  sich  bewegt,  so  sind  mit  den  Aenderungen  in 
dem  Bewegungszustande  dieses  einen  Punktes  immer  Bewegungs- 
änderungen anderer  Punkte  des  Systems  verbunden,  und  man  kann 
in  diesem  Falle  das  ganze  System  als  im  Nichtgleichgewicht  be- 
findlich ansehen.  Dieser  letztere  Fall,  bei  welchem  auf  die  Aen- 
derungen der  Stellung  des  Systems  gegen  die  Richtungen  der  wir- 
kenden Kräfte,  sowie  auf  die  Art  der  Massenvertheilung  im  In- 
neren des  Systems  Rücksicht  genommen  werden  muss,  ist  offenbar 
verwickelter  als  der  Fall  des  Gleichgewichts,  bei  welchem  die 
Verbindungslinien  der  einzelnen  Punkte  stets  dieselben  Richtungen 
behalten,  auch  von  den  unendlich  vielen  materiellen  Punkten  des 
Systems  nur  diejenigen  in  Betracht  kommen,  welche  die  Angriffs- 
punkte der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  bilden,  üeberdies 
lässt  sich  —  wie  später  gezeigt  wird  —  der  Fall  des  Nichtgleich- 
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gewichte  mittelst  der  Principien  der  „  Lehre  von  der  relativen  Be- 
wegnng"  zurückführen  auf  den  des  Gleichgewichts.  Aas  diesem 
Grande  ist  es  zweckmässig,  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  oder 
die  „Statik  fester  Körper"  der  Lehre  vom  Nichtgleichgewicht  (Dy- 
namik fester  Körper)  voranzustellen. 

Im  §  29  ist  nachgewiesen,  dass  hinsichtlich  der  Gleichgewichts- 
bedingnngen  für  die  auf  einen  einzelnen  materiellen  Punkt  wirken- 
den Kräfte  es  durchaus  keinen  Unterschied  macht,  ob  der  Punkt 
im  Ruhezustande  oder  in  geradliniger  gleichförmiger  Bewegung 
begriffen  ist.  Hieraus  folgt,  dass  auch  für  die  auf  ein  ganzes  Sy- 
stem wirkenden  Kräfte  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  genau 
übereinstimmen  mit  denen  der  Ruhe.  Es  kann  daher  bei  den  nach- 
folgenden Untersuchungen  das  System  als  im'  absoluten  Ruhezu- 
stande befindlich  angenommen  werden,  ohne  dass  die  Allgemein- 
heit der  Untersuchungen  dadurch  beeinträchtigt  würde. 

§  40. 

Mittelkraft  zweier  in  derseiben  Ebene  wirkender  Kräfte  mit  versoliiedenen 

Angriffspunkten. 

In  einem  von  mehreren  Kräften  im  Gleichgewicht  gehaltenen 
Systeme  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  kann  der 
Angriffspunkt  jeder  einzelnen  Kraft  an  irgend  eine  andere  Stelle 
ihrer  Richtungslinie  verlegt  werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichts- 
zustand dadurch  gestört  würde  —  vorausgesetzt,  dass  der  neue 
Angriffspunkt  dem  Systeme  ebenfalls  angehört,  also  mit  dem  frühe- 
ren als  durch  eine  starre  Linie  verbunden  angesehen  werden  kann. 

Denn  ohne  dass  dadurch  Etwas 
^^'  geändert  würde,  können  an  irgend 

einem  Punkte  P  in  der  Richtungs- 
Xj  linie  der  Kraft  K  zwei  ihr  gleiche 
einander  entgegengesetzte  Kräfte 
K^  und  K^  angebracht  werden 
(Fig.  128).  Die  beiden  Kräfte  K 
und  Ä'.  werden  alsdann  (nach  §  39) 
durch  den  Widerstand  der  starren  Verbindungslinie  OP  aufgehoben, 
und  die  übrig  bleibende  Kraft  K^  hat  daher  auf  den  Gleichgewichts- 
zustand genau  denselben  Einfluss,  welcher  vorher  von  der  Kraft  K 
ausgeübt  wurde. 

Hieraus  folgt,  dass  für  drei  an  gemeinschaftlichem  Angriffs- 
punkte einander  im  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  K,  P,  Q  statt 
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des  gemeinschaftlichen  Angriffspunktes  0  auch  die  in  ihren  Rich- 
tungslinien  liegenden  zu  demselben  Systeme   gehörigen  Punkte 

Z,  My  N  als  Angriffspunkte 
Fig.  12».  gewählt  werden   können, 

ohne  dass  in  der  Wirkung 
der  Kräfte  Elwas  geändert 
würde  (Fig.  129),  Die  An- 
wendung des  in  Gleichung 
72)  gefundenen  Satzes  auf 
diese  letzteren  nun  nicht 
mehr  an  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkte  wir- 
kenden drei  Kräfte  fahrt 
zu  folgendem  Satze: 
Wenn  drei  Kräfte  einen  Köper  im  Gleichgewicht 
halten,  so  schneiden  ihre  Richtungslinien  einander 
in  einem  Punkte,  und  ihre  Grössen  verhalten  sich 
wie  die  Sinus  der  gegenüberliegenden  Winkel,  welcher 
später  unter  dem  Namen  des  »Satzes  von  den  drei  Kräften*'  mehr- 
fach zur  Lösung  Yon  Aufgaben  benutzt  werden  wird. 

Eine  Störung  des  Gleichgewichtszustandes  würde  auch  dann 
nicht  eintreten ,  wenn  in  Fig.  129  die  beiden  Kräfte  P,  Q  durch 
ihre  Mittelkraft  ersetzt  würden,  und  wenn  als  Angriffspunkt  dieser 
letzteren  statt  des  Punktes  0  irgend  ein  anderer  in  ihrer  Rich- 
tungslinie liegender  Punkt  J  gewählt  würde.  Die  in  den  Punkten 
J/,  A"^  wirkenden  Kräfte  P,  Q  haben  daher  genau  dieselbe  Wir- 
kung, wie  die  in  dem  Punkte  J  wirkende  Kraft  R.  Es  kann  folg- 
lich von  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte  unter  Umständen  auch  dann 
noch  die  Rede  sein,  wenn  die  beiden  Kräfte  an  verschiedenen  An- 
griffspunkten wirken. 

Zugleich  ist  der  in  diesem  Falle  zum  Auffinden  der  Mittel- 
kraft einzuschlagende  Weg  in  Fig.  129  indirect  schon  angedeutet. 
Wie  nämlich  die  beiden  am  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  O 
wirkenden  Kräfte  P,  Q  ersetzt  werden  konnten  durch  die  resp. 
in  den  Punkten  ilf,  N  wirkenden  Kräfte  P,  Q:  so  können  auch 
umgekehrt  diese  letzteren  —  falls  sie  die  unmittelbar  gegebenen 
sind  —  ersetzt  werden  durch  die  ersteren;  und  ergiebt  sich  hier- 
aus ftir  die  Bestimmung  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte  die  Regel: 
Man  verlege  die  Angriffspunkte  der  beiden  gege- 
benen Kräfte  an  den  Durchschnittspunkt  ihrer  Rieh- 


VT; 


.^  -*^-* 

':':'''^;^ 
'  ''••?? 


Mittelkraft  zweier  in  derselben  Ebene  wirkender  Kräfte. 


157 


tnngslinien  nnd  wende  alsdann  die  für  Kräfte  mit  ge- 
meinBchaftlicbem  Angriffspunkte  geltenden  Regeln  an. 
Für  die  beiden  rechtwinkelig  zu  einander  gericbteten  Seiten- 
kräfte der  Mittelkraft  von  zwei  am  gemeinscbaftlicben  Angriffs- 
punkte 0  wirkenden  Kräften  K^  und  K,  wtlrden  nacb  Fig.  130 
die  Gleicbungen  gelten: 

112)  Ä  cos  a  =  K^  cos  a,  -f-  K,  cos  a„ 

113)  Ä  sin  a  =  JE,  sin  a,  +  K^  sin  a.^. 

Diese  beiden  Gleicbungen  geben  vollständige  Auskunft  über 
Grösse  und  Ricbtung  der  Mittelkraft  R  und  würden  in  der  Me- 

cbanik  des  einfacben  ma- 
^^  teriellen  Punktes  voUkom- 

^  men  ausreicben,    um   die 

'^^  Mittelkraft   selbst   zu   be- 

stimmen ,  insofern  dort 
selbstverständlicb  der  Ort 
des  materiellen  Punktes 
als  Angriffspunkt  sämmt- 
lieber  Kräfte,  folglicb  aucb 
der  Mittelkraft  anzuseben 
wäre.  Wenn  dagegen  statt 
des  gemeinscbaftlicben  An- 
griffspunktes 0  die  beiden 
Punkte  0^  und  0^  als  An- 
griffspunkte resp.  der  bei- 
den Kräfte  K^  und  K^  gegeben  sind,  so  zeigt  es  sieb,  dass  jene 
beiden  Gleicbungen  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Mittelkraft 
nocb  nicbt  ausreicben.  Es  bedarf  vielmebr  in  dem  vorliegenden 
Falle  nocb  einer  dritten  Gleicbung,  durcb  welcbe  ausgedrückt 
wird,  dass  von  allen  den  unendlicb  vielen  Kräften,  welcbe  die 
von  obigen  beiden  Gleicbungen  vorgescbriebene  Grösse  und  Ricb- 
tung besitzen,  speciell  diejenige  gemeint  ist,  deren  Ricbtungslinie 
durcb  den  Durcbscbnittspunkt  0  der  beiden  gegebenen  Kräfte 
bindurcbgebt. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  das  Gesetz  der  statiscben  Momente 
(§  23,  Gleicbung  53)  benutzt  werden ;  denn  von  allen  Kräften, 
welcbe  den  obigen  beiden  Gleicbungen  genügen,  ist  es  nur  eine 
einzige,  deren  Abstand  von  dem  festen  Punkte  P  der  Kraft-Ebene 
zugleicb  die  bestimmte  Grösse  /  bat  Wenn  also  zu  den  beiden 
Gleicbungen  112)  und  113)  nocb  die  Gleicbung: 
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114)     Rl=K,l^  +  K^l, 
hinzugefügt  wird,  so  sind  durch  diese  drei  Gleichungen  nunmehr 
Grösse,  Bichtung  und  Lage  der  Mittelkraft  R  völlig  bestimmt. 

Die  obige  Beweisführung  gründete  sich  auf  die  Voraussetzung, 
dass  die  Richtungslinien  der  beiden  gegebenen  Kräfte  in  einem 
bestimmten  Punkte  zusammentreffen.  Wenn  aber  die  beiden  Elräfte 
parallel  sind,  so  existirt  ein  solcher  Durchschnittspunkt  nicht.  Es 
bleibt  also  noch  übrig,  zu  untersuchen,  ob  jene  drei  Gleichungen 
auch  für  diesen  Fall  noch  gültig  sind. 

Die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  kann  in  die- 
sem Falle  als  rechtwinkelig  zur  Richtung  der  beiden  Kräfte 
stehend  angenommen  werden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
würde  durch  Verschiebung  eines  der  Angriffspunkte  längs  der 
betreffenden  Kraftrichtung  dieser  Fall  sofort  hergestellt  werden 
können. 

Wenn  man  an  den  Angriffspunkten  A  und  B  der  beiden  ge- 
gebenen Kräfte  noch  zwei  in  der  Verbindungslinie  A  B  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  wirkende  gleich  grosse  Kräfte  Q»  und 
Q,  hinzufügt,   so  wird  dadurch  in  der  Wirkung  der  gegebenen 

Kräfte  K,  und  AT,  Nicht» 


Fig.  131.. 
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geändert,  denn  die  bei- 
den Kräfte  Q»  und  Q, 
werden  durch  die  Wi- 
derstände der  starren 
Verbindungslinie  A  B 
aufgehoben  (Fig.  181). 
Die  Wirkung  der  vier 
^B  Kräfte  K,,  K„  Q„  Q, 
ist  also  genau  dieselbe 
wie  die  der  zwei  Kräfte 
K^^K^.  Jene  vier  Kräfte 
können  aber  paarweise 
zu  den  Mittelkräften  P,  und  P^  vereinigt  werden.  Folglich  haben 
diese  letzteren  beiden  Kräfte  ebenfalls  genau  dieselbe  Wirkung 
wie  die  Kräfte  /fj  und  K^\  geben  auch  für  jede  beliebige  Achsen- 
richtung dieselbe  Seitenkraft- Summe  und  in  Bezug  auf  jeden  be- 
liebigen festen  Punkt  der  Ebene  dieselbe  Momenten  -  Summe  wie 
jene  Kräfte;  denn  jede  von  den  beiden  Kräften  P  vertritt  in  dieser 
Beziehung  ihre  beiden  Seitenkräfte,  und  die  Beiträge  der  Kräfte  Q 
heben  bei  der  Summation  einander  auf.    Da  nun  die  Gültigkeit 
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der  drei  Gleiebnngen  in  Bezug  auf  die  Mittelkraft  R  von  den 
beiden  Kräften  P,,  P,  schon  als  bewiesen  vorausgesetzt  werden 
darf,  insofern  deren  Richtungslinien  in  dem  Punkte  C  einander 
schneiden,  so  folgt  hieraus,  dass  jene  drei  Gleichungen  auch  zur 
Bestimmung  der  Mittelkraft  von  den  beiden  gegebenen  Kräften  K^ 
und  K^  unmittelbar  benutzt  werden  dürfen;  denn  jene  Mittelkraft 
R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  K^  und  K^. 

Aus  den  Gleichungen  112)  und  113)  ergeben  sich,  wenn  darin 
«I  =  «i  =  90*^  substituirt  wird,  die  Werthe: 

115)  R  =  K,  +  ä;    und     a  =  90**,  d.  h. : 

die  Mittelkraft  von  zwei  parallelen  Kräften  ist  gleich 
deren  Summe  und  hat  dieselbe  Richtung. 

Die  Gleichung  114)  kann  benutzt  werden,  um  den  Punkt  D 
zu  bestimmen,  in  welchem  die  Verbindungslinie  der  beiden  An- 
griffspunkte von  der  Richtungslinie  der  Mittelkraft  geschnitten 
wird.  Wenn  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  für  die  statischen  Mo- 
mente gewählt  wird,  so  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

116)  0  =  A:,  /,  —  Ä,  /„     oder:      5-  =  y-> 

Die  beiden  Theile  also,  in  welche  die  Länge  AB  durch  die 
Richtungslinie  der  Mittelkraft  zerlegt  wird,  verhalten  sich  umge- 
kehrt wie  die  an  den  Endpunkten  wirkenden  Kräfte. 

Wenn  man  durch  eine  Wiederholung  des  eben  angewendeten 
Verfahrens  die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  mit  einer  dritten 
za  einer  Mittelkraft  vereinigt,  diese  letztere  wiederum  mit  einer 
vierten,  und  auf  gleiche  Weise  sich  das  Verfahren  weiter  fortge- 
setzt denkt,  so  findet  man,  dass  auch  für  beliebig  viele  in  der- 
selben Ebene  wirkende  Parallelkräfte  die  Sätze  gelten: 

Die  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  ist  gleich  deren 
Summe  und  hat  dieselbe  Richtung. 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  in  Bezug  auf 
irgend  einen  Punkt  der  Kraft-Ebene  ist  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  aller  einzelnen  Kräfte 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  in  abgekürzter  Form  auch 
durch  die  beiden  Gleichungen  ausdrücken: 

117)    R  =  :s{K\ 

118)    Rl  =  I{Kl). 
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§  41. 
Kräftepaare  oder  Drehkräfte. 

Auch  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Farallelkräfte  von  un- 
gleicher Grösse  können  immer  durch  eine  Mittelkraft  ersetzt  wer- 
den, fUr  welche  die  drei  Gleichungen  112),  113),  114)  gültig  sind. 
Um  den  Beweis  dieses  Satzes  auf  den  vorigen  zurückzufahren, 

ist  es  nur  erforder- 


Fig.  182. 


R 

t 


A. 


1 
I 
I 


v: 


X 


A 


B 


/ 1 
I 


■^^    !  9-   9^. 


w^ 


9B 


.^ 


lieh ,  nachzuweisen, 
dass  durch  Hinzu- 
fügen der  beiden 
gleich  grossen  ent- 
gegengesetzten Kräfte 
Q,,  Qj  auch  in  die- 
sem Falle  zwei  Mittel- 
kräfte entstehen,  de- 
ren Richtnngslinien 
irgendwo  zusammen- 
treflFen  (Fig.  182).  Für 
die  beiden  spitzen 
Winkel  e,  und  €^, 
welche  die  beiden 
Mittelkräfte  P,  und  P^  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  An- 
griffspunkte einschliessen ,  ergeben  sich  aus  den  betreffenden 
Kräfte-Parallelogrammen  die  Gleichungen: 
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K, 


i^-^^C 


P.^ 


tgfi,  = 
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und 


tgfi.= 


Wenn  K^  >  iSTa,  so  ist  auch  €,>£,,  denn  die  beiden  Nenner 
Q,  und  Qi  sind  einander  gleich.  Sobald  also  die  beiden  gege- 
benen Kräfte  K^  und  K^  verschiedene  Grössen  haben,  sind  auch 
die  beiden  Kräfte  P,  und  Pj  Verschieden  gerichtet,  treffen  also 
in  irgend  einem  Paukte  C  zusammen,  wo  ihre  Mittelkraft  R  auf 
die  gewöhnliche  Weise  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  be- 
stimmt werden  kann.  Da  im  Uebrigen  das  ganze  Beweisverfahren 
des  vorigen  Paragraphen  auch  auf  diesen  Fall  Anwendung  findet, 
so  können  die  Gleichungen  112),  113),  114)  unmittelbar  zur  Be- 
stimmung der  Mittelkraft  benutzt  werden.  Aus  den  ersten  beiden 
Gleichungen  ergeben  sich ,  wenn  fl,  =  90**  und  «^  =  270®  gesetzt 
wird,  die  Werthe: 

119)     P  =  iC,  —  ÜT,    und    a  =  90°,  d.  h.: 
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Die  Mittelkraft  zweier  Parallelkräfte  von  unglei- 
cher Grösse  und  entgegengesetzter  Richtung  ist  gleich 
deren  Differenz  und  hat  die  Richtung  der  grösseren. 

Den  Durchschnittspunkt  i?,  in  welchem  die  Verlängerung  der 
Verbindungslinie  AB  von  der  Richtungslinie  der  Mittelkraft  ge- 
schnitten wird,  findet  man  aus  der  Gleichung  der  statischen  Mo- 
mente, welche,  wenn  eben  dieser  Punkt  als  Drehpunkt  gewählt 
wird,  die  Form  annimmt: 

0  =  —  ^j  a?  +  Z,  {x-^AB). 

Hieraus  ergiebt  sich  fttr  den  Abstand  der  Mittelkraft  von  der 
grösseren  Kraft  K^  der  Werth: 

120)  ^=^;i^^- 

Setzt  man  Ä'j  =  iT,,  so  erhält  man  filr  die  Grössen  R  und  oc 
aus  den  Gleichungen  119)  und  120)  die  Werthe: 

-ß  =  0    und    ^  =  oo, 

d.  h.  wenn  die  Wirkung  von  zwei  gleich  grossen,  entgegengesetz- 
ten Parallelkräften  durch  eine  einzige  Erait  ersetzt  werden  sollte, 
so  müsste  diese  Kraft  die  Grösse  Null  haben  und  zugleich  in 
unendlicher  Entfernung  angebracht  werden.  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Von  zwei  gleich  grossen  entgegengesetzt  gerich- 
teten Parallelkräften  giebt  es  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Paar  von  gleich  grossen  entgegengesetzten  Paral- 
lelkräften wird  ein  Kräfte  paar  oder  auch  —  insofern  die  Wir- 
kung desselben  im  Hervorbringen  einer  Drehbewegung  bestehen 
würde  —  eine  Drehkraft  genannt.  % 

Der  Umstand,  dass  zwei  solche  Kräfte  sich  nicht  durch  eine 
einzige  Kraft  ersetzen  lassen,  bedingt  hinsichtlich  des  Aufsuchens 
der  Gleichgewichts-Bedingungen  eine  wesentliche  Abweichung  von 
dem  bisher  verfolgten  Wege. 

In  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes,  d.  h.  in 
solchen  Fällen,  wo  die  Kräfte  an  gemeinschaftlichem  Angriffs- 
punkte wirkten,  konnte  die  Wirkung  beliebig  vieler  gegebener 
Kräfte  stets  durch  eine  einzige  Mittelkraft  ersetzt  werden.  Um 
die  allgemeinen  Gleichgewichts -Bedingungen  zu  finden,  war  es 
daher  nur  nöthig,  den  allgemeinen  mathematischen  Ausdruck  ftir 
die  Mittelkraft  abzuleiten  und  diesen  Ausdruck  alsdann  gleich 
KuU  zu  setzen. 

Bitter,  Meehjuiik.    5.  Aufl.  11 
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der  Uecbanik  des  Systems  von  nnTeränderlich  verbondenen 
lleD  Pnukten  kann  dagegen  ein  solcheB  Verfahren  nicht 
sie  ßlhren.  Denn,  wie  das  Torliegende  Beispiel  zeigt,  kann 
Uten  mit  Terecbiedenen  Angriffspunkten  —  specielle  Fälle 
;blo6een  —  von  einer  Mittelkraft  derselben  im  ÄllgemeiDen 
ht  mehr  die  Rede  sein.  Es  mOseen  daher  ähnliche  Vor- 
wie  sie  bisher  durch  Einfllhmng  der  Mittelkraft  erreicht 
,  hier  anf  anderem  Wege  erstrebt  werden, 
i  Kräften  mit  gemeinBchafUichem  Angriffspnnkte  wnrde  mit 
nfsnchen  der  Mittelkraft  lediglich  die  thnnliehste  Verein- 
IT  des  gegebenen  Falles  bezweckt,  nnd  als  grösstmögliche 
achnng  erwies  sieh  die  Rednction  des  ganzen  gegebenen 
Systems  anf  eine  einzige  Mittelkraft.  Da  es  sich  nun 
gestellt  hat,  dass  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Pa- 
Ufte  fElr  sich  allein  ein  Kräfte-System  bilden,  dessen  Form 
weiteren  Vereinfachnng  nicht  mehr  fähig  ist,  so  müssen 
Kräftepaare  einstweilen  als  einfache  Wirknngselemente  anf- 
werden,  und  ist  deren  Wirkungsweise  deshalb  als  Gegen- 
tiner  speciellen  Untersachang  za  behandeln,  in  derselben 
wie  frtlher  die  Wirkungsweise  einzelner  Kräfte  mit  gemein- 
chem  Angriffspunkte  nntersacht  worden  ist. 
s  Resultat  dieser  Untersnchung  wird  sich  herausstellen: 
ie  Wirkung  beliebig  vieler  Kräftepaare  anf  einen  Kßrper 
in  derselben  Weise  anf  geometrischem  Wege  bestimmt 
L  kann,  wie  die  von  Einzelkräften  mit  gemeinschaftlichem 
sponkte,  sobald  man  nur  auf  eine  bestimmte  gleich  näher 
lärende  Weise  jedes  Kräftepaar  durch  eine  einzige  gerade 
ron  bestimmter  Richtung  nnd  Länge  geometrisch  darstellt 
llkQrlieh  zu  wählender  Stelle),  nnd  diese  Linien  alsdann 
tpräsentanten  von  Einzelkräften  behandelt,  von  denen  die 
raft  gefunden  werden  soll. 

e  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  der  KtUfle 
^räftepaares  kann  stets  als  rechtwinkelig  zur  Kraftrichtnng 
1  angenommen  werden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
durch  Verlegung  des  einen  Angriffspunktes  dieser  Fall 
hergestellt  werden  kennen.  Der  Abstand  ^£^/  zwischen 
chtungslinien  der  beiden  Kräftie  wird  der  Hebelarm  des 
laares  genannt,  und  das  Froduct 

Kt  =  Kraft  mal  Hebelarm  -=  SDi 
as  Moment  des  Kräftepaares  genannt  (Fig.  133).    Irgend 
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Fig.  188. 
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eise  gerade  Linie  mn^  welche  rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Eräfte- 
paares  gerichtet  ist  und  so  viele  Längen-Einheiten  enthält  als  die 

Momenten  -  Zahl  SOt  angiebt,  wird 
die  Achse  des  Ejräftepaares  ge- 
nannt. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass 
durch    die    Grösse   und   Richtung 
der  Achse  die  Wirkung  des  Kräfte- 
q^  paares    völlig    bestimmt  ist,    und 

dass  daher  diese  Achsen  als  geome- 
trische Repräsentanten  der  Kräfte- 
paare betrachtet  werden  dürfen, 
gerade  so  wie  bisher  schon  inmier 
durch  gerade  Linien  von  bestimm- 
ter Richtung  und  Länge  die  einfachen  Kräfte  geometrisch  darge- 
stellt wurden.  Wenn  man  von  willkürlich  zu  wählendem  gemein- 
schaftlichen Angriffspunkte  aus  die  Achsen  sämmtlicher  gegebenen 
Kräftepaare  abträgt  und  mit  diesen  Achsen  so  verfährt,  als  wären 
sie  Repräsentanten  von  einfachen  Kräften,  deren  Mittelkraft  ge- 
fdnden  werden  soll,  so  erhält  man  als  Resultirende  die  Achse  des- 
jenigen Kräftepaares,  durch  welches  die  sämmtlichen  gegebenen 
Eräftepaare  ersetzt  werden  können,  d.  h.  die  Achse  des  resul- 
tirenden  Kräftepaares. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  allgemein  zu  beweisen, 
genügt  es  zu  zeigen,  dass  derselbe  in  Bezug  auf  zwei  beliebig 
gegebene  Kräftepaare  richtig  ist,  dass  also  das  Parallelogramm- 
Gesetz  auch  für  Kräftepaare  oder  Drehkräfte  gilt  —  vorausgesetzt, 
dass  dieselben  auf  die  eben  angegebene  Weise  durch  einfache 
Linien  dargestellt  werden.       ^ 

§  42. 

Parallelogramm  der  Drehkrafte. 

A.    Kräftepaare  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Zwei  in  derselben  Ebene  wirkende  Kräftepaare 
von  gleichen  Momenten  und  entgegengesetzten  Dre- 
hungsrichtnngen  halten  einander  im  Gleichgewicht. 

Man  beweist  diesen  Satz,  indem  man  nach  der  in  §  40  ge- 
fundenen Regel  die  vier  gegebenen  Kräfte  £,  P  und  K^ ,  P,  paar- 
weise durch  ihre  Mittelkräfte  ersetzt  und  zeigt,  dass  diese  beiden 
Mittelkräfte  R  und  i2,  einander  aufheben  (Fig.  134).    Das  statische 


•'^^ 
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Moment  der  Mittelkraft  R  in  Bezng  auf  den  Punkt  B  ist  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  statischen  Momente  ihrer  Seitenkräfte: 

Kl  —  Pr, 
Fig.  184.     ^  folglich  gleich  Null,   weil  nach 

der  Voraussetzung  Kl  =  Pr  sein 
sollte.  Die  Richtungslinie  der 
Kraft  R  geht  also  durch  den 
Punkte  B  hindurch,  und  aus  glei- 
chem Grunde  muss  die  Bichtungs- 
linie  der  anderen  Mittelkraft  R^ 
durch  den  Punkt  A  hindurch- 
p^.._  x^     ,  gehen.     Die    beiden    Kräfte    R 

'  ~~ '— -'v^  und  i2,  haben  ausserdem  gleiche 

L  \7^  Grösse    und   wirken    nach    ent- 

^Bx  gegengesetzten  Richtungen,  denn 

die  betreffenden  Kräfte-Parallelo- 
gramme bei  den  Punkten  A  und  B  unterscheiden  sich  nur  durch 
die  entgegengesetzten  Richtungen  der  gleichliegenden  Seiten  von 
einander.  Es  halten  daher  die  beiden  Mittelkräfte  —  und  folg- 
lich auch  ihre  vier  Seitenkräfte  —  einander  im  Gleichgewicht. 

Wären  die  Richtungslinien  sämmtlicher  vier  gegebenen  Kräfte 
parallel  gewesen,  so  würde  man  je  zwei  gleich  gerichtete  durch 
ihre  Mittelkraft  ersetzen  und  als  Drehpunkt  f&r  das  statische 
Moment  der  einen  Mittelkraft  irgend  einen  Punkt  in  der  Rich- 
tungslinie der  andern  wählen  können.  Da  nach  §  40  auch  für 
die  Mittelkraft  von  zwei  gleichgerichteten  Kräften  das  Gesetz  der 
statischen  Momente  gilt,  so  wtlrde  das  im  Uebrigen  mit  dem 
Vorigen  übereinstimmende  Beweisverfahren  ergeben,  dass  auch 
in  diesem  Falle  die  beiden  Mittelkräfte,  folglich  auch  die  beiden 
Kräftepaare  einander  im  Gleichgewicht  halten. 

Aus  dem  yorigen  Satze  folgt,  dass  die  Wirkungen  von  zwei 
in  derselben  Ebene  liegenden  Kräftepaaren  übereinstimmen,  wenn 
sie  gleiche  Momente  und  gleiche  Drehungsrichtungen  haben;  dass 
also  in  solchem  Falle  das  eine  durch  das  andere  ersetzt  werden 
kann,  ohne  dass  dadurch  Etwas  geändert  würde.  Denn  durch  das 
Hinzufügen  der  vier  einander  gleichen  und  paarweise  einander 
aufhebenden  Parallel-Kräfte  Pj,  Pj,  P,,  P^  wird  in  der  Wirkung 
des  gegebenen  Kräftepaares  K^^  K^  Nichts  geändert  (Fig.  135). 
Wenn  die  Kräfte  P  so  gewählt  werden,  dass  die  Producte: 

Pr    und    Kl 


'  ^-      «.  "^  "l 
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einander  gleich  sind,  so  heben  nach  dem  vorigen  Satze  die  beiden 

Kräftepaare  : 

P3,  P4     und     ÜT,,  Äj 

einander  auf,  können  daher  anch  fortgelassen  werden,  und  das 
noch  übrig  bleibende  Eräftepaar  P^,  P,  hat  demnach  dieselbe 

Wirkung  wie  das  ursprünglich 
Fig.  186.       ^  gegebene  Kräftepaar  K,,  K^. 

Hieraus  folgt  femer,  das» 
beliebig  viele  in  einer  und  der- 
selben Ebene  wirkende  Kräfte* 
^^•-.-..^^^^  y^    paare  sämmtlich  ersetzt  wer- 

y"^^  ^      den  können  durch  Kräftepaare,. 

W  '       welche  ebenso  grosse  Momente^ 

J^.^.^1  und  eine  und  dieselbe  gerade 

"^^^ij  Linie    als    gemeinschaftlichen 

Hebelarm  haben;  und  alle 
diese  wiederum  durch  ein  einziges  Elräftepaar,  dessen  Kraft  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  an  einem  der  Endpunkte  des  Hebel- 
arms wirkenden  Kräfte,  dessen  Moment  folglich  gleich  der  alge- 
braischen Sunmie  der  Momente  der  ursprünglich  gegebenen  Ej*äfte- 
paare  sein  muss. 

B.    Kräftepaare  in  parallelen  Ebenen. 

Um  nachzuweisen,  dass  die  vorigen  Sätze  auch  ftlr  Kräfte- 
paare in  parallelen  Ebenen  gelten,  genügt  es  zu  zeigen,  dass 
man,  ohne  die  Wirkung  eines  Kräftepaares  zu  ändern,  dasselbe 
aus  seiner  Ebene  I  in  die  ihr  parallele  Ebene  H  hinein  versetzea 
kann  (Fig.  186).  Wenn  zu  den  Kräften  K^ ,  K^  des  gegebenen 
Kräftepaares  noch  die  vier  ihnen  gleichen  und  parallelen,  paar- 
weise einander  aufhebenden  Kräfte  K^j  iT,,  Ä!.,  K^  an  den  End- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seite  des  Rechtecks  ABDC 
hinzugefügt  werden,  so  wird  dadurch  keinerlei  Aenderung  her- 
vorgebracht. Die  beiden  Kräfte  ÜT,,  K^  können  alsdann  durch 
ihre  Mittelkraft  P,,  ebenso  die  beiden  Kräfte  K^^  K^  durch  ihre 
Mittelkraß  P«  ersetzt  werden.  Den  gemeinschaftlichen  Angriffs- 
punkt dieser  beiden  Mittelkräfte  bildet  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Diagonalen  des  Rechtecks  ABDC^  weil  nach  Gleichung  116) 
die  Verbindunglinie  der  Angriffspunkte  von  zwei  gleich  grossen 
gleichgerichteten  Kräften  durch  die  Richtungslinie  ihrer  Mittelkraft 
halbirt  wird.    Es  halten  daher  die  beiden  Mittelkräfte  P^,  P,,. 
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folglich  auch  die  vier  Kräfte  ^,,  K^,  Ä,,  K,,  welche  durch  sie 
ersetzt  wurden,  einander  im  Gleichgewicht,  und  können  fortge- 
lassen werden,  ohne  dass  da- 
^^-  ^^^-  durch  Etwas  geändert  würde. 

^  -^1^  Die  noch   übrig   bleibenden 

beiden  Kräfte  K^^  Ä,  bUden 
nunmehr  in  der  Ebene  n  ein 
Kräftepaar,  welches  genau 
dieselbe  Wirkung  hat,  wie 
das  ursprünglich  gegebene 
Kräftepaar  in  der  Ebene  I. 

Da  innerhalb  jeder  von 
diesen  beiden  Ebenen  ein 
Kräftepaar  ersetzt  werden 
kann  durch  irgend  ein  ande- 
res Kräftepaar  von  gleichem 
Momente  und  gleicher  Dre- 
hungsrichtung, so  ist  hiermit  der  Satz  allgemein  bewiesen:  dass 
die  Wirkungen  zweier  Kräftepaare  übereinstimmen,  wenn  ihre 
Drehungsebenen  parallel,  ihre  Momente  und  Drehungsrichtungen 
gleich  sind.  Aus  der  Verbindung  dieses  Satzes  mit  dem  vorher 
schon  bewiesenen  ergiebt  sich  nunmehr  der  Satz: 

Kräftepaare  mit  parallelen  Drehungs-Ebenen  kön- 
nen ersetzt  werden  durch  ein  resultirendes  Kräftepaar, 
dessen  Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Momente  sämmtlicher  gegebener  Kräftepaare  zu  setzen 
ist,  und  als  dessen  Drehungs-Ebene  irgend  eine  den 
gegebenen  parallele  Ebene  gewählt  werden  kann. 

G.    Kräftepaare  in  nicht  parallelen  Ebenen. 

Zwei  Kräftepaare,  deren  Drehungsebenen  einander  schneiden, 
l^önnen  immer  dargestellt  werden  als  zwei  Kräftepaare  Ky  K^  und 
P,  P,,  welche  an  irgend  einem  willkürlich  gewählten  Stücke -4 JS=/ 
der  Durchschnittslinie  als  gemeinschaftlichem  Hebelarme  wirken; 
denn  innerhalb  einer  Drehungsebene  kann  (nach  früher  bewiesenem 
Satze)  jedes  Kräftepaar  beliebig  verschoben  werden  und  durch  ein 
anderes  Kräftepaar  von  gleichem  Momente  und  gleicher  Drehungs- 
richtung ersetzt  werden  (Fig.  187).  Die  an  dem  Endpunkte  A  wir- 
kenden beiden  Kräfte  AT,  P  können  alsdann  nach  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  zu  einer  Mittelkraft  R  vereinigt  werden ;  ebenso 
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Fig.  187. 


die  am  anderen  Endpunkte  B  wirkenden  beiden  Kräfte  K^y  P,  zur 
Mittelkraft  i2, .    Da  die  betreffenden  beiden  Kräfteparallelogramme 

sich  nur  durch  die  entgegengesetz- 
ten Richtungen  der  gleichliegenden 
Seiten  von  einander  unterscheiden, 
so  haben  diese  beiden  Mittelkräfte 
-R,  iZj  gleiche  Grösse  und  entgegen- 
gesetzte Richtung  y  bilden  also  ein 
Kräftepaar.  Das  Moment  dieses  re- 
sultirenden  Kräftepaares  ist  R  .  /, 
und  die  Drehungsebene  desselben 
bildet  mit  der  Ebene  I  denselben 
Winkel  r/?,  welchen  die  beiden 
Kräfte  R  und  K  mit  einander  ein- 
schliessen.  Es  soll  nachgewiesen 
werden,  dass  die  Diagonale  OL 
des  aus  den  Achsen  OM  und  ON 
der  beiden  gegebenen  Kräftepaare 
an  willkürlich  gewählter  Stelle  ge- 
bildeten Parallelogramms  OMLN 
diejenigen  Eigenschaften  besitzt, 
welche  der  Achse  des  resultirenden 
Kräftepaares  zukommen. 

Die  Linie  OM  soll  die  Achse 
des  Kräftepaares  üT,  K^  darstellen, 
steht  also  rechtwinkelig  zur  Ebene  I 
und  hat  die  Länge  ÜT .  / ;  die  Linie 
ON  soll  auf  gleiche  Weise*)  die  Achse  des  Kräftepaares  P,  Pj 
darstellen,  steht  also  rechtwinkelig  zur  Ebene  II  und  hat  die 
Länge  F.  /.  Die  beiden  Parallelogramme  ACDE  und  OMLN 
sind  einander  ähnlich;  denn  erstens  ist  der  Winkel  a  zwischen 
den  beiden  Achsen  OM  und  ON  gleich  dem  Winkel  zwischen 
den  beiden  Ebenen  I  und  11,  folglich  auch  gleich  dem  Winkel 
zwischen  den  beiden  Kräften  K  und  P;  und  zweitens  sind  die 
Seiten  des  Parallelogramms  OMLN  sämmtlich  /-mal  so  gross 
die  gleich  liegenden  Seiten  des  anderen.  Die  Diagonale  OL  ist 
daher  ebenfalls  /-mal  so  gross,  als  die  gleichliegende  Diagonale  R 


*)  Hinsichtlich  der  Richtungen,  in  welchen  die  Achsen  abzutragen  sind, 
folgt  weiter  unten  eine  ausführliche  Erklärung. 
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des  anderen I  hat  demnach  die  Grösse  R  .ly  und  die  Winkel, 
welche  die  Diagonale  OL  mit  den  Seiten  OM  nnd  ON  bildet, 
sind  gleich  den  Winkeln,  welche  die  Diagonale  R  resp.  mit  den 
Seiten  K  nnd  P,  folglich  gleich  den  Winkeln,  welche  die  Ebene 
des  resnltirenden  ELräftepaares  resp.  mit  den  Ebenen  I  und  n 
einschliesst  Hieraas  folgt,  dass  die  Linie  OL  rechtwinkelig  zur 
Ebene  des  resnltirenden  Paares  steht,  dass  also  die  Diagonale  des 
Achsen-Parallelogrammes  nicht  nnr  der  Grösse,  sondern  anch  der 
Richtung  nach  die  Achse  des  resnltirenden  Paares  darstellt.  Irgend 
ein  Eräftepaar,  dessen  Ebene  rechtwinkelig  zu  dieser  Achse  steht^ 
nnd  dessen  Momentenzahl  mit  der  Längenzahl  dieser  Achse  über- 
einstimmt, kann  als  das  Besnltirende  der  beiden  gegebenen  Kräfte- 
paare  betrachtet  werden  —  vorausgesetzt,  dass  zwischen  der  Dre- 
hungsrichtnng  dieses  Eräftepaares  und  dessen  Achsenrichtung 
dieselben  Beziehungen  stattfinden,  wie  zwischen  den  Drehungs- 
richtungen der  gegebenen  Eräftepaare  und  deren  Achsenrichtungen. 

Es  ist  nämlich,  wenn  die  Construction  jenes  Achsen- Parallele- 
grammes  unter  allen  Umständen  zu  dem  richtigen  Resultate  führen 
soll,  erforderlich,  bei  dem  Abtragen  der  Achsen  consequent  nach 
einer  und  derselben  Methode  zu  verfahren,  um  dadurch  gewisse 
Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  welche  sonst  überall  da  sich  ein- 
stellen, wo  von  der  Richtung  einer  geraden  Linie  und  von  der 
Richtung  einer  Drehbewegung  die  Rede  ist.  In  der  Normalen 
einer  Ebene  giebt  es  —  wie  überhaupt  in  jeder  geraden  Linie  — 
zwei  entgegengesetzte  Richtungen,  und  muss  daher  ein  für  alle  Male 
festgestellt  werden,  nach  welcher  von  beiden  Seiten  hin  die  Achse 
eines  gegebenen  Eräftepaares  allemal  abgetragen  werden  soll. 

Die  Drehungsebene  jedes  Eräftepaares  theilt  den  unendlichen 
Raum  in  zwei  Hälften,  welche  —  zwar  an  sich  unterschiedslos 
—  doch  insofern  unterschieden  werden  können,  als  die  Bezie- 
hungen der  Drehungsrichtung  des  Eräftepaares  zu  diesen  beiden 
Raumhälften  verschieden  sind.  Diejenige  Raumhälfte  soll  in  Be- 
zug auf  dasEräftepaar  als  die  „  positive '^  bezeichnet  werden,  von 
deren  Punkten  aus  betrachtet  die  demselben  entsprechende  Dreh- 
bewegung als  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  erscheinen 
würde,  d.  h.  übereinstimmend  mit  der  Drehungsrichtung  der  Zeiger 
einer  gewöhnlichen  Uhr,  wie  sie  einem  von  der  Vorderseite  aus 
gegen  das  Zifferblatt  sehenden  Beobachter  erscheint,  die  andere 
als  die  negative.  Dem  entsprechend  soll  als  die  positive  Rich- 
tung der  Kormalen  jener  Drehungsebene    diejenige  bezeichnet 
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werden  y   welche  aus  der  negativen  in  die  positive  Raamhälfte 
hineinführt. 

Wenn  von  irgend  einem  Punkte  0  aus  die  Achse  eines  gege- 
benen Kräftepaares  abgetragen  werden  soll,  so  ist  es  an  sich  gleich- 

gtlltig,    nach   welcher 
Fig.  188.  von  beiden  Seiten  hin 

—  ob  in  der  Richtung 
von  0  nach  M  oder 
von  0  nach  N  —  die 
Länge  SOt  (gleich  dem 
Momente  des  Eräfte- 
»-+  paares)        abgetragen 

wird  (Fig.  138).   Da  es 
indessen,  wo  mehrere 
^  Kräftepaare  gleichzei- 

^  tig  vorkommen,  erfor- 
derlich ist,  alle  diese 
Kräftepaare  in  über- 
einstimmender Weise  zu  behandeln,  so  empfiehlt  es  sich,  von  vorn- 
herein fUr  eine  dieser  beiden  Methoden  sich  zu  entscheiden,  und 
soll  aus  diesem  Grunde  hier  festgesetzt  werden,  dass  allemal  die 
positiven  Sichtungen  der  betreffenden  Normalen  als  Bichtungen 
der  Achse  gewählt  werden  sollen.  Fflr  das  in  Fig.  138  dargestellte 
Kräftepaar  würde  demnach  das  Stück  OM=SiSl  als  geometrische 
Darstellung  der  Achse  zu  wählen  sein.  Die  Achse  eines  entgegen- 
gesetzt drehenden  Kräftepaares  derselben  Ebene  würde  in  der 
Bichtung  von  0  nach  N  hin  abzutragen  sein. 

Nachdem  hiermit  in  Bezug  auf  zwei  beliebig  gegebene  Kräfte- 
paare der  allgemeine  Beweis  geführt  worden  ist:  dass  das  resulti- 
rende  Kräftepaar  mittelst  genau  derselben  geometrischen  Methode 
bestimmt  werden  kann,  welche  bei  zwei  einfachen  Kräften  mit 
gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  zur  Bestimmung  der  Mittelkraft 
benutzt  wurde,  so  können  nunmehr  auch  zur  Bestimmung  der  Be- 
sultirenden  von  mehr  als  zwei  beliebig  gegebenen  Kräftepaaren 
ohne  Weiteres  alle  diejenigen  Sätze  und  Begeln  angewendet  wer- 
den, welche  in  §  19  ftlr  die  Bestimmung  der  Mittelkraft  von  mehr 
als  zwei  beliebig  gegebenen  einfachen  Kräften  mit  gemeinschaft- 
lichem Angriffspunkte  gefunden  wurden.  Die  Aufgabe,  von  be- 
liebig vielen  beliebig  gegebenen  Kräftepaaren  das  Besultirende  zu 
finden,  ist  damit  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe:  von  mehreren 


^:^rz 
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einfachen  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angriffspunkte  die  Mittel- 
kraft zu  finden. 


Fig.  139. 


mnCOSX^) 


Wenn  also  mit 
a»,,  ÜR,...S»i,  die 
Momente  der  gege- 
benen Eräftepaare, 

mit    X^J   /U|,   v^  .  .   . 

^n,    i^n,    Vn    diC    Witt" 

kel  bezeichnet  wer- 
den, welche  deren 
Achsenrichtungen 
mit  drei  rechtwinke- 
lig zu  einander  ste- 
hendenCoordinaten- 
Achsen  einschlies- 
sen,  und  wiederum 

abkürzungsweise 

die    Bezeichnungen 

eingeführt  werden: 

aR,  =  ä»,  cos  A,  +  a»,  cos  A,  H aWo  cos  A„, 

Wty  =5  9Ä,  cos ^,  4-  SK^  cos  iiii-\ —  •  aJi«  cos ili„, 

SWz  ==  3Ä,  cos  v^  +  Wt.  cos  v^  H 3W„  cos  n, 

so  gelten  mit  Bezug  auf  Fig.  139  für  das  Moment  ^  und  die 
Achsenrichtung  des  resultirenden  Eräftepaares  die  den  Gleichun- 
gen 42) . . .  45)  des  §  19  analog  gebildeten  Gleichungen: 


122)    cos  l 


121)  m^yml  +  ml  +  ^l 


2Ji 


ÜR 

123)      C08/M  =  -^> 


124)    cos  V 


§  43. 

Allgemeine  Gleichgewichte-Bedingungen  eines  Systeme  von  unveränderlich 

verbundenen  materiellen  Punkten. 

Es  sollen  die  Bedingungen  festgestellt  werden,  welche  erfllUt 
sein  müssen,  wenn  die  an  den  Angriffspunkten  P, ,  Pj . . .  P^  auf 
ein  System  unveränderlich  verbundener  materieller  Punkte  wirken- 
den Eräfte  K^y  K^ . , ,  k^  einander  im  Gleichgewicht  halten  sollen. 

Ohne  in  der  Wirkung  der  gegebenen  Eräfte  Etwas  zu  ändern, 
kann  man  an  irgend  einem  beliebig  gewählten  Punkte  A  des 
Systems  in  einer  Richtungslinie  parallel  der  Eraft  K^  zwei  ent- 
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gegengesetzte  Kräfte  hinzufügen,  deren  jede  gleich  K^  ist.  An 
derselben  Stelle  A  kann  man  femer,  ohne  Etwas  zu  ändern,  in 
einer  Richtnngslinie  parallel  der  Kraft  K^  zwei  entgegengesetzte 
Kräfte  hinznfllgen,  deren  jede  gleich  K^  ist  Auf  gleiche  Weise 
kann  man  in  Bezug  anf  alle  ttbrigen  Kräfte  ver&bren  (Fig.  140). 

Statt  jeder  einzelnen  von 
Fig.  140.  ^      den  n  gegebenen  Kräften 

erhält  man  alsdann  drei 
Kräfte:  die  eine  von  die- 
sen drei  Kräften  hat  in 
X.  p        /  dem  Punkte  A  ihren  An- 

JT,  /      •      j»  griffspunkt    und    gleiche 

;  /  Richtung  mit  der  unmit- 

K^^.^         //  telbar  gegebenen  Kraft; 

^"^^^  die  beiden  anderen  Kräfte 

/l    ^^^^x  bilden  allemal  ein  Kräfte- 

/  /  "  paar,  bestehend  aus  der 

/  ^  unmittelbar      gegebenen 

f^^       *  Kraft    und     der    gleich 

grossen  parallel  entge- 
gengesetzten Kraft  in  dem  Punkte  A.  Man  erhält  also  im  Ganzen 
n  einfache  Kräfte  von  bekannter  Richtung  und  Grösse  an  dem 
gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  A^  und  ausserdem  n  Kräfte- 
paare, deren  Momente  und  Achsen-Richtungen  aus  der  Lage  des 
willkürlich  gewählten  Punktes  A  und  aus  den  gegebenen  Kräften 
zu  bestimmen  sind. 

Die  n  einfachen  Kräfte  am  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte 
A  können  durch  ihre  Mittelkraft  R  ersetzt  werden,  und  jene  n 
Kräftepaare  können  nach  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Regeln  zu  einem  resultirenden  Kräftepaare  vom  Momente  3SI  zu- 
sammengesetzt werden.  Da  nach  §  41  ein  Kräftepaar  niemals 
durch  eine  einzelne  Kraft  aufgehoben  werden  kann,  so  ist  Gleich- 
gewicht nur  dann  vorhanden,  wenn  jene  Mittelkraft  für  sich  allein 
gleich  Null  ist,  und  zugleich  das  Moment  jenes  resultirenden 
Kiilftepaares  fttr  sich  aUein  gleich  Null  ist.  Die  allgemeinen 
Gleichgewichts  -  Bedingungen  lassen  sich  also  durch  die  beiden 
Gleichungen  ausdrtlcken: 

125)     Ä  =  0.         126)    aÄ  =  0. 
Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  enthält  indessen  drei  an- 
dere Gleichungen.    Denn  der  allgemeine  Ausdruck  fttr  die  Mittel- 


.f  f..  ^ 
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kraft  von  n  einfachen  Kräften  mit  gemeinschaftlichem  Angriffs- 
punkte ist  nach  Gleichung  42): 

ü;  =  ]/if +  üf^  +  Ä;, 

und  der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Moment  des  Resultirenden 
von  n  gegebenen  Kräftepaaren  ist  nach  Gleichung  121): 

Die  unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Glieder  können  als 

Quadratzahlen  nie  negativ  sein;  dass  also  die  beiden  Grössen  R 

und  Tl  gleich  Null  werden,  ist  nur  dadurch  möglich ,  dass  jedes 

dieser  Glieder  fllr  sich  gleich  Null  wird.    Die  Gleichungen  125) 

und  126)  enthalten  daher  folgende  sechs  Bedingungs-Gleichungen: 

127)    i2,  =  0,        128)    i2y  =  0,        129)    Ä.  =  0, 

130)    SIRx  =  0,        131)    Slßy=0,        132)    m,=  0. 

Die  vollständige  Lösung  der  verliegenden  Aufgabe  erfordert 

nur  noch,  dass  die  in  diesen  sechs  Gleichungen  vorkommenden 

Grössen  ausgedrückt  werden  durch   die   unmittelbar  gegebenen 

Grössen.    Als  solche  sind  zu  betrachten :  erstens,  die  Grössen  der 

einzelnen  Kräfte  K^ . . .  K„]  zweitens,  die  Winkel  «i,  j^i,  yt  •  •  • 

ffn,  ßn,  yn,  wclche  die  ein- 


Fig.  141. 


S^cosot 


zelnen  Kräfte  mit  den  drei 
Coordinaten  -  Achsen  ein- 
schliessen ;  drittens ,  die 
Coordinaten  ihrer  Angriffs- 
punkte   ^1,  yi,   ^i   .   .   . 

^n,    yn,  «n    (Flg.  141). 

Die  in  den  ersten  drei 
Gleichungen  vorkommen- 
den Grössen  Ä,,  iZy,  iZ, 
bedeuten  nichts  Anderes  als 
die  drei  Seitenkräfte  der- 
jenigen Mittelkraft,  welche 
die  gegebenen  Kräfte  in 
dem  Falle  bilden  würden, 
wenn  sie  alle  an  dem  ge- 
meinschaftlichen Angriffs- 
punkte A  wirkten  —  eine 


jede  parallel  ihrer  ursprünglich  gegebenen  Richtung.    Die  Grössen 
i2x,  Ry,  Rt  haben  daher  fllr  den  vorliegenden  Fall  genau  dieselbe 


K 


i 
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Bedeutung,  welche  bereits  in  der  Mechanik  des  einfachen  mate- 
riellen Punktes  diesen  Grössen  beigelegt  wurde,  nämlich: 
133)  i2,=-2(Ä'cosa),    lU)  Rj=2(Kcosß)y    Idb)  R,=2(Kcosy). 

Die  in  den  anderen  drei  Gleichungen  vorkommenden  drei 
Grössen  äJtxi  SKy»  ^t  bedeuten  die  Achsen  oder  Momente  von 
drei  Eräftepaaren,  deren  Achsenrichtungen  resp.  mit  den  drei 
Coordinaten- Achsen  zusammenCsillen,  und  durch  deren  Zusammen- 
setzung das  resultirende  Eräftepaar  entsteht  Man  bestimmt  diese 
drei  Grössen,  indem  man  die  Achse  jedes  der  n  ELräftepaare  nach 
den  drei  Goordinaten-Richtungen  zerlegt  wie  eine  einfache  Ejraft, 
und  alsdann  die  für  jede  der  drei  Eichtungen  von  den  einzelnen 
Kräftepaaren  gelieferten  Beiträge  zu  einer  algebraischen  Summe 
zusammenüasst. 

Es  lässt  sich  beweisen,  dass  jede  der  drei  Grössen  3JKy  SR,,  Wt, 
nichts  Anderes  bedeutet,  als  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  der  ursprünglich  gegebenen  Eräfte  in  Bezug  auf  die  be- 
treffende Coordinaten-Achse  genommen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  genügt  es  zu  zeigen,  dass  der- 
selbe in  Bezug  auf  eine  der  drei  Grössen  richtig  ist,  z.  B.  in  Be- 
zug auf  die  Grösse  äß. ;  und  hierzu  wiederum  wird  es  ausreichen, 
wenn  gezeigt  wird,  dass  der  von  einem  der  n  Eräftepaare  her- 
rührende Beitj^ag  zu  der  Summe  ÜAx  das  statische  Moment  der 
betreffenden  Eraft  in  Bezug  auf  die  X-Achse  bildet.    Es  soll  zu 

diesem  Zwecke  nachge- 


Fig.  142. 


^: 


K^09a^ 


wiesen  werden,  dass  der 
bei  Zerlegung  der  Achse 
des  Eräftepaares  K^ ,  Ky^ 
in  die  Sichtung  AX.  fal- 
lende Beitrag  zu  der 
Grösse  SD'lx  das  statische 
Moment  bildet  von  der 
in  dem  Punkte  P,  wir- 
kenden Eraft  K^  in  Be- 
zug auf  die  Achse  AX. 
Wenn  man  an  jedem 
der  beiden  Ai^ffs- 
punkte  A  und  Pj  die 
Eraft  K^  in  ihre  drei 
Seitenkräfte  zerlegt,  so  erhält  man  statt  des  einen  Ejräftepaares 
K^  K^  drei  andere  Eräftepaare,  bestehend  resp.  aus  den  Eräften 


4:>2 


K^dta^ 


B. 


\t 


X. 
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iCiCOsa,,  ^,cos/^i  und  K^eo^y^  (Fig.  142).    Die  Achse  des  Kräfte* 
paares  K^  cos  a,  steht  rechtwinkelig  zur  Achse  AXj  weil  die  letz- 

tere  in  der  Drehungsebene 
^*  ^^'  ABP,  dieses  Kräftepaares 

liegt;  die  Achse  dieses 
Kräftepaares  kann  daher 
bei  der  Zerlegung  keinen 
Beitrag  zu  der  Summe  SDt, 
liefern,  und  darf  also  bei 
der  Bestimmung  dieses 
Beitrages  unberücksichtigt 
bleiben. 

Ohne  in  der  Wirkung 
der  Kräfte  Etwas  zu  än- 
dern, kann  man  zu  den 
noch  tlbrig  bleibenden 
Kräftepaaren  die  beiden 
an  den  Endpunkten  der 
Linie  BD  einander  auf- 
hebenden Kräfte  K^  cos  /?,  und  die  beiden  an  den  Endpunkten  der 
Linie  BE  einander  aufhebenden  Kräfte  K^  cos  y^  hinzuftlgen,  wo- 
durch aus  jenen  zwei  Kräftepaaren  nunmehr  vier  K^ftepaare  ent- 
stehen (Fig.  143).  Die  in  den  Punkten  A  und  D  wirkenden  beiden 
Kräfte  K^  cos  /^,  bilden  zusammen  ein  Kräftepaar,  in  dessen  Dre- 

hungsebene  die  Achse  AX 
^*  liegt;  ebenso  auch  die  in  den 

Punkten  A  und  E  wirken- 
den beiden  Kräfte  K^  cos  /, . 
Die  Achsen  dieser  letzteren 
beiden  Kräftepaare  sind  dem- 
nach rechtwinkelig  zu  AX 
gerichtet  und  können  bei  der 
Zerlegung  keinen  Beitrag  zu 
der  Summe  9)tx  liefern. 

Es  bleiben  daher  nur  noch 
die  beiden  in  Fig.  144  allein 
angegebenen  Kräftepaare 
übrig,  deren  Drehungsebenen 
beide  rechtwinkelig  zur  Bichtung  AX  stehen,  deren  Achsen  also 
mit  dieser  Bichtung  zusammenfallen,  deren  Momente  K^  cos  /, .  y, 
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und  K^  cos  ß^ .  s^  daher  nmoittelbar  die  Beiträge  darstellen^  welche 
das  Kräftepaar  K^  K^  zu  der  Summe  SOt.  liefert.  Nach  der  am 
Schlüsse  des  yorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  hat  die 
Achse  des  ersteren  die  Richtung  ron  A  nach  X,  die  des  letzteren 
die  Biohtung  Ton  X  nach  A.  Die  erstere  liefert  daher  einen  posi- 
tiven, die  letztere  einen  negativen  Beitrag  zu  der  in  der  Richtung 
von  A  nach  X  hin  abzutragenden  Grösse  äß^.  Der  ganze  von  dem 
Kräftepaare  K^  üT,  herrührende  Beitrag  zu  der  Summe  äß.  hat  dem- 
nach die  Grösse: 

136)    SDü;  =  K,  cos  y,  y,  —  K,  cos  ß,  s, . 

Nach  dem  Gesetze  der  statischen  Momente  (§  23)  ist  das  sta- 
tische Moment  der  Kraft  K^  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
statischen  Momente  ihrer  drei  Seitenkräfte  in  Bezug  auf  irgend 
eine  Achse.  Die  statischen  Momente  dieser  drei  Seitenkräfte  in 
Bezug  auf  die  Achse  AX  sind  nach  Fig.  145: 

+  K^  cos  7,  .  y, ,      —  ^,  cos  ßi .  ^ij      und  Null. 

Die  algebraische  Summe  dieser  drei  Grössen  ist  identisch  mit 
dem  in  Gleichung  136)  gefundenen  Werthe  von  SW',,  folglich  ist 

der  von  dem  Kräftepaare 


Fig.  145. 


K^cosaj 


K^  JC,  ZU  der  Summe  ÜW, 
gelieferte    Beitrag    nichts 
Anderes  als  das  statische 
Homent  der  an  dem  An* 
grififspunkte  P,  wirkenden 
ursprünglich       gegebenen 
Kraft  ÜT,  in  Bezug  auf  die 
Achse  ^X  Die  Grösse  üßx 
selbst   bedeutet    also   die 
algebraische   Summe    der 
statischen  Momente  sämmt- 
licher  gegebenen  Kräfte  in 
Bezug  auf  diese  Achse  und 
kann  in  abgekürzter  Form 
ausgedrückt  werden  durch 
die  Gleichung: 
137)    m,  =  2{KQ0%Y  .y  —  Koo^ß  .  «). 
Die  obige  Beweisführung  würde  ihre  Gültigkeit  nicht  verlie- 
ren,  wenn  mit  AX  diejenige  Achse  bezeichnet  würde,  welche  hier 
A  Y  genannt  wurde,  und  die  Grösse  ^.  demzufolge  diejenige  Be- 
deutung erhielte,  welche  vorher  die  Grösse  3ßj  hatte.    Dasselbe 
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gilt  von  derjenigen  Veränderung  in  der  Bezeichnungsweise,  bei 
welcher  die  Grössen  SR.  und  3Rx  ihre  Bedeutungen  mit  einander 
yertauschen  würden.  Hieraus  folgt,  dass  die  drei  Grössen  äß., 
SWy,  9Ri  resp.  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- Achsen  die  glei- 
chen Bedeutungen  haben.  Jede  dieser  drei  Grössen  bedeutet  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  gegebenen  Kräfte 
auf  die  betreffende  Coordinaten-Achse  bezogen.  Für  9Äy  und  ^^ 
ergeben  sich  hiemach  die  Werthe: 

138)  SWy  =  J  {K  cosa.z  —  Kcosy.  x\ 

139)  aro,  :^  ^  (Ä"  cos  /?  .  a?  —  JT  cos  a  .  y). 

Wenn  man  die  in  den  Gleichungen  133),  134),  135)  und  137), 
138),  139)  gefundenen  Werthe  flir  die  in  den  Gleichungen  127) .. . 
132)  vorkommenden  Grössen  substituirt,  so  erhalten  die  sechs  all- 
gemeinen Bedingungs  -  Gleichungen  des  Gleichgewichts  nunmehr 
die  Form: 

140)  2(^cosa)  =  0, 

141)   ::?  (^  cos /?)  =  0, 

142)  -:?  (ä:  cos  y)  =  0, 

143)  -:?  (ä:cos  y  .  y  —  ^  cos  i?  .  ä)  =  0, 

144)  ^  (iT  cos  er .  ;5  —  JiT  cos  y  .  Ä?)  =  0, 

145)  :^  (JTcos  /?  .  ^  —  ^cos  a  .  y)  =  0. 

Die  Bedeutung  dieser  sechs  allgemeinen  Bedingungs  -  Glei- 
chungen lässt  sich  auf  folgende  Weise  in  Worten  ausdrücken: 

Wenn  die  auf  ein  System  von  unveränderlich  mit 
einander  verbundenen  materiellen  Punkten  wirken- 
den Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten,  so  ist 
für  jede  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehen- 
den Coordinaten-Achsen: 

erstens,  die  algebraische  Summe  der  bei  recht- 
winkeliger Zerlegung  in  diese  Bichtung  fallenden 
Seitenkräfte  gleich  Null; 

zweitens,  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  diese  Achse 
gleich  Null. 

Umgekehrt:  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  befindet 
sich  dass  System  im  Gleichgewichts-Zustande. 

Da  ferner  die  Lage  jenes  Coordinaten-Systems  eine  willkür- 
lich zu  bestimmende  war,  so  ist  der  obige  Satz  auch  für  jede 
andere  Achsenrichtung  als  gültig  zu  betrachten  und  kann  daher 
auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 
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Bei  einem  im  Gleichgewichts-Zustande  befind* 
liehen  festen  KOrper  ist  die  algebraische  Summe  der 
bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in  eine  und  dieselbe 
—  übrigens  beliebig  zu  wählende  —  Richtung  hinein- 
fallenden Seitenkräfte  der  auf  ihn  wirkenden  Kräfte 
gleich  Null,  und  zugleich  die  algebraische  Summe 
der  statischen  Momente  sämmtlicher  auf  ihn  wirken- 
den Kräfte  in  Bezug  auf  irgend  eine  beliebig  gewählte 
Achse  gleich  Null 


ZEHNTES  CAPITEL. 

Wirkungen  der  Schwerkräfte. 

§  44. 
Mittelkraft  gleichgerichteter  Paraliel-Kräfte. 

Dass  nicht  in  allen  Fällen  mehrere  auf  einen  festen  Körper 
wirkende  Kräfte  durch  eine  einzige  Kraft  von  gleicher  Wirkung 
ersetzt  werden  können:  das  zeigte  beispielsweise  schon  der  eine 
in  §  41  näher  untersuchte  Fall,  bei  welchem  die  Zahl  der  Kräfte 
zwei  betrug,  und  die  beiden  Kräfte  ein  Kräftepaar  bildeten. 

Obschon  also  von  einer  Mittelkraft  der  gegebenen  Kräfte  im 
Allgemeinen  gar  nicht  die  Rede  sein  darf  in  der  Mechanik  des 
Systems  materieller  Punkte,  so  kann  doch  das  Princip  der  Mittel- 
lüaft  auch  hier  noch  mit  Yortheil  benutzt  werden,  besonders  in 
denjenigen  Fällen,  wo  die  Anzahl  der  Kräfte,  deren  Wirkung  be- 
stimmt werden  soll,  eine  sehr  grosse  ist.  Wenn  man  nämlich  in 
solchem  Falle  das  unmittelbar  gegebene  Kräft;e-System  in  einzelne 
Gruppen  zerlegt  auf  solche  Art,  dass  jede  dieser  Gruppen  durch 
eine  einzelne  Kraft  ersetzt  werden  kann,  so  lässt  sich  durch  Ein- 
flihrung  dieser  Mittelkräfte  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte 
immer  —  wenn  auch  nicht  auf  eine  einzige,  so  doch  —  auf  ein- 
zelne wenige  Kräfte  zurückführen,  und  auf  diese  Weise  fUr  die 
unmittelbar  gegebene  Aufgabe  eine  einfachere  ttbersichtlichere 
Form  gewinnen. 

Beim  Aufsuchen  dieser  Mittelkräfte  können  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen 
benutzt  werden.    Denn  die  Mittelkraft  einer  Gruppe  von  Kräften 

&itt«r,  Maehuiik.    6.  Aufl.  12 
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ist  immer  so  beschaffen,  dass  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen  za  diesen  Kräften  hinzugeftlgt,  mit  ihnen  zusammen 
ein  Kräfte- System  bildet,  welches  den  allgemeinen  Grleichgewichts- 
Bedingungen  entspricht.  Es  können  daher  die  Bestimmungsstttcke 
dieser  unbekannten  Kraft  durch  Einflihrung  derselben  in  die  all- 
gemeinen Bedingungs-Gleichungen  und  nachherige  Auflösung  der- 
selben allemal  bestimmt  werden,  und  kann  auf  diese  Weise  jede 
Aufgabe,  welche  das  Auffinden  einer  Mittelkraft  betrifft,  in  eine 
Aufgabe  der  Gleichgewichtslehre  verwandelt  werden. 

Unter  denjenigen  Fällen,  in  welchen  es  überhaupt  möglich 
ist,  eine  gegebene  Kräftegruppe  durch  eine  einzige  Mittelkraft  zu 
eraetzen,  sind  als  die  bemerkenswerthesten  diejenigen  beiden  Fälle 
hervorzuheben,  welche  im  Laufe  der  bisherigen  Untersuchung 
schon  als  solche  sich  herausgestellt  haben,  nämlich  erstens:  der 
in  der  Mechanik  des  einfachen  materiellen  Punktes  bereits  er- 
ledigte Fall,  wenn  sämmtliche  Ejräfte  an  gemeinschaftlichem  An- 
griffspunkte wirken;  zweitens:  der  in  §  40  nur  erst  oberflächlich 
behandelte  Fall,  wenn  sämmtliche  Kräfte  gleiche  Richtung  haben. 
Dieser  letztere  Fall  verdient  schon  aus  dem  Grunde  eine  ausfuhr- 
lichere Untersuchung,  weil  jedes  beliebig  gegebene  Kräfte-System 
durch  Zerlegung  der  einzelnen  Kräfte  nach  den  Achsenrichtungen 
eines  Goordinaten-Systems  —  wie  im  vorigen  Capitel  bereits  ge- 
zeigt wurde  —  in  einzelne  Gruppen  von  gleichgerichteten  Parallel- 
Kräften  sich  zerlegen  lässt.  Die  Bestimmung  der  Mittelkraft  einer 
solchen  Gruppe  von  Parallel  -  Kräften  soll  deshalb  als  eine  vor- 
bereitende Aufgabe  den  weiteren  Anwendungen  der  allgemeinen 
Gleichgewichts -Bedingungen  hier  vorangestellt  werden,  und  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  wie  auch  diese  Angabe  mit  Htilfe 
jener  allgemeinen  Bedingungs-Gleichungen  unmittelbar  gelöst  wer- 
den kann. 

Wenn  mit  a^  ß^  y  die  Richtungswinkel  bezeichnet  werden, 
welche  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
K^...K^  mit  den  drei  Achsen  eines  rechtwinkeligen  Goordinaten- 
Systems  einschliesst,  und  mit  ao,  /^o,  y^  die  Richtungswinkel  der- 
jenigen Kraft  K^j  welche  diesen  Kräften  das  Gleichgewicht  hält 
(Fig.  146),  so  nehmen  von  den  sechs  allgemeinen  Gleichgewichts- 
Bedingungen  (140  ..  .  145)  die  drei  ersten  folgende  Formen  an: 
cos  a  2  {K)  +  Äo  cos  ao  =  Oj  (cos  o  ^  (jBQ  =  —  K^  cos  a, 

cos  ß  S{K)  +  üTo  cos  ßo  —  0>,  oder:  Los  ß  2  {K)  —  -  üTo  cos  ß, 
cos  y  2  (K)  -f-  jKo  cos  y«  *=  o|  (cos  y  2  (K)  =  —  K^  cos  y, 


o 
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Fig.  146. 


Wenn  man  die  Quadrate  dieser  letzteren  drei  Gleichungen 
addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(cos  a»  +  cos  /l^  +  cos  /)  [2  iK)Y  =  Kl  (cos  aj  +  cos  ßl  +  cos  yl\ 
oder:  Ko  =  2(K\ 

nnd  wenn  man  diesen  Werth  für  K^  in  den  obigen  drei  Glei- 
chungen substituirt,  so  ergeben  sich  für  die  Richtungswinkel  der 
Kraft  Kq  die  Gleichungen: 

cos  «0  =  —  cos  a, 
cos  /?o  =  —  cos  ßy 
cos  yo  =  —  cos  y. 

Hieraus  folgt,  dass  die 
Kraft  K^  ihrer  Grösse  nach 
gleich  der  Sunmie  der  ge« 
gebenen  Kräfte  und  ihrer 
Richtung  nach  ihnen  ent- 
gegengesetzt ist.  Die  Mittel- 
kraft selbst  hat  also  gleiche 
Richtung  mit  den  gegebenen 
Kräften  und  ist  ebenfalls 
gleich  ihrer  Summe  —  das- 
selbe Resultat,  welches  be- 
^  reits  in  §  40  auf  anderem 

Wege  geftmden  wurde. 
Um  die  Lage  der  Mittelkraft  zu  finden,  genügt  es  nunmehr, 
irgend  einen  Punkt  zu  bestimmen,  welcher  in  der  Richtungslinie 
der  Kraft  K^  liegt.  Nach  §  40  wird  der  Gleichgewichtszustand 
des  Systems  nicht  gestört,  wenn  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K^ 
in  der  Richtungslinie  derselben  beliebig  verschoben  wird.  Wenn 
man  also  die  Grössen  o^o,  t/^y  z^  als  Coordinaten  desjenigen  Punk- 
tes einftlhrt,  an  welchem  die  Kraft  K^  angreifen  muss,  um  den  ge- 
gebenen Kräften  das  Gleichgewicht  zu  halten,  so  ist  hierbei  wohl 
zu  beachten,  dass  diese  drei  Coordinaten  keineswegs  einen  fest 
bestimmten  Punkt  bezeichnen,  sondern  nur  irgend  einen  von  den 
unendlich  vielen  in  einer  geraden  Linie  liegenden  Punkten,  welche 
Bämmtlich  die  Eigenschaft  besitzen,  als  Angriffspunkte  der  Kraft 
K^  gewählt  werden  zu  dürfen. 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  x^^  y^^  z^  können  die  anderen 
drei  Gleichgewichts  -  Bedingungen  143),  144),  145)  in  folgender 
Weise  benutzt  werden.    Nach  Einführung  der  Bestimmungsstücke 

12* 


^*^ 
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der  Kraft  K^  erscheinen  diese  drei  Gleichungen  zunächst  in  fol- 
gender Form: 

[cos  y  ^  {Ky)  -h  cos  y„  K^  y^  —  [cos  ß  2  (Kz)  +  cos  ßo  K^  »J  —  0, 
[cos  a  :?  {Kz)  +  cos  a„  Ä^  s^  —  [cos  y  2  {Kx)  +  cos  y«  ^  ^o]  =  0^ 
[cos  ß  ^  {Kx)  +  cos  /?o  ^0  ^o]  —  [cos  a  ^  {Ky)  +  cos  «o  ^o  yj  —  0| 
und  wenn  man  hierin  die  bereits  gefundenen  Werthe  cos  Oo  = 
—  cos  a,  cos  ßo  =  —  cos  ß,  cos  yof=  —  cos  y  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichungen: 

[  cos  y  [-S  {Ky)  —  K,  yj  —  cos  ß  [S  {Kz)  -  K,  z,]  —  0, 
146)    j  cos  a  [2  {Ks)  —  K^  z^  -  cos  y  [2{Kx)  —  K^x^  =  0, 

l  cos  ß  [:^{Kx)  —  K^x^  —  cos  a  [2  (Zy)  -  Äoyol  —  0. 
Für  die  drei  Grössen  x^^  y^^  z^  sollen  solche  Werthe  gewählt 
werden,  welche  diesen  drei  Bedingungs-Gleichungen  entsprechen. 
Wären  die  eingeklammerten  Glieder  ein  jedes  fttr  sich  gleich  Null, 
so  würden  offenbar  unter  allen  Umständen  die  obigen  Bedingungs- 
Gleichungen  erfdUt  sein.  Jede  der  eingeklammerten  Grössen  kommt 
zweimal  in  den  Gleichungen  vor,  die  Zahl  dieser  Grössen  beträgt 
also  drei;  mithin  würde  das  Null -Setzen  derselben  zu  eben  so 
vielen  Bedingungs- Gleichungen  führen,  als  unbekannte  Grössen 
vorhanden  sind,  und  ist  es  daher  möglich,  fttr  die  Grössen  x^^ 
yof  «0  solche  Werthe  zu  finden,  durch  welche  jedes  der  einge- 
klammerten Glieder  fUr  sich  gleich  Null  wird.  Da  es  sich  nun 
hier  nur  darum  handelt,  irgend  einen  Punkt  in  der  Bichtungs- 
linie  der  Kraft  K^  zu  finden,  oder  fttr  die  Grössen  x^^  y,,,  z^ 
irgend  ein  Werthen-System,  welches  den  Gleichungen  146)  ent- 
spricht, so  können  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  die  drei  Glei- 
chungen benutzt  werden: 

i[2{Kx)-K,x,]  —  0, 

147)    \[2{Ky)-K,y,]  =  0, 
\[2  {Kz)  ^  K,  z,]  =  0, 

aus  denen  sich  nach  Substitution  des  bereits  gefundenen  Werthes 
J^  =  ^(Ä')  folgende  Werthe  fttr  die  gesuchten  Grössen  ergeben: 

2{Kx) 


148) 


x„. 


yo  = 


S{Ky) 


^0 


2iK) 
2(Kz) 


J 
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Die  GleichnDgen  1 46)  werden,  da  die  Goefficienten  der  Grössen 
COB  Oy  cos  ßf  cos  y  ein  jeder  gleich  Null  gesetzt  sind,  anch  dann 
noch  erfüllt  bleiben,  wenn  den  Winkeln  or,  ß,  y  beliebige  andere 
Grössen  gegeben  werden,  d.  h.  wenn  für  das  Kräfte- System  eine 
beliebige  andere  Richtung  gewählt  wird.  Der  hier  gefundene 
Punkt  Po  zeichnet  sich  daher  vor  allen  übrigen  in  der  Richtungs- 
linie der  Kraft  K^  liegenden  Punkten  durch  die  Eigenschaft 'aus, 

dass  er  auch  dann  noch  fortfährt, 
der  Richtungslinie  der  Mittelkraft 
anzugehören,  wenn  bei  unverän- 
dert bleibender  Grösse  der  gege- 
benen Kräfte  ihre  gemeinschaft- 
liche Richtung  eine  andere  wird 
(Fig.  147).  Es  ist  derjenige  Punkt, 
welcher  den  Richtungslinien  aller 
der  alsdann  sich  ergebenden  Mit- 
telkräfte gemeinschaftlich  ange- 
hört. Aus  diesem  Grunde  wird 
der  durch  die  Gleichungen  148) 
bestimmte  Punkt  schlechtweg  der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft 
jener  Parallel-Kräfte  genannt,  obwohl  natürlich  streng  genommen 
die  Zahl  der  Punkte,  welche  als  solche  gelten  können,  unendlich 
gross  ist.  " 

§  45. 
Allgemeine  Gleichungen  des  Schwerpunktes  eines  Systems  von  materiellen  Punicten. 

Es  ist  denkbar  —  und  der  Fall  kommt  in  der  Natur  häufig 
vor  —  dass  eine  Gruppe  von  gleichgerichteten  Parallel-Kräften  auf 
ein  System  von  materiellen  Punkten  in  solcher  Weise  wirkt: 
dass  jeder  einzelne  materielle  Punkt  desselben  unter  Einwirkung 
einer  Kraft  sich  befindet,  welche  der  Masse  desselben  propor- 
tional ist,  dass  also  der  Quotient  „  Kraft  dividirt  durch  zugehörige 
Masse  "*  ftlr  jeden  materiellen  Punkt  denselben  Werth  hat.  In  die- 
sem Falle  können,  wenn  der  gemeinschaftliche  Werth  jener  Quo- 
tienten mit  f  *)  bezeichnet  wird,  die  aus  den  Gleichungen : 


*)  Die  Grösse  p  bedeutet  hier  die  Beschleunigung,  welche  jeder  einzelne 
materielle  Punkt  durch  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  erhalten  würde,  wenn  der- 
selbe ToUkommen  frei  w&re. 


/ 
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fUr  die  einzelnen  Kräfte  sich  ergebenden  Werthe: 

^l  =  ^1  P>     ^a  =  ^*  /^>     •  •  •  •  ^n  =  ^n  p 

in  den  allgemeinen  Gleiohnngen  148)  des  vorigen  Paragraphen 
substituirt  werden,  und  nehmen  dieselben  alsdann  folgende  For- 
men an: 

Xn  = 


?/o  = 


tn^px^-\-m^piv^  +  * 

•  •  •  Wln  P  ^n 

m^p    +    m^p    +. 

•  •  •    m^p 

^xpyx  +  ^%py.  +  - 

-rn^PJ/n 

m^p    +    m^p    +  • 

■  • .    m^^p 

m,pz,  +  m^pz^-]r^ 

"»m^p  z^ 

m^p    +    m^p    +  . 

•  •  •    win  p 

Da  die  Grösse  p  in  Zähler  and  Nenner  dieser  Brüche  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  Glieder  ist,  so  kann  dieselbe  fort- 
gelassen werden,  nnd  man  erhält  nunmehr  die  folgenden  Glei- 
chungen: 


0?. 


149)    {y,  = 


m,  j?,  +  m,  a?,  + 

h  ^n  ^n 

»»1     +    wij    + 

h      W*n 

^1  y,  +  ^«  y«  + 

h  ^n  yn 

W2,      +     Wlj      -|-  • 

h    wi„ 

m^  Ä,  +  wiä  -Sg  -h  • 

•  •  •   +  Wla  An 

W«!      +     »la      +• 

•  •  •    +      ^ü 

^  Aus  der  Form  dieser  Gleichungen,  in  denen  die  Ki*äfte  jetzt 
durch  die  Massen  der  materiellen  Punkte  ersetzt  sind,  erkennt 
man,  dass  in  diesem  Falle  die  Lage  des  Angriffspunktes  der 
Mittelkraft  Yollkommen  unabhängig  ist  von  Grösse  und  Richtung 
der  Kräfte,  dass  sie  vielmehr  nur  abhängt  von  der  Lage  der  ein- 
zelnen materiellen  Punkte  und  von  der  Art  und  Weise,  in  welcher 
die  Masse  des  ganzen  Systems  auf  die  einzelnen  Punkte  desselben 
vertheilt  ist. 

Als  solche  gleichgerichtete  Parallel-Kräfte,  welche  den  Massen 
der  materiellen  Punkte  proportional  sind,  können  unter  Anderen 
die  Gewichte  der  einzelnen  materiellen  Punkte  betrachtet  wer- 
den. Der  gefundene  Punkt  bildet  demnach  unter  Anderen  den 
Angriffspunkt  fUr  die  Mittelkraft  der  Schwerkräfte,  oder  ftir 
das  Gewicht  des  ganzen  Systems  und  wird  aus  diesem  Grunde 
der  Schwerpunkt  desselben  genannt.  Die  Gleichungen  149) 
sind  daher  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  drei  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  Systems  von  materiellen  Punkten,  und- 
ergeben  für  das  Aufsuchen  desselben  folgende  Regel: 


j 
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Um  den  Abstand  des  Schwerpanktes  von  irgend 
einer  Ebene  zn  finden,  multiplicire  man  die  Masse 
jedes  einzelnen  materiellen  Punktes  mit  seinem  Ab- 
stände von  dieser  Ebene  und  dividire  die  Summe 
aller  dieser  Produete  durch  die  Massensumme  des 
ganzen  Systems. 

Wenn  man  die  Massensumme  des  ganzen  Systems  mit  M  be- 
zeichnet und  die  Gleichungen  149)  auf  beiden  Seiten  mit  dieser 
Grösse  multiplicirt,  so  nehmen  dieselben  folgende  Form  an: 

IM  x^  =  m^  x^  +  m^x^-\ h  ««n  ^n, 
Mz^=m,z,  +m^z^-\ +  w„  ;?„, 

und  zeigen  in  dieser  Form,  dass  eine  Summe  von  Producten  aus 
einzelnen  Massentheilchen  in  ihre  Abstände  von  einer  bestimmten 
Ebene  immer  ersetzt  werden  kann  durch  das  Product  aus  der 
ganzen  Masse  in  ihren  Schwerpunktsabstand. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  nur  fär  das  ganze  System,  sondern 
auch  fUr  jeden  beliebigen  Theil  desselben,  da  jeder  solche  Theil 
für  sich  allein  auch  wiederum  ein  System  von  materiellen  Punk- 
ten bildet  Man  kann  also  das  ganze  System  in  einzelne  Gruppen 
von  materiellen  Punkten  zerlegen  und  statt  der  von  einer  jeden 
solchen  Gruppe  herrührenden  Producten- Summe  auch  das  Product 
aus  der  Massensumme  dieser  Gruppe  in  den  Schwerpunktsabstand 
derselben  einfahren. 

Die  allgemeinen  Schwerpunkts -Gleichungen  149)  oder  150) 
gelten  daher  auch  noch  in  dem  Sinne,  wenn  man  den  Buchstaben 
m^y  m^ . . .  m^  die  Bedeutung  von  Massensummen  ganzer  Gruppen 
von  materiellen  Punkten  (statt  von  Massen  einzelner  materieller 

Punkte)  beilegt,  wobei  dann  unter  den 
Fig.  148.  Buchstaben  a?,  . . .  .y,  . . .  ^, . . ;  die 

a    S       i-a  Schwerpunktsabstände  der  betreffen- 

nv^  nt^     den  Gruppen  in  Bezug  auf  die  Coordi- 

naten-Ebenen  zu  verstehen  sind. 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  aus  zwei  materiellen 
Punkten  bestehenden  Systems  kann  nach  Fig.  14B  berechnet  wer- 
den aus  der  Gleichung : 

(jw,  +  wi^)  a  =  wi,  /,      oder:      (m,  +  wj  (/  —  a)  =  m^  L 
Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  m^  und  m. 


/ 
j 


fr-' 


^T>- 


p.'jf 
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Fig.  149. 


die  Massen  von  zwei  beliebigen  Körpern  sind,  deren  Schwerpunkte 
im  Abstände  /  von  einander  liegen. 

Die  Masse  der  Erde  ist  ungefähr  80  mal 
so  gross  als  die  Masse  des  Mondes.  Hiemach 
erh&lt  man  für  den  Abstand  des  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunktes  dieser  beiden  Körper 
vom  Erdmittelpunkte,  indem  man  m,  — iSOm, 
setzt,  den  Werth: 

m,  /      / 


60 


Fig.  160. 


Da  der  Erdhalbmesser  ongefUir  gleich 

[also  grösser  als  -^]  ist,  so  liegt  dieser 

gemeinschaftliche  Schwerpunkt  im  Inneren 
der  Erdkugel. 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  aus  drei  materiellen 
Punkten  bestehenden   Systems  von  einer  Seite  des  durch  die 

Punkte  gebildeten  Dreiecks  kann 
nach  Fig.  149  berechnet  werden  aus 
der  Gleichung: 

(m,  H-  wij  +  wij)  a?  —  WI5  A, 

und  auf  gleiche  Wjeise  können  die 
Abstände  des  Schwerpunktes  von 
den  anderen  beiden  Dreieckseiten 
berechnet  werden. 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes 
eines  aus  vier  materiellen  Punkten 
bestehenden  Systems  von  einer  Sei- 
tenfläche des  durch  die  Punkte  ge- 
bildeten Tetraeders  kann  nach  Fig.  160  berechnet  werden  aus  der 
Gleichung : 

(m^  +  W*9  +  ''»a  +  ''^j)  ^  ~  ^4  A» 

und  auf  gleiche  Weise  können  die  Abstände  des  Schwerpunktes 
von  den  anderen  Seitenflächen  berechnet  werden. 


§  46. 
Schwerpunkte  geometrischer  Körper,  Rächen,  Unlen. 

Je  näher  in  einem  System  von  materiellen  Punkten  die  be- 
nachbarten Punkte  an  einander  gerückt  sind,  je  grösser  die  An- 
zahl der  in  einem  bestimmten  Raumtheile  enthaltenen  materiellen 


kh. 
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Punkte  ist,  nm  so  mehr  darf  man  das^  System  wie  einen  stetig 
mit  Masse  erfüllten  Raum  ansehen.  Denkt  man  sich  zugleich  die 
ganze  Masse  vollkommen  gleichförmig  in  diesem  Kanme  vertheilt 
in  der  Weise,  dass  je  zwei  gleiche  Raumtheile  gleich  viel  Masse 
enthalten,  so  gelangt  man  zu  dem  Begriffe  eines  „homogenen 
Körpers **  oder  eines  Körpers  von  »gleichförmiger  Dichtigkeit^. 
Die  Massen-Quantität,  welche  in  der  Cubik-Einheit  (etwa  in  einem 
Cubikmeter)  eines  solchen  Körpers  enthalten  ist,  wird  die  i,  Dich- 
tigkeit" des  Körpers  genannt. 

Wenn  mit  y  die  Dichtigkeit  eines  homogenen  Körpers  be- 
zeichnet wird ,  und  mit  J  sein  Rauminhalt  (oder  die  Anzahl  der 
in  demselben  enthaltenen  Gubik-Einheiten),  so  ist  die  ganze  Masse 
des  Körpers: 

151)    M=yJ. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  in  irgend  einem  Raum- 
theile 2,  dieses  Körpers  enthaltene  Masse  m^  den  Werth: 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  149)  des  vorigen  Paragraphen 
die  tlbrigen  Massentheile  m^. . .  .m^  auf  gleiche  Weise  durch  ihre 
Rauminhalte  i, . . . .  /p  ausdrückt,  und  den  Grössen  ^i .  • .  ^,  . . . 
s,  .  • .  die  Bedeutung  der  Schwerpunktsabstände  der  betreffenden 
Massentheile  beilegt,  so  ergeben  sich  für  die  Schw^rpunkts-Coor- 
dinaten  des  homogenen  Körpers  die  Gleichungen: 

^0  =  —77 — x .     vf     '     yo  —  •  •  •  etc., 

welche,  wenn  die  Grösse  y  als  allen  Gliedern  gemeinschaftlicher 
Factor  in  Zähler  und  Nenner  dieser  Brüche  fortgelassen  wird,  die 
Form  annehmen: 


^0 

1,  ar, 

-f-i,ar, 

.  +  •• 

•  •  +  4  a?. 

■ 

«1 

+  h 

+  •• 

••+  4 

y. 

— 

hy^ 

+  4  y.  +  •  • 

•  •  +  4  y. 

+  h 

+  •• 

••+  4 

«0 

• 

- 

ix   «1 

+  «.«, 

+  •• 

•  •  +  4  «» 

»1 

+  h 

+  •• 

••+  4 

152)  y.  -  '■.y-r'»y«y---r-y.,  „der  auch: 


Js^'^Siiz) 


\ 


Aus  diesen  Gleichungen,  in  denen  nunmehr  die  Raumtheile 
an  die  Stelle  der  Massentheile  getreten  sind,  ersieht  man,  dass 
bei  einem  homogenen  Körper  die  Lage  des  Schwerpunktes  ganz 
unabhängig  ist  von  dem  Massengehalte  des  Körpers,  dass  sie  viel- 
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mehr  nur  abhängt  von  der  Form  und  Lage  des  Raumes,  welchen 
der  Körper  eimiimmt,  und  auf  rein  geometrischem  Wege  sich  be- 
stimmen lässt.  Es  ist  daher  bei  der  Seh werpunkts  -  Bestinmiung 
eines  solchen  Körpers  gar  nicht  erforderlich,  an  einen  mit  Masse 
erfElllten  Raum  zu  denken;  yielmehr  kann  man  denselben  wie 
eiden  geometrischen  Körper  behandeln,  und  ist  es  daher  zulässig, 
auch  von  den  Schwerpunkten  geometrischer  Körper  zu  reden. 

Die  Benutzung  der  Gleichungen  152)  setzt  voraus,  dass  die 
Schwerpunkts  -  Goordinaten  der  einzelnen  Raumtheile  2,  . . .  4  be- 
reits anderweitig  bekannt  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  kann 
man  den  Körper  nicht  in  solche  Theile  zerlegen,  deren  Schwer- 
punkte man  schon  kennt,  so  muss  man  die  Raumtheile  h  . .  .  t» 
so  klein  annehmen,  dass  hinsichtlich  der  Lage  des  Schwerpunktes 
jedes  einzelnen  Theiles  kein  Zweifel  mehr  stattfinden  kann,  d.  h. 
man  muss  sich  den  ganzen  Rauminhalt  in  eine  unendlich  grosse 
Anzahl  von  unendlich  kleinen  Raumth eilen  zerlegt  denken,  in 
welchem  Falle  wegen  mangelnder  Auswahl  an  Stellen  innerhalb 
eines  solchen  Theiles  jeder  Zweifel  tlber  die  Lage  des  Schwer- 
punktes in  demselben  verschwindet.  Zähler  und  Nenner  der 
Gleichungen  152)  bilden  alsdann  Summen  von  unendlich  vielen 
unendlich  kleinen  Gliedern,  deren  Summation  nach  den  Regeln 
der  Integralrechnung  auszuführen  ist. 

Wie  von  dem  Schwerpunkte  eines  geometrischen  Körpers,  so 
kann  auch  von  dem  Schwerpunkte  einer  geometrischen  Fläche 
die  Rede  sein.  Man  kann  dabei  zunächst  an  ein  System  von 
materiellen  Punkten  denken,  welche  derartig  und  in  so  grosser 
Anzahl  auf  einer  Fläche  zerstreut  liegen,'  dass  dieselbe  wie  stetig 
und  gleichförmig  mit  Masse  überdeckt  angesehen  werden  darf.*) 
Dieselbe  Beweisführung,  mitttelst  welcher  fUr  einen  geometrischen 
Körper  die  Gleichungen  152)  aus  den  Gleichungen  149)  und  148) 
abgeleitet  werden,  kann  dann  unmittelbar  übertragen  werden  auf 
die  Schwerpunkts-Bestimmung  der  Fläche,  sobald  man  nur  unter 
der  Grösse  y  —  anstatt  der  in  jeder  Cubik- Einheit  enthaltenen 
Masse  —  die  auf  jeder  Flächeneinheit  der  gegebenen  Fläche 
befindliche  Massen- Quantität  versteht.  Wenn  man  also  den  Grössen 
I, . . .  lo  die  Bedeutung  von  Flächentheilen  —  anstatt  von  Raum- 


*)  Annähernd  findet  diese  Vorstellung  ihre  Verwirklichung  in  einer  sehr 
dünnen  Platte,  deren  Masse  gleichförmig  auf  den  Fl&cheninhalt  derselben  ver- 
theilt  ist. 
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theilen  —  beilegt,  so  sind  die  Gleichungen  152)  auch  für  die 
Schwerpunkts-Goordinaten  einer  Fläche  als  unmittelbar  gültig  an- 
zusehen.*) 

Endlich  kann  man  sich  ein  System  von  materiellen  Punkten 
auch  derartig  angeordnet  denken,  dass  die  ganze  Masse  desselben 
als  ttber  eine  Linie  stetig  und  gleichförmig  vertheilt  anzusehen 
ist**),  und  gelangt  dann  durch  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Be- 
trachtungsweise —  indem  man  unter  der  Grösse  y  die  auf  jeder 
Längen -Einheit  dieser  Linie  befindliche  Massen -Quantität  ver- 
steht —  zu  der  Vorstellung  von  dem  Schwerpunkte  einer  geome- 
trischen Linie.  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  auch  zur 
Bestimmung  der  Schwerpunkts-Goordinaten  einer  Linie  benutzen 
zu  können,  ist  es  daher  nur  erforderlich,  den  Grössen  t, . . .  i„  die 
Bedeutung  von  Linien -Abschnitten  beizulegen. 


Anstatt  die  allgemeinen  Gleichungen  152)  direct  anzuwenden 
zur  Bestimmung  der  drei  Schwerpunkts-Goordinaten  eines  räum- 
lichen Gebildes,  kann  man  in  vielen  Fällen  durch  in directe  Be- 
nutzung derselben  leichter  zum  Ziele  kommen,  indem  man  fUr 
das  —  übrigens  willkürlich  anzunehmende  —  Goordinaten-System 
eine  solche  Lage  aufsucht,  bei  welcher  einzelne  von  diesen  Schwer- 
punkts-Goordinaten Null  werden.  Gelingt  es,  für  das  Goordinaten- 
System  eine  solche  Lage  zu  finden,  bei  welcher  die  Grössen  x^^ 
yo>  ^0  ^^  drei  gleich  Null  werden,  so  folgt  daraus,  dass  in  dem 
Ursprünge  dieses  Goordinaten- Systems  der  gesuchte  Schwerpunkt 
bereits  gefunden  idt.  Die  Grössen  x^^  y^^  z^  sind  Null,  wenn  in 
den  Gleichungen  152)  die  Zähler  auf  der  rechten  Seite  Null  sind; 
es  ergeben  sich  also  für  diesen  besonderen  Fall  die  Bedingungs- 
Gleichungen: 


*)  Anstatt  dessen  kann  man  auch  unmittelbar  von  der  Theorie  der 
ParaUelkräfte  ausgehend  jene  Fl&che  mit  den  Angriffspunkten  einer  solchen 
Krftftegruppe  derartig  bes&et  sich  denken,  dass  die  Fl&che  stetig  von  den- 
selben bedeckt  ist,  und  auf  je  zwei  gleich  grosse  Flächentheile  gleich  grosse 
Kraftsammen  wirken.  Bei  dieser  Auffassungsweise  kann  die  Zuhülfenahme 
des  Begriffs  der  gleichförmigen  Massenvertheilung  ganz  umgangen  werden, 
und  ergeben  sich  die  Gleichungen  152)  direct  aus  den  Gleichungen  148). 

**)  Ann&hemd  findet  diese  YorsteUung  ihre  Verwirklichung  in  einem 
sehr  dünnen  Drahte,  dessen  Masse  gleichförmig  auf  die  Länge  desselben  ver- 
theilt ist 


t:y.  '• 
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f?* 


w 


y  -  153)  {  0  =  I,  y,  +  «;yj  H 1-  i;  y„, 

0  =  t,  ^1  +  lg  ^8  H H  «B  ^0. 

Wenn  in  einem  anderen  Falle  für  das  Goordinaten  -  System 
\r  eine  solche  Lage  gefunden  wurde,  bei  welcher  zwei  von  den  drei 

Schwerpunkts -Goordinaten,  etwa  die  beiden  Grössen  ^o  ^nd  ^^o 
gleich  Null  sind,  so  folgt  daraus,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt 
irgendwo  in  der  X-Achse  liegen  muss.  Die  Bedingungs-Gleichun- 
gen  fttr  diesen  Fall  sind: 


ff         • 


h  154)  { 


^ 


+  «8^aH l-4«n. 

Wenn  endlich  nur  eine  von  den  drei  Schwerpunkts-Goordinaten, 
etwa  die  Grösse  z^  gleich  Null  ist,  so  muss  der  gesuchte  Schwer- 
punkt irgendwo  in  der  Ebene  der  beiden  Achsen  X  und  Y  liegen. 
Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Bedingungs-Gleichung  erfüllt  ist : 
155)  0  =  i,  ;»,  +  i,  «a  H h  in  x^. 

Wenn  man  also  für  das  Goordinaten-System  zu  verschiedenen 
Malen  eine  solche  Lage  zu  finden  weiss,  bei  welcher  entweder 
eine  der  drei  Goordinaten-Ef)enen,  oder  eine  der  drei  Goordinaten- 
Achsen  den  Schwerpunkt  enthält,  so  braucht  man,  um  den  Schwer- 
punkt selbst  zu  finden,  nur  den  Durchschnittspunkt  zu  bestimmen, 
entweder  von  drei  solchen  Ebenen,  oder  von  zwei  solchen  geraden 
Linien,  von  denen  man  weiss,  dass  sie  den  Schwerpunkt  enthalten. 

Die  Anwendung  dieser  indirecten  Methode  ist  namentlich  in 
solchen  Fällen  vorzuziehen,  wenn  der  Körper  eine  gewisse  regel- 
mässige Gestalt  besitzt,  insofern  bei  dem  ersten  Anblick  eines 
solchen  Körpers  meistens  schon  leicht  zu  erkennen  ist,  wie  eine 
Ebene  gelegt  werden  muss,  damit  die  Bedingungs-Gleichung  155) 
in  Bezug  auf  sie  erftlllt  sei.  Wenn  man  nämlich  die  in  dieser 
Gleichung  vorkommenden  Producte  ix  z^  . . ,  in  ^n  abkttrzungsweise 
die  Momente  der  einzelnen  Raumtheile  nennt,  so  kann  man  die 
Bedeutung  dieser  Bedingungs- Gleichung  auch  durch  die  Worte 
ausdrücken:  Die  algebraische  Summe  der  Momente  der  einzelnen 
Baumtheile  in  Bezug  auf  die  Ebene  XY  muss  Null  sein. 

In  zwei  Fällen  lässt  sich  das  Erfttlltsein  dieser  Bedingung 
auch  ohne  Rechnung  schon  leicht  erkennen  und  nachweisen,  näm- 
lich erstens  in  dem  Falle,  wenn  jedes  einzelne  dieser  Momente 
Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Theile  t'i . . .  4 
sämmtlich  in  der  Ebene  X  Y  liegen ;  zweitens  in  dem  Falle,  wenn 
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die  Ebene  XY  den  Körper  in  zwei  Hälften  zerlegt,  welche  hin- 
sichtlich ihrer  Form  und  Lage  gegen  die  Ebene  entweder  voll- 
kommen übereinstimmen  oder  auch  in  solcher  Weise  einander 
gleichen,  dass  jede  Hälfte  als  das  Spiegelbild  der  anderen  gelten 
kann.  Da  in  diesem  zweiten  Falle  die  Abstände  der  einzelnen 
Theile  —  folglich  auch  ihre  Momente  —  fllr  die  eine  Hälfte 
lauter  positive,  ftlr  die  andere  lauter  negative  Grössen  bilden,  so 
ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Momente  der  symmetrisch  einan- 
der gegentlberliegenden  Theile  alsdann  je  paarweise  einander  auf- 
heben^ folglich  die  ganze  Momenten-Summe  den  Werth  Null  hat 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man,  dass  eine  gerade  Linie  durch 
den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur  hindurchgeht,  wenn  die 
Schwerpunkte  der  einzelnen  Flächentheile  sämmtlich  in  dieser 
geraden  Linie  liegen,  oder  auch,  wenn  durch  sie  die  Figur  in 
zwei  Hälften  zerlegt  wird,  welche  hinsichtlich  ihrer  Form  und 
ihrer  Lage  gegen  die  Linie  vollkommen  mit  einander  überein- 
stimmen. 

Es  bedarf  also  nicht  erst  der  allgemeinen  Schwerpunkts- 
Gleichungen,  um  z.  B.  nachzuweisen,  dass  die  Schwerpunkte  der 
Engeln,  Kreise,  Würfel,  Quadrate  etc.  mit  den  Mittelpunkten 
derselben  zusammenfallen,  und  können  bei  den  nachfolgenden 
Schwerpunkts  -  Bestimmungen  derartige  regelmässige  Körper-  und 
Flächenformen  ftlglich  übergangen  werden. 

§  47. 
Schwerpunkte  von  Linien. 

Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  fällt  mit  dem  Mittel- 
punkte derselben  zusammen,  weil  in  Bezug  auf  jede  durch  diesen 
Punkt  gelegte  Ebene  die  Gleichung  155)  erfüllt  ist. 

Den  Schwerpunkt  einer  aus  geradlinigen  Stücken  zusammen- 
gesetzten (gebrochenen)  Linie  oder  eines  Polygon  -  Umfangs  kann 
man  hiemach  direct  aus  den  Gleichungen  152)  bestimmen,  indem 
man  den  Grössen  i, . . .  in  die  Bedeutung  der  Seitenlängen  und 
den  Grössen  ^, . . .  y, . . .  ;9i . . .  die  Bedeutung  der  Goordinaten 
von  den  Mittelpunkten  dieser  Seiten  beilegt. 

Der  Schwerpunkt  des  aus  den  drei  Seitenlängen  a,  &,  c  zu- 
sammengesetzten Umfanges  des  Dreiecks  ABC  kann  auf  dieselbe 
Weise  bestimmt  werden  wie  der  Schwerpunkt  eines  Systems  von 
drei  in  den  Mittelpunkten  dieser  Seiten  befindlichen  materiellen 


»■  .* . 
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Punkten  von  den  Massen  a,  h,  c  zu  bestimmen  sein  würde.    Nach 
Fig.  149  and  Fig.  161  erhält  man  also  die  Gleichung: 

Wenn  der  Umfang  des  Dreiecks  ABC  mit  U  und  der  Flächen- 
inhalt desselben  mit  F  bezeichnet  wird,  so  kann  man  der  obigen 

Gleichung  auch  die  fol- 
^^'  ^^^'  gende  Form  geben : 

F 


J7 


U 


in    welcher     dieselbe 
zeigt,  dass  der  Schwer- 
punktsabstand in  Be- 
zug auf  jede  Seite  des 
Dreiecks    abc    einen 
und  denselben  Werth 
annimmt.  Der  Schwer- 
punkt fällt  also  mit  dem 
Durchschnittspunkte 
zusammen,  in  welchem 
die      Halbirungslinien 
der  drei  Winkel    des 
Dreiecks  abc  einander  schneiden,  oder  mit  dem  Mittelpunkte  einer 
Kreislinie,  welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  abc  bertlhrt^ 

Auf  analoge  Weise  fin- 


Fig.  152. 


det  man  den  Schwerpunkt 
einer  beliebigen  krummen 
Linie,  indem  man  dieselbe 
als  eine  gebrochene  Linie 
von  unendlich  vielen  un- 
endlich kleinen  Seiten  an- 
sieht und  demgemäss  die 
Linientheile  i,  . . .  h  un- 
endlich klein  annimmt. 

Ist  die  krumme  Linie 
ein  Kreisbogen,    so   ge- 
ntigt es,  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  vom  Mit- 
telpunkte des  Kreises  zu  bestimmen ,  da  nach  §  46  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  Schwerpunkt  in  dem  halbiren- 
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den  Radius  CD  liegt  (Fig.  162).  Zar  Bestimmung  der  Coordinate 
SC^=^x^  dient  die  erste  der  drei  Oleichnngen  152): 

h   0?,    +  »8  aTg  H h  l'n  ^n 

•*0  *"*   ' 1 '•  i  i '' ' 

?i      +     «a      H f-     ^ 

in  welcher  ix...  i»  die  unendlich  kleinen  Bogentheile  und  x^,  ,.x^ 
deren  Abstände  von  der  Achse  CY  bedeuten. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  abc  und  CaE 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

ab         Ca  .  i  r         .  .  . 

-=r==-==r>     oder:      -r-  =  — »    also:    ia?  =  rA. 
cb         Ea  L        X 

Wenn  man  für  sämmtliche  Momente  i,  ^*,  . . .  4  x^  resp.  die  auf 
ähnliche  Weise  gebildeten  Producte  r  A,  ...  r  A^  substituirt,  so 
erhält  man  für  x^  die  Gleichung: 

rA,  +rA8H hrA,   ^         :g(A)  __         ~AB 


x^ 


} 


oder,  wenn  Sehne  und  Bogen  durch  den  halben  Winkel  ausge- 
drückt werden: 

.-ß.  2rsincp  sino) 

156)  070  =  r  .  — ^ ^  =  r  •  '—  • 

2rrp  r/) 

7t 

Setzt  man  hierin  <)p  — — »  so  erhält  man  fllr  den  Schwerpunkts- 
abstand des  Halbkreisbogens  den  Werth: 

2r 

157)  ;ro  =  ^^- 

7t 

§  48. 
Schwerpunkte  von  Riehen. 

Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  ABC  liegt  in  der  geraden 
Linie  DC^  welche  die  Mitte  der  Seite  AB  mit  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  C  verbindet,  weil  die  Schwerpunkte  der  un- 
endlich schmalen  Streifen  i/.V,  PQ...^  in  welche  durch  parallel 
zur  Seite  AB  gezogene  Linien  das  ganze  Dreieck  zerlegt  werden 
kann,  sämmtlich  in  der  Linie  DC  liegen  (Fig.  153).  Aus  gleichem 
Grunde  enthält  auch  die  von  der  Mitte  der  Seite  BC  nach  dem 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  A  gezogene  Linie  EA  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks,  und  fällt  derselbe  also  mit  dem  Durchschnitts- 
punkte S  der  beiden  Linien  2>Cund  EA  zusammen.  Dieser  Punkt 
liegt,  von  jeder  Seite  als  Grundlinie  aus  gerechnet,   im  ersten 
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Drittel  der  Höhe  des  Dreiecks  (denn  es  ist  A.^ÄC-x,  A£/S2)  und 
DE^^AC,  folglich:  DS^\CS  =  ^CD). 

Hiemach  erhält  man  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  der 
Dreieckfläche  von  einer  bestimmten  geraden  Linie  (oder  Ebene) 
aus  Fig.  154  die  Gleichung: 


X 


X 


x^  -p^s 


+ 


if= 


'a?,  + 


s)| 


oder: 


^1  -P  *^a  "T"  *^3 


Der  Schwerpunkts- Abstand  ist  also  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  von  den  Abständen  der  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks. 

Den  Schwerpunkt  einer 
Fig.  158.  Viereckfläche  kann  man  da- 

^  durch  bestimmen,  dass  man 

dieselbe  zweimal  auf  yer- 
schiedene  Weise  mittelst  der 
Diagonale  in  zwei  Dreieck- 
flächen zerlegt  und  jedes 
Mal  die  Schwerpunkte  der- 
selben durch  eine  gerade 
Linie  verbindet.  Der  Durch- 
schnittspunkt dieser  beiden 
Verbindungslinien  ist  der 
gesuchte  Schwerpunkt  der  Viereckfläche. 

Anstatt  dessen  kann  man  auch  die  in  Fig.  165  dargestellte 

Construction    anwenden, 
^^'  indem    man    die    Länge 

CF  von  A  nach  E  ab- 
trägt, und  den  Schwer- 
punkt der  schrafGrten 
Dreieckfläche  EBD  auf- 
sucht. Dieser  Punkt  ist 
zugleich  der  Schwerpunkt 
der  ganzen  Viereckfläche. 
Denn  die  beiden  schraffir- 
ten  Dreieckflächen  EBF 
und  EDF  haben  sowohl 
dieselben  Schwerpunkte 
&^  und  «S,,  als  auch  dasselbe  Flächen verhältniss  wie  die  denselben 
correspondirenden  Dreieckflächen  resp.  ABC  und  ADC. 


Schwerponkte  ron  Flächen. 
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j^ 


Die  Scbwerpnokte-Ckiordinaten  eioer  beliebigen  Folygonfläche 
kann  man  direct  ans  den  allgemeineo  ScbwerpnDkts-Glleicbnngen 
(§  46)  berechnen,  indem 
man  den  Grfissen  i,  .  .  .  i, 
die  Bedeutung  der  Fläcben- 
inhalte  der  einzelnen  Drei- 
ec^fläcbeiTbeilegt,  in  wel- 
che die  Polygonfläcbe  zer- 
legt werden  kann,  nnd  den 
GrOBBen  ^, ...  .y,  ...«■.. . 
die  Bedeutung  der  Sehwer- 
punkte-Goordinaten  dieser 
_      Dreieckflächen. 

Der  Schwerpunkt  eines 
Kreis-Sectors  rom  Halbmesser  r  fällt  znsaiDmeu  mit  dem  Schwer- 
punkte eines  mit  dem  Halbmesser  f''  in  diesem  Sector  beschrie- 
benes Kreisbogens  DE,  weil  die  Schwerpunkte  der  einzelnen 
Dreiecke  Cmn,  Cpq  , . .,  in  welche  durch  Theituug  des  Winkels 
2^  in  seine  nnendlich  kleinen  Theile  der  Sector  zerlegt  werden 
kann,  sämmtlich  in  dem  Bogen  DE  liegen  und  die  Flächeninhalte 
dieser  Dreiecke  den  zugehörigen  Abschnitten  des  Bogens  DE  pro- 
portional sind  (Fig.  156).  Nach 
Fig.  IM.  Gleichung  156)  igt  also  der 

Abstand  des  Schwerpunktes 
vom  Ereismittelpnnkte : 
,,„,  2       sinep 

und  wenn  man  hierin  ?■— ö* 
setzt,  so  erhält  man  für 
den  Schwerpunktsabstand  der 
Halbkreisfläche  den  Werth: 


159j 


4r 


Wenn  man  die  Sector-Fläche  CADB  =  F  durch  die  Sehne 
AB  'va  die  Segment-Fläche  ADB=~F,  und  die  Dreieck -Fläche 
CAB~F,  zerlegt  (Fig.  167),  so  lässt  sich  mittelst  des  Satzes: 
„das  Moment  des  Ganzen  ist  gleich  der  Summe  der  Momente 
seiner  Theile",  oder  ans  der  Gleichung: 

Fx^  =  F,  o;,  -H  f,  iT, 
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br  auch  der  Schwerponktsabstand  fUr  daa  Segment  bestim- 
Ddem  man  die  Qleichnng  t^r  x,  anflOst: 

Fx,  —  F.o!. 
Fig.  167.  ^'  = p^ 

tind  daria  fUr  die  Grossen 
0*0  und  X,  die  bereits  gefun- 
denen Wertbe  anbatitnirt 

Anf  dieselbe  Weise  kann 
man  auch  denSchwerpunkts- 
abstand  fUr  einen  Ring-Sec- 
tor  ABDE  (Fig.  158)  be- 
stimmen,  indem  man  die 
Flficlie  desselben  als  Diffe- 
renz zweier  Sector-Flilchen 
von  den  Halbmessern  R  und 
ndelt  und  dem  entsprechend  in  der  obigen  Gleichung  die 
j  BnbsÜtuirt:  F=^R'(p,  x,~SC=^^  Rnnf  ^  K^^r'q,, 


•,c= 


und   F.^-R-a 


Mao  erhält  dann 


I  gesuchteu  Schwerpnnktsabstand  S,C^x,  die  Gleichung: 


R*fp  —  r*(p 


<p  2  /ig*— /^  siny 


Fig.  168. 


Der  Schwerpunkt  der 
Mantelfläche  eines  Cylinders 
liegt  in  ^em  Mittelpunkte 
seiner  Achse. 

Legt  man  durch  eine 
Kugeloberfläche  und  den  sie 
einhüllenden  Cylinder-Man- 
tcl  rechtwinkelig  zur  Achse 
des  letzteren  zwei  unendlich 
nahe  bei  einander  befind- 
liche Ebenen  E  und  F, 
(Fig.  159),  so  haben  die 
ans  Kugel-  und  Cylinder- Fläche  dadarch  herausgeschnit- 
duendlich  schmalen  Zonen  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt 
eichen  Flächeninhalt  (denn  die  Fläche  der  Kngelzone  ist: 
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'..r.cWfp.TC.  mn,  oder  da  mn .  coa^^pq  ist:  f^^m.pq, 
eh  gleich  dem  Flächeninhalte  der  Cylinderaone).  Wenn  man 
also    zur    Bestimmung    der 


Fig.  16». 

A 


Schwerpunkts  -  Coordinaten 
einer     Kngel  -  Zone     (oder 
-Schale)  von  beliebig  gege- 
bener Hohe  die  allgemeinen 
Gleichnngen  152)  benatzt,  eo 
können  darin  fllr  die  GrOssen 
', . . .  t.  anstatt  der  Flächen- 
inhalte der  unendlich  schma- 
len Kngel-Zoneu,  in  welche 
die  gegebene  Fläche  zn  zer- 
legen ist,  auch  die  Flächen- 
inhalte der  eorreapondiren- 
den  Cjlinder-Zonen  gesetzt 
in,  nnd  folgt  daraos,  dass  der  gesuchte  Schwerpunkt  zusam- 
illt  mit  dem  Schwerpunkte  des  correspondirenden  Theiles  der 
Cylinder- Fläche.     Der    Schwerpunkt 
einer  Kugel -Zone  (Fig.  160)  liegt  aUo 
in  dem  Mittelpunkte  ihrer  Achse  MN 
(eben  so  auch  der  einer  Kugel-Schale), 
und  der  Abstand  des  Schwerpunktes 
einer  Halbkugelfläche  vom  Mittelpunkte 
ist  gleich  der  Hälfte  des  Halbmessers. 


F^.  i«o. 


§  49. 
Schwerpunkte  leometrischer  KBrper. 

ter  Schwerpunkt  eines  Tetraeders  oder  einer  dreiseitigen 
lide  AB  CD  liegt  in  der  geraden  Linie  ED,  welche  den 
irpDokt  der  Grundfläche  ABC  mit  der  Spitze  verbindet,  weil 
ihwerponkte  der  oaeudlicb  dtinnen  Schichten  abe...,  in 
)  dnrcb  parallel  znr  Grundfläche  gelegte  Ebenen  die  ganze 
lide  sich  zerlegen  läeat,  sämmtlicb  in  der  Linie  ED  liegen 
.61).  Ans  gleichem  Grunde  moss  der  Schwerpunkt  der 
ide  auch  in  der  Linie  fA  liegea,  welche  den  Schwerpunkt 
äche  BCD  mit  der  gegenüberliegenden  Spitze  A  verbindet, 
Lllt  derselbe  daher  mit  dem  Durchschnittspunkte  S  der  bei- 
nien  ED  und  FA  zusammen.    Dieser  Punkt  liegt  ttber  jeder 


Cftp.  X.  §  49. 

aen)  im  ersten  Viertel  der  Höhe 
IGD  nnd  GE=^jGA,  also: 
folglich:  ES-=jSD—jEV). 
Mit  Benntenng  des  ans 
Fig.  154  abgeleiteten  Satzes 
erhält    man    hiernach    aas 
Fig.  162  ftir  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  eines  Tetra- 
eders von  einer  bestimmten 
Ebene  die  GleichnDg: 


i^')}' 


ar,  +  g'«  +  ^a  +  ^1 

Der  Schwerponktsabstand 
ist  also  gleich  dem  arithme- 
tischen Mittel  von  den  Ab- 
etrafiders. 

eiligen  Pyramide  liegt  in  der 

Linie  OM,  welche  den 

Schwerpunkt  derOrond- 

flftche    mit    der   Spitze 

verbindet  (Fig.  163)  und 

zwar  im  ersten  Viertel 

der  Hohe;  letzteres  ans 

dem  Grunde,  weil  die 

Schwerpunkte  der  drei- 

I        seitigen  Pyramiden,  in 

*      welche    die    gegebene 

I        Pyramide  sich  zerlegen 

läset,  sämmtlich  in  einer 

Ebene     sich     befinden, 

,    1       welche     parallel     zur 

'    I        Grundebene    im    ersten 

i        Viertel  der  Höhe  ober 

derselben  liegt. 
TOD  unendlich  vielen  Seiten- 
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Flächen  betrachtet  werden,  folglich  liegt  auch  (^r  Schwerpunkt 
des  Kegels  im  ersten  Viertel  der  Höhe  und  zwar  in  derjenigen 

Linie,  welche  den  Mittel- 
punkt des  Grundkreises  mit 
der  Spitze  des  Kegels  ver- 
bindet. 

Die  Schwerpunkts-Coor- 
dinaten  eines  Polyeders  kann 
man   direct  ans   den  Glei- 
chungen   152)    bestimmen, 
indem  man  ftir  die  Grössen 
«, . . .  /„  die  Inhalte  der  Pyra- 
miden setzt,  in  welche  das- 
selbe zerlegt  werden  kann, 
und  für  die  Grössen  o:,  . . . 
y,  . . .  .5, . . .    die    Schwer- 
punkts -  Goordinaten    dieser 
Pyramiden. 
Ein  Kugel-Sector  kann  als  ein  Aggregat  von  Pyramiden  be- 
trachtet werden,  deren  Spitzen  im  Mittelpunkte  und  deren  unend- 
lich kleine  Grundflächen  in  der  Oberfläche  der  Kugel  liegen.    Der 
Schwerpunkt  des  Sectors  CA  NB  vom  Halbmesser  r  fällt  daher 

zusammen  mit  dem  Schwerpunkte 
der  Kugel -Schale  anbm  vom 
Halbmesser  j  r,  weil  die  Schwer- 
punkte jener  Pyramiden  sämmt- 
lich  in  dieser  Kugel-Schale  liegen, 
und  die  Inhalte  derselben  den 
zugehörigen  Flächentheilen  dieser 
Kugel -Schale  proportional  sind. 
Der  Schwerpunkt  der  Kugel- 
Schale  anbm  liegt  in  der  Mitte 
der  Linie  win,  und  da  mn^^^MN 
=  7  A  ist,  so  ergiebt  sich  flir  den 
Abstand  SC^^  x^  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
die  Gleichung: 

161)     ^,  =  Ar-|-A. 

Setzt  man  hierin  h^=^r^  so  erhält  man  für  den  Schwerpunkts- 
abstand der  Halbkugel  vom  Mittelpunkte  den  Werth: 
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Fig.  165. 

V 


162)*   ^o  =  f^' 

Den  Schwerpunktsabstand  eines  Engel  -  Segments  bestimmt 
man  mittelst  derselben  Methode,  welche  bei  der  Schwerpunkts- 
bestimmung des  Kreis  Segments  bereits  erklärt  wurde,  indem  man 
den  Kugel -Sector  zerlegt  in  Kugel  -  Segment  und  Kegel  und  das 
Moment  des  Ganzen  alsdann  gleich  der  Summe  der  Momente  der 
beiden  Theile  setzt. 

§  50. 
Anwendungen  auf  Inhaltsbestimmungen  von  RotationeflSohen  und  Rotationskörpern. 

Wenn  eine  Ebene  um  eine  in  derselben  liegende  Drehachse 
sich  dreht,  so  legt  ein  in  der  Entfernung  a;  von  der  Drehachse 
befindlicher  Punkt  dieser  Ebene  während  einer  Umdrehung  der- 
selben einen  Weg  von  der  Länge  2x7t  zurück,  und  eben  so  gross 

ist  auch  die  Länge  des  Flä- 
chenstreifens,  welcher  von 
dem  daselbst  befindlichen 
unendlich  kleinen  Abschnitte 
mn  ==^  if  einer  in  jener 
Ebene  liegenden  Linie  AB 
beschrieben  wird  (Fig.  165). 
Die  Breite  desselben  ist  A, 
folglich  ist  der  Inhalt  die- 
ses Flächenstreifens  gleich 
2a?7tL  Die  von  der  ganzen 
Linie  AB=^l  beschriebene 
Fläche  F  ist  der  Inbegriff 
der  von  ihren  einzelnen  Thei- 
len  beschriebenen  Flächen- 
Y  streifen,  also: 

F^2{2w7iX)  =  27t2[i,x). 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kann  statt  der  Momenten- 
summe der  einzelnen  Theile  auch  das  Moment  der  ganzen  Linie, 
oder  JJ(A^)=/a?o  gesetzt  werden,  mithin  ist: 
163)  F=ix^7tl. 
Man  erhält  also  den  Inhalt  der  beschriebenen 
Fläche,  indem  man  die  Länge  der  erzeugenden  Linie 
multiplicirt  mit  der  von  ihrem  Schwerpunkte  beschrie- 
b  enen  Wegeslänge. 


-ip- — j> 


^''^-^^Sr:Ji^^ 
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AnLähnlicbe  Weise  bestimmt  man  den  Inhalt  des  Raumes,  wel- 
cher von  irgend  einem  Flächentheile  der  Ebene  bescbrieben  wird 
(Fig.  168J.    Das  in  der  Ent- 
Fig.  16«.  femung  a^  von  der  Drehachse 

^  befindliche   unendlich   kleine 

!  Th  eilchen /dieser  Fläche  be- 

schreibt während  einer  Um- 
drehung den  Raum  2a!nf,  und 
der  Ton  der  ganzen  Fläche  F 
beschriebene  Raum  ist: 

oder,  wenn  statt  Sifx)  das 
I  Moment  der  ganzen  Fläche 

Y  Fx^  gesetzt  wird: 

164)     J=-2x„uF. 
Hau   erhält   also   den  Inhalt  des  von  der  Fläche 
beschriebenen    Raumes,    indem  man   den   Inhalt  der 
erzengenden  Fläche  mnltiplicirt  mit  der  von   ihrem 
Schwerpunkte  zuröckgelegten  Wegeslänge. 

Beide  hier  gefundene  Sätze  gelten  nicht  nur  fUr  die  ganze 

Umdrehung,  sondern  auch  für  einen  beliebigen  Tbeil  derselben, 

and  ist  für  diesen  Fall  in  den  obigen  Gleichungen  nur  statt  der 

vollen  Umdrehung  2  ti  der  beschriebene  Winkel  91  zn  substituiren. 

Pj     igj  Den  Inlult  des  von  der  Fl&che  des 

y   .  rechtwinkeligen  Dreiecks  ABCha  einer 

)  Umdrehung  desselben  um  die  Achse  Y 

beschriebenen  Raumes  (Fig.  16Tj  findet 

man  aus   Qleicbnng  164),  indem  man 

darin  F—-^  und  a:,  —  ü  + y  selat: 

Die  Srite  AC-=l  beschreibt  dabei 

C  die  Mantelfläche  eines  BbgekUrzten  Ee- 

Y  gels,  deren  Inhalt  aus  Gleichung  163) 

■ich  ergiebt,  wenn  man  darin  Xf^o  +  -T  setit: 

Wenn  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  a  —  O  setzt,  so  erhält  man  reap. 
für  Inhalt  und  Mantelfläche  eines  K^els  von  der  Hohe  h,  dem  Grundkrelshalb- 
messer  r  und  der  Seitenlinie  /  die  Wertbe; 
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y— - 


Qod    F^rttl. 


Den  Inhalt  des  Ton  der  Halblcreis&icbe 
AD  SC  bei  einer  Umdrehang  derselben 
nm  die  Achse  Y  beichriebenen  Raumea 
(Flg.  1«8)  erhUt  man  ans  Oleichnog  164), 


Indem  man  darin  F— 

+  -^  Betat; 


und    Xn^a 


and  die  tod  der  Ualbkreislfnie  Aß  B  beschriebene  Flftcbe  ans  Olelchnng  163), 
indem  man  darin  l  —  rx  nnd  XB  —  a-\ setzt: 

Wenn  man  in  diesen  letzteren  beiden  Oleichungen 
a  — ü  setzt,  ao  ei^eben  sich  resp.  für  Inhalt  nnd 
Oberfl&cfae  einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  die 
Werthe: 

/_!,.„      .Bd      F-„',. 

Die  von  dem  KreisbogeD  .^  £  bei  Umdrehung 
um  die  Achse  AO  beschriebene  Fläche  hat  nach 
Flg.  ]«9  den  Inhalt: 

Der  Abstand  des  Kreisbogen -Schwerpunktes  von 
der  Drehachse  hat  nach  g  41  die  OrOsse: 

nnd  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erh&lt  man  für  den  Fl&cheninhalt  der 
Kugel-Schale  den  Werth : 

f-<4r>nsinft*. 
Fig.  170.  Der  von  dem  Kreis-Seclor  ÄBO\)i\  der  Um- 

drehung um  die  Achee  AO  beechriebene  Raum 
bat  nach  Flg.  170  den  Inhalt: 


Der  Abstand  des  Sector-Scbwerpunfctes  von  der 
Dm drebungs- Achse  bat  nach  $  48  die  OrOase: 
■KTf     ■  *       sin»* 

und  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erb&lt 
man  für  den  Raum-Inhalt  des  beschriebenen 
Kagel-Sectors  den  Werth: 
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Indem  man  f  ^^  —  oder  sin  ^  =»  1  setzt,  erh&It  man  resp.  für  die  Ober- 

fl&che  und  den  Rauminhalt  der  ganzen  Kagel  wiederum  die  oben  gefundenen 
Werthe. 


ELFTES  CAPITEL. 

Widerstände  fester  Unterstülznngspniikte. 

§  51. 

Stabiles,  labiles  und  Indifferentes  Gleichgewicht  des  an  einem  Punkte  unter- 
stützten Körpers. 

Das  Gewicht  eines  Körpers,  oder  die  Mittelkraft  von  allen 
denjenigen  Kräften,  darch  welche  die  unendlich  kleinen  Theile 
des  Körpers  von  der  Schwere  nach  unten  gezogen  werden,  ist 
wegen  übereinstimmender  Richtung  derselben  gleich  der  Summe 
dieser  Kräfte  und  kann  unter  allen  Umständen  als  eine  im 
Schwerpunkte  des  Körpers  angreifende  vertical  abwärts  wirkende 
Kraft  betrachtet  werden  —  welche  Lage  auch  immer  der  Körper 
haben  möge. 

Wenn  das  Gewicht  des  Körpers  durch  irgend  eine  andere 
Kraft  aufgehoben  werden  soll,  so  mnss  diese  letztere  Kraft  erstens: 
vertical  aufwärts  wirken;  zweitens:  eben  so  gross  sein  als  das 
Gewicht  des  Körpers;  drittens  muss  der  Angriffspunkt  derselben 
in  der  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Verticalen  sich  befinden. 
Diesen  drei  Bedingungen  genügt  der  durch  das  Gewicht  G  her- 
vorgerufene Widerstand  W  irgend  eines  in  den  Verticalen  des 
Schwerpunktes  liegenden  festen  Punktes  0;  denn  nach  ^  30  ist 
der  Widerstand  eines  festen  Punktes  eine  Kraft,  die  allemal  ge- 
rade so  gross  ist  und  in  solcher  Richtung  wirkt,  wie  es  erforder- 
lich ist,  um  jede  Bewegung  dieses  Punktes  zu  verhindern.  Wenn 
also  irgend  einer  von  den  unendlich  vielen  in  der  Schwerpunkts- 
Verticalen  liegenden  Punkten  des  Körpers  ein  fester  Punkt  ist, 
Eo  befindet  sich  der  Körper  im  Gleichgewichtszustande  (voraus- 
gesetzt, dass  keine  sonstigen  Kräfte  thätig  sind). 

Umgekehrt:  wenn  der  in  dem  Punkte  0  befestigte  Körper 
im  Ruhezustande  sich  befindet,  so  kann  man  daraus  schliessen, 
dass  die  beiden  Kräfte  G  und  W  einander  im  Gleichgewicht 
halten,  dass  also  der  Schwerpunkt  irgendwo  in  der  durch  den 


'V-^^SL--,*- 


1*1  •  4 
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Fig.  172. 


Befestigungspunkt  gelegten  Verticalen  AB  sich  befinden  muss 
(Fig.  171).  Hieraas  ergiebt  sich  ein  Mittel,  die  Lage  des  Schwer- 
punktes —  anstatt  durch  BechnuBg 
—  auf  experimentellem  Wege  zu  be- 
stimmen. Hängt  man  nämlich  zu 
verschiedenen  Malen  den  Körper  an 
verschiedenen  Punkten  0  und  O, 
auf  und  bestimmt  jedes  Mal  die 
Durchschnittspunkte  A,  B  und  ^i, 
Bi,  in  welchen  die  Oberfläche  des 
Körpers  von  der  Verticalen  des  Auf- 
hängepunktes geschnitten  wird,  so 
ist  der  Durchschnittspunkt  S  der 
Verbindungslinien  AB  und  ^i-B, 
der  gesuchte  Schwerpunkt 

Wenn  der  im  Punkte  0  befestigte 
Körper  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage ein  wenig  verschoben  und  dann  losgelassen  wird,  so  tritt  im 
Allgemeinen  Bewegung  ein,  und  zwar  eine  Drehung  um  den  Be- 
festigungspunkt herum.  Je  nachdem  die  beginnende  Drehbewegung 
entweder  so  beschaffen  ist,  dass  sie  den  Körper  seiner  früheren 
Gleichgewichtslage  wieder  zuführt,  oder  der  Art,  dass  sie  ihn 
noch  weiter  von  derselben  entfernt,  wird  der  anfängliche  Gleich- 
gewichtszustand entweder  ein  stabiler  oder  ein  labiler  Gleich- 
gewichtszustand genannt.    Indifferent  nennt  man  den  anfäng- 


Fig.  178. 


Fig.  174. 


Fig.  175. 


stabil 


indifferent 


liehen  Gleichgewichtszustand,  wenn  nach  jener  Verschiebung  gar 
keine  Bewegung  eintritt,  d.  h.  wenn  jede  benachbarte  Lage  eben- 


^ 
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falls  eine  Gleichgewichtslage  ist.  Dieser  letztere  Fall  tritt  ein, 
wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Befestigongspunkte  zusammen- 
fällt (Fig.  175).  Stabil  ist  der  Gleichgewichtszustand,  wenn  der 
Schwerpunkt  vertical  unter  dem  Befestigungspunkte  liegt,  d.  h. 
an  der  tiefstmöglichen  Stelle  (Fig.  173) ;  labil  dagegen,  wenn  der 
Schwerpunkt  vertical  über  dem  Befestigungspunkte,  also  an  der 
höchstmöglichen  Stelle  sich  befindet  (Fig.  174). 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  bei  einem  von  fester  hori- 
zontaler Unterlage  an  einem  Punkte  unterstützten  Körper  drei 
verschiedene  Arten  des  Gleichgewichtszustandes  unterschieden 
werden,  je  nachdem  der  Körper  gegen  eine  Störung  seiner  Gleich- 
gewichtslage in  der  einen  oder  anderen  Weise  reagirt  oder  ganz 
indifferent  sich  verhält.  Ein  aus  Halbkugel  und  Kegel  zusammen- 
gesetzter homogener  Körper  wird  je  nach  der  Höhe  des  Kegels 
in  stabilem,   labilem   oder  indifferentem  Gleichgewichtszustande 


Fig.  176. 


Fig.  177. 


Fig.  178. 


stabil  labil  indifferent 

sich  befinden,  wenn  derselbe  aufrecht  hingestellt  wird  auf  eine 
horizontale  Ebene.  Indifferent  ist  der  Gleichgewichtszustand 
eines  solchen  Körpers,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  mit  dem 
Krümmungs-Mittelpunkte  der  Halbkugelfläche  zusammenfällt,  also 
—  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  —  wenn  das  Moment  des 
Kegel-Inhalts  gleich  ist  dem  Momente  der  Halbkugel  in  Bezug 
auf  die  gemeinschaftliche  Grundkreis- Ebene  beider  Körper.  Nach 
Fig.  178  erhält  man  ftlr  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

— ö T'^-ö^^^'-a^)  oder:  A  =  r]/3  und  /  =  yr*4-A*  =  2r. 

Stabil  ist  der  Gleichgewichtszustand  des  aufrecht  gestellten  Kör- 
pers, wenn  /  <  2r  (Fig.  176),  labil,  wenn  /  >  2r  ist  (Fig.  177). 


'■:m 


fH.1 
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Wenn  es  at&tt  des  Kegels  ein  Cjlinder  ist,  der  mit  täner  Halbkogel  zn 
einem  KOrper  zusunmengesetzt  ist,  so  erhftlt  man  aaf  gleiche  Weise  die  Be- 
dioguDgsgleichuDg : 


Für  einen  CjliDdennaDtel,  der  mit  eloer  HalbkngelBchale  auf  gleiche  Art 
Terbnnden  ist,  erh&lt  man  die  Gleichung: 

arnft.y— 2r»ji.I.,    oder:    A  =  r. 

Der  labile  Gleichgewiohtszustand  eines  Körpers  kann  in  einen 

stabilen  Gleichgewicbtsznstand  verwandelt  werden  dadnrcb,  dass 

„  man     an     geeigneter 

oder  innerhalb  des 
KOrpers  —  fremde 
MadBen  mit  demselben 
verbindet,  welche  den 
Schwerpunkt  des  Gan- 
zen so  weit  nach  onten 
verschieben,  daas  nun- 
mehr die  Bedingungen 
des  stabilen  Gleichge- 
wichtes erfllllt  sind  (s. 
Fig.  179  and  Fig.  180). 
Im  Allgemeinen  ist 
I  bei  solchen  von  hori- 

zontaler Unterlage  in 
einem  Punkte  unterstützten  Körpern  —  streng  genommeD  —  auch 
die  Lage  der  Drebungsebene  za  bertleksichtigen,  in  Bezog  anf 
welche  die  Art  des  Gleichgewichts- 
zustandes festgestellt  werden  soll; 
denn  es  kann  vorkommen,  dass 
der  Gleichgewicbtsznstand  eines 
und  desselben  Körpers  in  Bezug 
auf  die  eine  Drehongsebene  labil 
ist,  in  Bezug  anf  eine  andere 
dagegen  stabil.  So  z.  B.  ist  der  Gleichgewichtszustand  der  in 
Fig.  181  dargeBtellten  halbkreisförmigen  (am  Bande  abgerundeten) 
dünnen  Scheibe  in  Bezug  auf  eine  Drehung  in  der  eigenen  Ebene 
derselben  stabil,  in  Bezug  auf  eiu  Umkippen  seitwärts  hinüber 


Fig.  181. 

l           si     J„_ 

Vi    / 

l!Y 

Jl 

stabiles,  labiles  und  indififesentes  Gleichgewicht. 
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dagegen  labil.  Wenn  also  der  Körper  nicht  eine  nach  allen  Seiten 
hin  vollkommen  symmetrische  Form  hat  in  Bezug  auf  die  Verti- 
cale  des  Schwerpunktes,  so  ist  es  allemal  erforderlich ,  die  Lage 
der  betreffenden  Drehungsebene  zu  bezeichnen ,  sobald  von  Ver- 
schiebungen aus  der  Gleichgewichtslage  oder  von  der  Stabilität 
der  letzteren  die  Rede  ist 

Andererseits  können  —  sobald  es  sich  nur  um  eine  bestimmte 
Drehungsebene  handelt  —  die  vorigen  Untersuchungen  auch  auf 
solche  Körper  tibertragen  werden,  welche  von  der  horizontalen 
Unterlage  längs  einer  graden  Linie  —  anstatt  nur  in  einem 
Punkte  —  unterstützt  sind,  z.  B.  auf  Körper  mit  cylindrisch  — 
statt  kugelförmig  —  abgerundetem  Fusse.  Dasselbe  gilt  von  Kör- 
pern, die  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  sind.  Die  Gesetze 
der  Stabilität  können  auch  auf  solche  Körper  angewendet  werden, 

welche  an  einer  hori- 
Fig.  182.  zontalen  Drehachse  — 

anstatt  nur  in  einem 
Punkte  —  befestigt 
sind,  und  darf  daher 
in  den  betreffenden 
Figuren  der  Punkt  0 
auch  als  Projection 
einer  rechtwinkelig  zur 
Bildfläche  stehenden 
festen  Drehachse  ge- 
deutet werden,  sobald 
die  Untersuchungen  auf 
solche  Verschiebungen 
sich  beschränken,  bei 
welchen  die  Punkte 
des  Körpers  parallel 
zur  Bildfläche  sich  be- 
wegen. 

Ein  beweglicher  hori- 
zontaler Gylinder,  wel- 
cher von  einem  festen 
horizontalen  Gylinder 
unterstützt  ist,  dessen 
Achse  rechtwinkelig  zu  der  des  ersten  gerichtet  ist,  befindet  sich 
im  indifferenten  Gleichgewichtszustande,  wenn  nach  Ausftth- 
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rang  der  in  Fig.  188  angedeuteten  (nnendlich  klein  zu  denkenden) 
Lagenveränderung ,   bei  welcher  die  Berübrungsstelle   den  Weg 

AiA  =  AiB^^Rq)  zurücklegt,  der  Schwerpunkt  an  eine  Stelle  5j 
gelangen  wtlrde,  welche  in  der  Verticalen  des  neuen  ünterstütz- 
ungspunktes  A  liegt.  Die  Bedingung  des  indifferenten  Gleichge- 
wichtes kann  daher  nach  Fig.  182  ausgedrückt  werden  durch  die 
Gleichung: 


r  tg  qp  =  iZ  9),       oder:       -5-  = 


^ 


R         tg(p 

wenn  darin  der  Winkel  <p  gleich  Null  gesetzt  wird.  Da  das  Ver- 
hältniss  der  Winkelzahl  zur  Tangentenzahl  dem  Grenzwerthe » Eins  *' 
sich  nähert,  wenn  die  WinkelgrOsse  dem  Grenzwerthe  „  Null "  sich 
nähert,  so  entspricht  der  Fall  des  indifferenten  Gleichgewichtes 
der  Bedingungsgleichung: 

r 
'R 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  labil,  wenn  r>R  und  stabil, 
wenn  r<iR  ist. 


1. 


§  52. 
Anwendungen  auf  Gewichismeseungen. 

Der  Gegendruck  des  Aufhängepunktes  eines  im  Gleichgewicht 
hängenden  Körpers  ist  immer  gleich  dem  Gewichte  des  letzteren, 

und  eben  so  gross  ist  auch  — 
^-  ^^'  nach  dem  Gesetze  der  Wechsel- 

wirkung —  der  in  entgegen- 
gesetzter Kichtung  wirkende 
Druck,  welchen  seinerseits  der 
Aufhängepunkt  erleidet.  Dieser 
Druck  ist  stets  gerade  so  gross, 
wie  wenn  der  Aufhängepunkt 
selbst  den  Angriffspunkt  für  das 
Gewicht  des  Körpers  bildete. 
Wenn  also  an  einem  in  dem 
Punkte  0  aufgehängten  Körper 
irgend  ein  anderer  Punkt  A  als 
Auf hängepunkt  für  einen  zweiten 
Körper  gewählt  wird,  so  ist  die 
Wirkung  des  letzteren  bei  jeder  Stellung  des  ersteren  genau  die- 
selbe, wie  wenn  seine  Masse  in  dem  Punkte  A  concentrirt  wäre 
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(Fig.  188).  Die  neue  Gleichgewichtslage  des  ersten  Körpers  wird 
also  diejenige  sein,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  M  der  beiden 

resp.  in  den  Punkten  S  und 
Fig.  184.  ^  concentrirt  gedachten  Mas- 

sen der  Körper  in  der  Ver- 
ticalen  des  Punktes  0  liegt. 
Bei  dieser  Stellung  geht  die 
Bichtungslinie  der  Mittel- 
kraft von  den  beiden  Ge- 
wichten G  und  Q  durch  den 
Punkt  0  hindurch,  ist  also 
das  statische  Moment  dieser 
Mittelkraft  in  Bezug  auf  den 
Punkt  0  gleich  Null,  folglich 
auch  die  algebraische  Summe 
der  statischen  Momente  der 
beiden  Seitenkräfte: 

Diese  Gleichung  kann  zum 
Auffinden  der  neuen  Gleich- 
gewichtslage benutzt  werden,  wenn  das  Gewicht  Q  bekannt  ist; 
umgekehrt  aber  auch  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  Q,  wenn  die 
neue  Gleichgewichtslage  durch  directe  Beobachtung  bekannt  ist. 
So  nimmt  z.  B.  für  den  in  Fig.  184  dargestellten  Fall  —  bei 
welchem  der  Punkt  A  vor  dem  Anhängen  des  Gewichtes  Q  in 
gleicher  Höhe  mit  dem  Punkte  0  befindlich  angenommen  ist  — 
obige  Gleichung  die  Form  an: 

Ql  cos  a  —  6k  sin  a  =  0 
oder  ftlr  Q  aufgelöst: 

165)     Q=Gjtga, 

and  zeigt,  wie  das  Gewicht  Q  aus  dem  beobachteten  Ausschlag- 
winkel a  sich  berechnen  lässt,  wie  auf  diese  Weise  jeder  an  festem 
Punkte  oder  fester  horizontaler  Drehachse  aufgehängte  Körper 
zu  Gewichtsmessungen  benutzt  werden  kann,  wie  also  die  Ope- 
ration des  W^lgens  auf  die  des  Winkelmessens  sich  zurückftlhren 
lässt 

Auf  ähnliche  Weise  kann  mittelst  des  in  Fig.  186  dargestellten 
Wagebalkens  die  Differenz  zweier  Gewichte  aus  der  Grösse  des 
Ausschlagwinkels  bestimmt  werden.   Wenn  die  beiden  Aufhänge- 
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punkte  Aj  B  in  gleichen  Abständen  von  dem  Drehpunkte  0  und 
in  einer  geraden  Linie  mit  demselben  liegen,  so  können  zwei 

gleich  grosse  an  diesen 
Fig.  185.  beiden  Punkten  aufge- 

hängte Gewichte  P  kei- 
nen Einfluss  auf  die 
Gleichgewichtsstellung 
des  Balkens  haben,  in- 
sofern alsdann  bei  je- 
der Stellung  desselben 
die  Mittelkraft  2  P  die- 
ser beiden  Gewichte 
durch  den  Drehpunkt 
des  Balkens  hindurch- 
geht. Das  einseitige 
Anhängen  eines  Ge- 
wichtes Q  an  dem 
Punkte  A  bringt  da- 
£^-^.  .„ gegen  einen  Ausschlag- 
winkel a  hervor,  wel- 
cher genau  auf  die- 
selbe Weise  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  be- 
rechnet werden  kann, 
auch  dann  noch,  wenn 
gleichzeitig  die  beiden 
Gewichte  P  angehängt  sind.  Wenn  also  mit  Q  der  Ueberschuss 
des  an  der  einen  Seite  hängenden  Gewichtes  bezeichnet  wird,  und 
mit  G  das  Gewicht  des  unbelasteten  Wagebalkens,  so  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  von  Q  wiederum  die  Gleichung  165): 

Läge  dagegen  der  Drehpunkt  des  Wagebalkens  oberhalb  der  Ver- 
bindungslinie AB^  so  würde  ein  und  dasselbe  Uebergewicht  Q 
einen  um  so  kleineren  Ausschlagwinkel  hervorbringen,  je  grösser 
die  Belastungen  der  beiden  Aufhängepunkte  wären. 

Die  horizontale  Gleichgewichtslage  des  in  Fig.  186  dargestell- 
ten Wagebalkens  wird  durch  das  Anhängen  von  zwei  beliebigen 
(ungleichen)  Gewichten  K  und  P  nicht  gestört,  wenn  die  Auf- 
hängepunkte i4,  B  derselben  so  gewählt  sind,  dass  die  Mittelkraft 
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dieser  beiden  Gewichte  durch    den  Drehpunkt  0  hindurchgeht, 

d.  h.  sobald  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist: 

Pa  —  Kr^  0, 
Fig.  186. 

0 


e 


B 


?iS 


O 


iiiiniiiiiii"n 


Wenn  an  der  einen  Seite 
zu  dem  Gewichte  K  (der 
zur  Aufnahme   der  Last 
bestimmten  Schale)  noch 
das  Gewicht  Q  hinzuge- 
legt wird  (Fig.  187),   so 
kann   das  Gleichgewicht 
wieder  hergestellt  werden  dadurch,  dass  auf  der  anderen  Seite  der 
Hebelarm  des  Gewichtes  P  um  eine  entsprechende  Grösse  x  ver- 
grössert  wird,  und  man  erhält  als  nunmehrige  Gleichgewichtsbe- 
dingung die  Gleichung: 
Fig.  187. 
O 
^    ^   (k7\     a     B  X 


r5 


Kv 


IM-H>1MI1 


^ n 


m 


P(a-+-Är)  — (^+Q)^— 0. 
Durch  Subtraction  der  vor- 
hergehenden Gleichung 
von  dieser  letzteren  er- 
hält man: 
Px  —  Qr  =  0 ,  oder: 
Px 


Q 


Diese  Gleichung  zeigt, 
wie  das  unbekannte  Ge- 
wicht Q  aus  der  gemessenen  Länge  x  berechnet  werden  kann,  wie 
also  eine  Gewichtsmessung  auch  auf  eine  Längenmessung  sich  zu- 
rückfuhren lässt 

Ob  der  Gleichgewichtszustand  dieses  Wagebalkens  ein  stabiler 
oder  labUer  ist:  das  hängt  bei  der  hier  dargestellten  Anordnung 

—  wenn  die  drei  Punkte  A^  0,  M  ia  einer  geraden  Linie  liegen 

—  allein  von  der  Höhenlage  seines  eigenen  ^Schwerpunktes  ab. 


§  53. 
Gleichgewicht  eines  an  zwei  Stelien  unteretützten  Körpere. 

Wenn  ausser  dem  Punkte  A  noch  irgend  ein  zweiter  eben- 
üalls  in  der  Yerticalen  des  Schwerpunktes  liegender  Punkt  B  des 
Körpers  ein  fester  Punkt  ist,  so  findet  hinsichtlich  der  Vertheilung 
des  Druckes  auf  die  beiden  Befestigungspunkte  eine  Unbestimmt- 
heit statt,  welche  nur  dann  verschwindet,  wenn  zugleich  die  A  r  t 

BitUr.  Meelutnik.  5.  Aufl.  14 


Fig.  18». 
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:tuig  genau  bekannt  ist.    Denn  die  allgemeinen  Gleicb- 
idingnngen  schreiben  filr  diesen  Fall  nar  vor:  dass  die 
algebraiBche  Summe  der  beiden  anfwärta 
wirkenden  GegendrHcke  gleich  dem  ab- 
wärts wirkenden  Gewichte  des  Körpers 
sein  mnss,  lassen  also  die  Art  der  Dmck- 
Vertheilnng    onentBchieden.     Durch    die 
rerecbiedene  Art  der  Aufhängung  kann 
man  erreichen,    dass   entweder    (wie  in 
Fig.  188)  der  Punkt  A  fHr  sieh  allein,  oder 
(wie  in  Fig.  188)  der  Punkt  B  fHr  sich 
allein   das  ganze   Gewicht  dOB  Edrpers 
trägt,    oder  endlich,    dass   nach   irgend 
einem  beliebigen  Verhältniss  der  Druck 
auf  beide  Punkte  sich  vertheilt. 
an  dem  anfänglich  nur  in  dem  Punkte  A  be- 
Irper  mittelst  eines  Fadens  noch  ein  Gewicht  Q  unten 
vird,  so  leistet  der  Punkt  A  einen  Gegendruck  gleich 
der  beiden  Gewichte  (r  und  Q  (Fig.  190).    Dieser 
Gegendruck  ändert  sich  nicht,  wenn 
hiernach    der    Punkt   B   festgelegt 
wird,  ebensowenig,  wenn  nachher 
der  Faden,  an  welchem  das  Gewicht 
Q  hing,  abgeschnitten  wird  (Fig.  191). 
Durch  die  hier  beschriebene  Art 
der  Befestigung  wird  also  erreicht, 
dass  der  Punkt  A   einen  aufwärts 
gerichteten  Gegendruck  W=-=G~\-Q, 
und  der  Punkt  B  den  abwärts  ge- 
richteten Gegendruck  W,  =  Q  leistet 
Eine  ähnliche  Unbestimmtheit  hin- 
sichtlich der  Drnck-Vertheilimg  fin- 
det auch  dann  statt,  wenn  zwei  be- 
jy-Q         liebige  andere  ausserhalb  der  Ver- 
ticallinie  des  Schwerpunktes  (aber  in 
einer  Verticalebene  mit  demselben) 
liegende  Punkte    die   Befestignngs- 
m  (Fig.  198).    Damit  die  beiden  Gegendrtlcke  W  und 
Wichte  G  das  Gleichgewicht  halten,  dazu  ist  anr  er- 
dass  ihre  Mittelkraft  mit  dem  Gewichte  G  gleiche 


n 
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Fig.  in. 


Grösse  nnd  entgegengesetzte  Richtung  habe,  nnd  dass  ihr  Dareh- 
Bchnittspunkt  P  in  die  Richtnngslinie  der  Kraft  G  Mle.    Diese 

Bedingung  aber  kann,  wie  Fig.  192 
und  Fig.  193  als  Beispiele  zeigen, 
auf  unendlich  viele  verschiedene 
Arten  erfllllt  werden. 

Diese  Unbestimmtheit  betrifft  je- 
doch nwt  die  (bei  rechtwinkeliger 
Zerlegung)  in  die  Richtung  AB 
fallenden  Seitenkräfte  X^  Xi  der 
Gegendrücke,  während  die  recht- 
winkelig zu  AB  gerichteten  Seiten- 
kräfte y,  Fl  stets  bestimmte  Werthe 
haben  und  unabhängig  von  der  Be- 
festigungsweise  berechnet  werden 
können  (Fig.  194).  Denn  nach  den 
allgemeinen  Gleichgewichts-Bedin- 
gungen muss  in  Bezug  auf  jede  be- 
liebige Achse  (in  diesem  speciellen  Falle  auch  in  Bezug  auf  jeden 
beliebigen  Punkt  der  verticalen  Kräfte -Ebene)  die  algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte  gleich  Null  sein.  Wählt 
man  das  eine  Mal  den  Punkt  B^  das  andere  Mal  den  Punkt  A 

als  Drehpunkt,   so   erhält 
^^'  ^^^'  man  nach  Fig.  194  die  Glei- 

chungen: 

0-=  Yl—Gb,  oder: 

0=  C?a—  y,/,  oder: 

Zur  Bestimmung  der  Sei- 
tenkräfte X,  Xi  dagegen 
liefern  die  Gleichgewichts- 
Bedingungen  nur  eine  ein- 
zige Gleichung.  In  Bezug 
auf  jede  beliebige  Rich- 
tungy  also  z.  B.  auch  in  Be- 
zug auf  die  Richtung  AB^  muss  die  algebraische  Summe  sämmt- 
lieher  Seitenkräfte   gleich  Null  sein;   folglich   ist  die  Summe 

14* 


."»-i 


►i 
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X  +  X,  der  parallel  zn  BA  gerichteten  Seitenkraft  des  Grewich- 
tes  G  gleich  za  setzen  nnd  hat  unter  allen  Umständen  einen  be- 
stimmten Werth.    Das  Ver- 
Fig.  194.  h  ä  1 1  n  i  s  s     dieser     beiden 

Kräfte   aber   hängt  von  der 
Art  der  Befestigung  ab. 

Die  Unbestimmtheit  ver- 
schwindet, sobald  bei  einem 
der  beiden  Stützpunkte  an 
der  Art  der  Unterstützung  zu 
erkennen  ist,  in  welcher 
Richtung  der  Gegendruck  des- 
selben thätig  ist.  Denn  in 
diesem  Falle  ist  die  Lage  des 
Durchschnittspunktes  P  der 
drei  Kräfte,  und  damit  zu- 
gleich die  Richtung  des  von  dem  anderen  Stützpunkte  ausgeübten 
Gegendruckes  festgelegt.     Durch  die  Seitenlängen   des   bei  dem 

Punkte  P  zu  construirenden  Elräfte- 
Parallelogramms,  dessen  Diagonale 
der  gegebenen  Kraft  G  gleich  und 
entgegengesetzt  zu  nehmen  ist,  sind 
die  beiden  Gegendrücke  alsdann  auch 
ihrer  Grösse  nach  bestimmt. 

So  z.  B.  ergeben  sich  flir  den  in 
Fig.  195  dargestellten  Fall,  bei  wel- 
chem die  Unterstützung  an  der  Stelle 
A  so  beschaffen  ist,  dass  daselbst  nur 
rechtwinkelig  zur  Richtung  A  B  ein 
Druck  auf  den  Körper  übertragen 
werden  kann,  zur  Bestimmung  der 
Gegendrücke  die  Gleichungen: 


Fig.  195. 


0=  W.AB—G.BC, 
oder: 


w~g££, 


0=G.AD—W,.AE,    oder:     W,  ^  G 


AB 
AB 
AE 


(Nach  der  in  Fig.  194  gewählten  Bezeichnungsweise  würde  hier 
die  Seitenkraft  X  gleich  Null  und  die  Seitenkraft  X^  ftir  sich 


^ 


k 


{gewicht  eines  ui  Ewei  Stellen  unterstatzten  KSr 


der  parallel  za  BA  gerichteten  Seitenk 

I  setzen  Bein.) 

Wenn  an  jec 
denUnteretfltzni 
Berttbrangseben 
dem  Körper 
Stützen  eine  Hoi 
iBt,  so  kOnnen 
^  Gegendrücke  to 
anf  den  KQrpei 
werden.  Man 
z.  B.  fllr  die 
and  Fig.  197  i 
Falle  znr  Best 


die  Gleichungen: 

=  W(a  +  A)  —  Gb, 


a  +  b 


'  a  +  b 

Die  gleiche  M 
anch  in  dem  Fi 
Beetimmong  i 
drtlcke  beont 
wenn  der  anf  si 
zwei  Pnnkten 
EOrper  aasserd« 
anderen  Gewicl 
ist.  So  erhält  i 
den  in  Fig.  W9 
Fall,  ißdem  m 
Mal  in  Bezngai 
pnnkt  B,  das  a 
Bezog  anf  den  £ 
:  der  statischen  Momente  an&tellt,  zwei  ( 
W.ÄB—P.CB  —  G.BB~Q. 

p.Ä^  +  G.Ä1Ö+  Q,  ze—  w,  . : 

ir  Bestimmang  des  darin  vorkommenden  I 
n  schon  aosreicht.  Wenn  man  den  resp 
in  Qleichnugen  die  Formen  giebt: 
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166)     W  ^P- 


167)     TT,  =  P 


CB 

» 

Tb 

Je 


AB 


+  G 


+  G 


DB 
AB 


AD 


+  Q 


+  Q 


EB 
AB 
AE 


Fig.  198. 


W 


y^i 


TT 


w 


B 


1 


G 


Q 


AB  AB 

80  erkennt  man  zugleich, 
in  welcher  Weise  die  ein- 
zelnen Gewichte  P,  G,  Q 
an  dem  Hervorbringen  der 
Gegendrücke  sich  bethei- 
ligen. Es  zeigt  sich,  dass 
der  za  einem  der  Gegen- 
drücke von  jedem  einzel- 
nen Gewichte  gelieferte 
Beitrag  genau  auf  dieselbe 

Weise  bestimmt  werden  kann,  wie  wenn  das  betreffende  Gewicht 

die  einzige  Belastung  bildete. 

§  54. 
Gleichgewicht  eines  an  drei  Punkten  unteretiHzten  Körpers. 

Um  die  Gegendrücke  der  drei  Stützpunkte  zu  bestimmen,  ist 
es  erforderlich,  eine  bestimmte  Art  der  Unterstützung  vorauszu- 
setzen; andernfalls  würde  die  in  der  Aufgabe  liegende  Unbe- 
stimmtheit hier  in  noch  höherem  Maasse  als  beim  vorigen  Falle 
hervortreten. 

Sobald  an  der  Art  der  Unterstützung  zu  erkennen  ist,  welche 
Richtung  der  Gegendruck  des  einen  der  drei  Stützpunkte  hat, 
kann  auch  die  Grösse  dieses  Gegendrucks  allemal  bestimmt 
werden.  Denn  wenn  man  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  vier  Kräfte  gleich  Null  setzt  und  dabei  als 
Drehachse  die.  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Stützpunkte 
wählt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  der  gesuchte 
Gegendruck  als  einzige  unbekannte  Grösse  vorkommt,  weil  die 
Bichtungslinien  der  beiden  anderen  Gegendrücke  durch  die  Dreh- 
achse  selbst  hindurch  gehen,  ihre  statischen  Momente  also  Null  sind. 

Auch  die  rechtwinkelig  zur  Ebene  der  drei  Stützpunkte  ge- 
richtete Seitenkraft  eines  Gegendrucks  hat  unter  allen  Umständen 
einen  bestimmten  Werth ,  welcher  mittelst  derselben  Methode  ge- 
funden werden  kann,  da  die  andere  (in  die  Ebene  selbst  hinein- 
fallende) Seitenkraft  in  Bezug  auf  jede  in  der  Ebene  liegende 
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Achse  das  statische  Moment  Null  hat,  folglich  in  der  Gleichung 
der  statischen  Momente  nicht  vorkommen  kann.  Wenn  also  die 
drei  Sttttzpnnkte  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen,  so  haben  die 
verticalen  Seitenkräfte  der  Gegendrücke  stets  bestimmte  Werthe 
—  wie  anch  immer  die  horizontalen  Seitenkräfte  beschaffen  sein 
mögen. 


Fig.  199. 


achse,  man  erhält  dann  die  Gleichung: 
168) 


Die  horizontalen  Seiten- 
kräfte sind  Null,  nnd  die 
Gegendrücke  vertical  auf- 
wärts gerichtet,  wenn  die 
Unterstützung  des  Kör- 
pers in  einer  vollkommen 
glatten  horizontalen  Un- 
terlage besteht  (Fig.  190). 
Um  den  vom  Stützpunkte 
A  geleisteten  Gegendruck 
Vi  zu  bestimmen,  stellt 
man  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  auf 
und  wählt  die  Verbin- 
dungslinie BC  ah  Dreh- 


0 


G.FE—  V,  AD,    oder:    F,  =  Ö  . 


FE 
AD 


Auf  gleiche  Weise  kann  jeder  der  beiden  anderen  Gegendrücke 
einzefai  bestinmit  werden;  F,,  indem  man  ACy  und  F,,  indem  man 
^j5  als  Drehachse  wählt. 

Denkt  man  sich  die  drei  Punkte  A,  B,  C  durch  gespannte  Fftden  unter 
einander  verbunden  und  an  jedem  Stützpunkte  alsdann  die  horizontalen  Zug- 
kräfte mit  dem  verticalen  Gegendruck  zu  einer  Mittelkraft  vereinigt,  so  ge- 
langt man  leicht  zur  Vorstellung  von  einer  Befestigungsweise,  bei  welcher  die 
Gegendrücke  von  der  verticalen  Richtung  abweichen,  und  erkennt  zugleich, 
dass  ihre  verticalen  Seitenkr&fte  stets  dieselben  Werthe  behalten  müssen,  dass 
z.  B.  die  Gleichung  168)  auch  dann  noch  galtig  bleiben  würde  für  die  verticale 
Beitenkraft  des  in  dem  Punkte  A  wirkenden  Gegendrucks. 

Wenn  der  Hebelarm  FE  gleich  Null  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fosspunkt  der  Schwerpunkts-Verticalen  in  die  Seite  B  C  des  Drei- 
ecks ABC  hineinfiele,  so  würde  nach  Gleichung  168)  auch  F, 
gleich  Null  sein,  und  wenn  FE  negativ  wäre,  d.  h.  wenn  der 
Fusspunkt  ganz  ausserhalb  des  Dreiecks  läge,  so  würde  F,  ne- 
gatiy  werden.    Im  letzteren  Falle  würde  es  in  dem  Punkte  A 
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eines  abwärts  wirkenden  Gegendrucks  bedürfen,  nm  den  Körper 
im  Gleichgewichtszustände  zu  erhalten,  und  wenn  ein  solcher 
fehlte,  so  würde  der  Körper  umfallen. 

Bedingung  des  Gleichgewichts  bei  der  in  Fig.  199  dargestell- 
ten Art  der  Unterstützung  ist  also :  dass  der  Fusspunkt  der  Schwer- 
punkts-Verticalen  nicht  ausserhalb  des  aus  den  Stützpunkten  ge- 
bildeten Dreiecks  liegt.  Fällt  derselbe  in  den  Umfang  des  Dreiecks, 
so  ist  das  Gleichgewicht  ein  labiles;  das  geringste  Uebergewicht 
an  dieser  Seite  wird  alsdann  hinreichen,  den  Körper  ganz  um- 
zuwerfen. Wenn  dagegen  der  Fusspunkt  im  Inneren  des  Dreiecks 
liegt,  so  würde  es,  um  den  Körper  umzukippen,  d.  h.  um  eine  der 
Dreieck-Seiten  zu  drehen,  einer  Kraft  bedürfen,  deren  statisches 
Moment  in  Bezug  auf  diese  Drehachse  im  Beginn  der  Drehung 
mindestens  eben  so  gross  sein  müsste  als  das  statische  Moment 
des  Gewichtes  G  in  Bezug  auf  diese  Achse.  Im  letzteren  Falle 
war  also  der  Gleichgewichtszustand  des  Körpers  ein  stabiler,  und 
als  Maass  für  diese  Stabilität  kann  das  statische  Moment  des  Ge- 
wichtes gelten  in  Bezug  auf  diejenige  Dreieck-Seite,  welche  beim 
Umkippen  die  Drehachse  bilden  würde.  Dieses  Moment  wird  des- 
halb das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
betreffende  Seite  genannt.  Bei  dem  in  Fig.  199  dargestellten  Falle 
würde  z.  B.,  wenn  ein  Umkippen  des  Körpers  nach  der  Seite  B  C 

hinüber  in  Frage  käme,  das  Product  G  .  FE  als  das  Stabilitäts- 
moment des  Körpers  zu  betrachten  sein. 

§  55. 

Stabilitatsmoment  und  dynamische  Stabilität  eines  auf  liorizontale  Grundfläche 

gesteilten  Körpers. 

Bei  einem  an  mehr  als  drei  Stellen  von  horizontaler  Unter- 
lage unterstützten  Körper  ist  die  Vertheilung  des  Drucks  auf  die 
Stützpunkte  wiederum  eine  unbestimmte,  und  es  ist  daher  nur 
die  Frage  der  Stabilität,  welche  hier  in  Betracht  kommt. 

Jede  durch  einen  Stützpunkt  gelegte  gerade  Linie,  welche 
die  horizontale  Unterstützungsebene  in  zwei  Theile  zerlegt,  deren 
einer  keine  Stützpunkte  enthält,  kann  beim  Umkippen  des  Körpers 
möglicher  Weise  eine  Drehachse  bilden  und  soll  hier  abkürzungs- 
weise eine  Drehkante  genaiint  werden.  Liegt  der  Fusspunkt  der 
Schwerpunkts -Verticalen  innerhalb  des  Ton  sämmtlichen  Dreh- 
kanten eingehüllten  Theiles  der  Grundebene,  so  ist  die  Stabilität 
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des  Körpers  gesichert,  und  zwar  am  so  mehr,  je  grösser  der 
kleinste  Abstand  jenes  Punktes  von  den  Drehkanten  ist.  Das 
statische  Moment  des  Gewichtes  in  Bezug  auf  eine  Drehkante  wird 
das  Stabilitätsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Kante 
genannt.  Ein  Körper,  welcher,  unten  von  ebener  Grundfläche 
begrenzt,  in  allen  Punkten  derselben  die  horizontale  Sttttzebene 
berührt,  ist  anzusehen  als  ein  Körper  mit  unendlich  yielen  Stütz- 
punkten, für  den  somit  die  gleichen  Bestimmungen  gelten. 

Wenn  der  in  Fig.  200  dargestellte  Körper  um  die  (festgehal- 
tene) Drehkante  A  gedreht  werden  soll  von  einer  Kraft  A',  welche 
in  der  Drehungsebene  des  Schwerpunktes  am  Hebelarm  /  wirkt, 
80  muss  das  statische  Moment  Kl  mindestens  so  gross  wie  das 
Stabilitätsmoment  Gx  sein,  in  welchem  Falle  die  Mittelkraft  von 
G  und  K  durch  die  Drehkante  selbst  hindurchgeht,  der  kleinste 


Fig.  200. 


Fig.  201. 


Fig.  202. 


Kraftüberschuss  also  schon  ausreicht,  um  Bewegung  hervorzu- 
bringen. Nach  dem  Beginn  der  Drehbewegung  wird  das  statische 
Moment  des  Gewichtes  G  allmälig  kleiner,  es  wird  Null  in  dem 
Augenblicke,  wo  der  Schwerpunkt  vertical  über  der  Drehkante 
die  höchste  Stelle  5,  seiner  Bahn  erreicht  (Fig.  202).  Ohne  dass 
die  begonnene  Bewegung  ins  Stocken  geriethe,  kann  also  das  sta- 
tische Moment  der  umkippenden  Kraft  nachher  allmählich  kleiner 
werden,  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  dasselbe  stets  noch  dem 
statischen  Momente  von  G  gleich  bleibt.  Wenn  dies  der  Fall  ist, 
so  wird  auch  während  der  Bewegung  stets  die  Mittelkraft  beider 
Kräfte  durch  den  Drehpunkt  hindurchgehen  (Fig.  201),  also  wäh- 
rend jedes  einzelnen  Zeittheils  die  mechanische  Arbeit  Null  ver- 
richten. Hieraus  folgt,  dass  auch  die  von  den  beiden  Kräften 
zusammen  im  Ganzen  verrichtete  Arbeit  alsdann  den  Werth  Null 
hat.    Nach  Fig.  202  ist  —  6?A  die  vom  Gewichte  G  allein  ver- 
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richtete  Arbeit;  für  die  von  der  umkippenden  Kraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit  3(  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

169)    0  =  a  —  ÖA,    oder    8  —  Gh. 

Sobald  der  Körper  die  Stellung  Fig.  802  erreicht  hat,  bedarf 
es  keiner  weiteren  mechanischen  Arbeit  mehr,  um  denselben 
vollends  umzustürzen,  insofern  das  eigene  Gewicht  alsdann  zur 
weiteren  Förderung  der  Bewegung  schon  ausreicht. 

Die  zum  Umkippen  eines  Körpers  erforderliche  mechanische 
Arbeit  wird  die  dynamische  Stabilität  des  Körpers  genannt 
Nach  Gleichung  169)  ist  die  dynamische  Stabilität  gleich  dem 
Producte  aus  dem  Gewichte  G  des  Körpers  in  diejenige  Höhe  A, 
um  welche  der  Schwerpunkt  ansteigt,  während  der  Körper  in  die 
nächste  labile  Gleichgewichtslage  übergeführt  wird. 

Wenn  von  dem  Stabilitätsmomente  und  der  dynamischen  Sta- 
bilität eines  Körpers  schlechtweg  die  Rede  ist  (ohne  dass  die 
Drehkante  dabei  bezeichnet  wird),  so  sind  damit  in  der  Regel  die 
kleinsten  von  allen  Werthen  gemeint,  welche  diese  Grössen  in 
Bezug  auf  die  verschiedenen  Drehkanten  annehmen  können. 

Wenn  mit  a,  b,  c  resp.  Höhe,  Breite,  Länge  eines  ParallelepipedonB  be- 
zeichnet werden,  und  jeder  Gubikmeter  desselben  y  EUogramm  wiegt,  so  ist 
das  Gewicht  desselben  in  Kilogrammen: 

G^  yabCf 
und  das  Stabilitätsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehkante  ^  (Fig.  203)  ist: 

Die  Höhe,   um  welche  beim  Umkippen  der 
Schwerpunkt  ansteigen  muss,  beträgt: 


....,-f-]/(|)V(|)-f 

folglich  ist  die  dynamische  Stabflität  in  Be- 
zug auf  Drehkante  Ai 

.-,...  [i/ffHir-f]. 

Bestände  der  Körper  z.  B.  aus  Granit,  von 
welchem  jeder  Gubikmeter  2750  Kil.  wi^gt, 
und  wäre  a^O^.S,  ft"«0",6,  <?  —  2»,  so 
ergäbe  sich: 

«  —  2750  .  0,8  .  0,6  .  2[Vü,4»  +  0,3«  —  0,4]  —  264  Meterkilogramm. 
Da  hier  als  Längeneinheit  der  Meter  und  als  Krafteinheit  das  Gewicht  eines 
Kilogramms  gewählt  wurde,  so  ist  als  Einheit  für  die  Zahl  9  das  Meter- 
kilogramm anzusehen,  oder  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  erforder- 
lich ist,  um  t  Kil.  Gewicht  t  Meter  hoch  zu  heben.    Zum  Umkippen  dieses 


■gewicht  einer  Terbindiitig  von  zwei  StengeD. 


le  also  eben  so  fiel  mechanische  Arbeit  eiforder 
in  1  KU.  Gewicht  aaf  !64>  Höhe  oder  von  264  Kil 
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BediDgnngs  -  Gleichungen ,  welche  ausreichen,  um  sowohl  die 
Grösse  als  auch  die  Bichtung  derselben  zu  bestimmen.  Sobald 
aber  der  Druck  D  bekannt  ist,  können  alsdann  mittelst  des  im 
§  53  erklärten  und  in  Fig.  204  angedeuteten  Constructions- Ver- 
fahrens, indem  man  dasselbe  auf  jeden  der  beiden  Körper  einzeln 
genommen  anwendet,  auch  die  von  den  anderen  beiden  Stütz- 
punkten A  und  B  geleisteten  Gegendrücke  W  und  W^,  bestimmt 
werden. 

Die  Gleichgewichts -Bedingungen  erfordern,  dass  sowohl  in 
Bezug  auf  den  einen  als  auch  in  Bezug  auf  den  anderen  Körper 
die  Kichtungslinie  des  Drucks  D  in  der  yerticalen  Kräfte -Ebene 
liege.  Hieraus  folgt,  dass  die  Schwerpunkte  >S,  Si  und  die  drei 
Stützpunkte  A^  B^  C  sämmtlich  in  einer  und  derselben  Vertical- 
Ebene  liegen  müssen,  wenn  das  Ganze  im  Gleichgewicht  sich 
befinden  soll.  Die  Bichtungslinie  des  Gewichtes  G  schneidet  da- 
her die  Verbindungslinie  A  C,  und  der  Durchschnittspunkt  E  darf 
als  Angriffspunkt  dieses  Gewichtes  angenommen  werden;  denn 
die  Wirkung  einer  Kraft  ändert  sich  nicht,  wenn  der  Angriffs- 
punkt in  der  Bichtungslinie  derselben  verschoben  wird.  Aus 
gleichem  Grunde  darf  der  Punkt  E^  als  Angriffspunkt  des  Ge- 
wichtes (ti  gelten.  Da  die  Formen  der  Körper  nur  soweit  in 
Betracht  kommen,  als  die  Lage  der  Schwerpunkte  durch  sie  be- 
dingt wird,  so  können  dieselben  nunmehr  ganz  unberücksichtigt 
gelassen  werden,  und  dürfen  deshalb  die  Körper  wie  starre 
gerade  Linien  oder  Stangen  behandelt  werden,  welche  in  den 

Punkten  E^  E^  resp. 
durch  die  Gewichte 
6r,  6j  belastet,  an  den 
Stellen  A^  B  durch 
feste  Punkte  unter- 
stützt sind  und  in  dem 
Punkte  C  an  einander 
gegenseitig  sich  an- 
lehnen. 

Da  femer  nur  die 
Gleichgewichts  -  Be- 
dingungen in  Bezug 
auf  Verschiebungen  in  der  verticalen  Bild-Ebene  hier  in  Betracht 
kommen,  so  können  statt  der  drei  stützenden  Punkte  auch 
horizontale  (parallele)  Drehachsen  substituirt  werden,  und  die 


Flg.  205. 

w      m 


s 
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Yorliegende  Aufgabe  gewinnr  nunmehr  die  einfachere  in  Fig.  206 
yeranschanlichte  Form.  Die  beiden  Stangen  AC  und  BC  sind 
bei  C  durch  einen  Gelenkbolzen  derartig  verbunden,  dass  jede 
Stange  in  der  verticalen  Bild -Ebene  sich  drehen  lässt,  während 
die  andere  unbeweglich  bleibt.  Am  anderen  Endpunkte  ist  jede 
Stange  durch  einen  festliegenden  Gelenkbolzen  von  gleicher  Achsen- 
richtung unterstützt. 

Um  den  Druck  D  seiner  Grösse  und  Richtung  nach  zu 
bestimmen y  genügt  es,  die  horizontale  und  verticale  Seitenkraft 

desselben   —  jede 


Fig.  206. 


Fig.  207. 


ihrer   GrOsse   nach 
—    zu    bestimmen. 
Man  findet  diese  bei- 
den Seitenkräfte  H 
und  Vj  indem  man 
ftlr  jede  der  beiden 
Stangen  einzeln  ge- 
nommen  die   Glei- 
chung der  statischen 
Momente  auÜBtellt  und  dabei  jedesmal  den  festen  Unterstützungs- 
punkt der  Stange  als  Drehpunkt  wählt.  Nach  Fig.  206  und  Fig.  207 
erhält  man  alsdann  die  Gleichungen: 

0^—Vb  —  Hk+Gc    und:    0  ~  —  Vb,  +  Hh,  —  G,c,, 

oder  wenn  man  abkürzungsweise  die  als  gegebene  Grössen  zu 
betrachtenden  statischen  Momente  Gc  und  GiCi  resp.  mit  den 
Buchstaben  Wl  und  Wti  bezeichnet: 

iO  =  —  Vb  —Hh  +m 
\0  =  —  Vb,+  Hh.-m,' 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  ftir  die  gesuch- 
ten Seitenkräfte  die  Werthe : 


170) 


I7n     H^  aK^  +  3».A 
^^^^    ^~     bh,  +  b,h    ' 


172)     V 


bh^  +  b^h 


Die  Richtung  des  Drucks  D  findet  man,  indem  man  Gleichong  172)  durch 

Gleichung  171)  di^idirt;   der  Quotient  -^  bUdet  die  Tangente  des  Neigungs- 

winkelsy  welchen  die  Richtungslinie  desselben  mit  der  Horizontalen  emschliesst. 
Der  Druck  zwischen  den  beiden  Stangen  ist  also  horizontal  gerichtet,  wenn 
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k-O,   oder:    -^  =  -^  igt.     Di( 

r  Gleichung  D  —  VW+W  heatiia 

iem  die  Seitenkrftfte  des  Druc: 
ebr  anch  die  Seitenkräfte  X  ni 
geleisteten  Oegendmcks  ^  1 
izog  auf  Fig.  206  daa  eine  Hai 
iDtalkräfte,  das  andere  Hai  di« 
äfte  gleich  Null  setzt.    Han  erb 

173)  0  =  X— £?,    oder:    > 

174)  0=  y+  V—  G,  Ode 
e  Weise  ergeben  sich  ans  Fig. 
em  Pnnkte  B  geleisteten  Gegi 

X,  =  5  nnd:  y,  —  ( 
orizoQtalen  Seitenkräfte  dieser 
t  dem  Horizontaldrnck  im  Sehe 
»nkräft»  zasammengeDommen 
lite  der  beiden  Stangen. 
1  Oleichnngen  170)  bedenteten 
tischen  Homente  der  Stangengi 
ipnnkte  der  Stangen.  Wenn 
isen  die  Bedeutnng  der  Homi 
itangen  der  betreffenden  Stangf 

Fig.  208. 


mch  in  diesem  Falle  nnntittell 
12): 
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bestimmt  werden,  sobald  man  darin  ftir  die  Grössen  3Jl  und  ü)i, 
die  aus  Fig.  208  sich  ergebenden  Werthe  substituirt : 

m~Gc  +  Pp+Qq  und:  ü»,  =  ö,c,  +  P,/?,  +  Qi?i. 
Die  Bestimmung  der  Seitenkräfte  der  von  den  festen  Punkten 
A  und  B  geleisteten  Gegendrücke  geschieht  alsdann  auf  dieselbe 
Weise  wie  mit  Bezug  auf  Fig.  206  mittelst  der  Gleichungen  173) 
and  174);  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  statt  des  eigenen  Ge- 
wichts einer  Stange  hier  die  ganze  Belastungs-Summe  derselben 
zu  substituiren  ist.  Man  erhält  demnach  fElr  die  übrigen  Seiten- 
kräfte die  Gleichungen: 

Y=G  +  P+Q—V    und:     Y,  =  G,  +  P,+  Q,  +  V. 

Wie  in  Fig.  208  beispielsweise  durch  das  in  dem  Punkte  M 
angehängte  Gewicht  Q  angedeutet,  macht  es  hinsichtlich  des  hier 
anzuwendenden  Verfahrens  durjshaus  keinen  Unterschied,  wenn 
einzelne  Gewichte  an  den  jenseits  über  den  Gelenkpunkt  C  hinaus 
yerlängerten  Stangen  angehängt  sind. 

§  57. 

Bnfliiss  der  Belastung  eines  einzelnen  Punictee  einer  Verliindung  von  zwei 

gewiolitiosen  Stangen. 

Jede  der  beiden  Seitenkräfte  irgend  eines  von  den  drei  Gegen- 
drücken kann  au%efasst  werden  als  Summe  der  einzelnen  Bei- 
träge, welche  die  verschiedenen  Belastungen  einzeln  genommen 
dazu  liefern.  Setzt  man  in  den  auf  Fig.  205  bezüglichen  Glei- 
chungen das  eine  Mal  6r,  :=  0,  das  andere  Mal  G  =  0,  so  erfährt 
man,  welche  Druckkraft  von  jedem  dieser  beiden  Gewichte  ein- 
zeln genommen  hervorgebracht  werden  würde,  und  es  zeigt  sich, 
dass  die  Summe  der  beiden  Werthe,  welche  man  auf  diese  Weise 
ftir  irgend  eine  jener  Seitenkräfte  erhält,  den  wirklichen  Werth 
dieser  Seitenkraft  darstellt.  Auf  gleiche  Weise  kann  man  sich 
davon  überzeugen,  dass  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  208  dargestellten 
Falle  irgend  eine  jener  Seitenkräfte  nichts  Anderes  ist  als  die 
Summe  der  sechs  Beiträge,  welche  die  sechs  Belastungen  6r,  P, 
Qf  6i  I  i'i  >  Qi  einzeln  genommen  zu  derselben  liefern.  Es  ergiebt 
sich  hieraus  ein  Mittel,  die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte 
Aufgabe  dadurch  zu  vereinfachen,  dass  man  dieselbe  in  eben  so 
viele  einzelne  Aufgaben  (als  Gewichte  vorhanden  sind)  zerlegt, 
deren  jede  ftir  sich  allein  dann  eine  viel  einfachere  Lösung  zulässt 
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r  ■    .. 


Fig.  209. 
ivr       W 


Da  das  eigene  Gewicht  einer  Stange  genau  eben  so  wirkt  wie 
eine  in  dem  Schwerpunkte  der  gewichtlos  gedachten  Stange  an- 
gehängte fremde  Last  von  gleicher 
Grösse,  so  ist  bei  Anwendung  die- 
ser Methode  zwischen  eigenen  und 
fremden   Lasten    keinerlei    Unter- 
schied zu  machen.    Wenn  es  sich 
nicht  um  die  Bestimmung  der  wirk- 
lichen Gegendrücke,  sondern  viel- 
mehr   nur    um    die    Bestimmung 
des  von  einem  einzelnen  Gewichte 
ausgeübten  Einflusses  handelt,  so 
müssen  also  die  Stangen  selbst  als  vollkommen  gewichtlose 
starre  Linien  behandelt  werden. 

Die  Richtungslinie  des  von  irgend  einem  einzel- 
nen Gewichte  hervorgebrachten  Druckes  in  dem  Ver- 
bindungspunkte der  beiden  Stangen  fällt  immer  mit 
der  Richtung  der  unbelasteten  Stange  zusammen 
(Fig.  209). 

Denn  für  die  unbelastete  Stange  BC  (Fig.  211)  bildet  (nach 
der  oben  vorausgeschickten  Erklärung)  dieser  Druck  D  die  ein- 
zige Kraft,  welche  ausserhalb  des  festliegenden  Drehpunktes  der- 
selben ihren  Angriffspunkt 
Fig.  211.  hat.     Aus    dem     Gleich- 

gewichtszustande dieser 
Stange  kann  man  also 
schliessen,  dass  die  Rich- 
tungslinie jener  Kraft  durch 
den  Drehpunkt  £  hindurch- 
geht, weil  andernfalls  die 
Stange  um  diesen  Punkt 
gedreht  werden  würde,  so- 
wie ferner:  dass  der  von 
dem  Punkte  B  geleistete  Gegendruck  mit  dem  Drucke  D  gleiche 
Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung  hat. 

Die  Lage  des  Durchschnittspunktes  0,  in  welchem  die  Rich- 
tungslinien der  beiden  Kräfte  Q  und  D  einander  schneiden  (Fig.  210), 
ist  demnach  als  bekannt  anzusehen,  und  da  die  drei  auf  die  Stange 
AC  wirkenden  Kräfte  W^  I?,  Q  nur  dann  einander  im  Gleich- 
gewicht halten  können,  wenn  ihre  Richtungslinien  in  einem  ge- 
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meinschaftlichen  Durchschnittspnnkte  zasammentreffen,  so  ist  in 
der  Verbindungslinie  A  0  nnnmehr  auch  die  Richtung  der  Kraft  W 
gefunden,  und  ergiebt  sich  hieraus  die  fernere  Regel: 

Man  findet  die  Richtung  des  vom  Untersttttzungs- 
punkte  der  belasteten  Stange  geleisteten  Gegendrucks; 
indem  man  von  diesem  Punkte  aus  eine  gerade  Linie 
zieht  nach  dem  Durchschnittspunkte,  in  welchem  die 
Richtungslinie  des  Gewichtes  von  der  Richtung  der 
unbelasteten  Stange  getroffen  wird. 

Um  die  beiden  Kräfte  D  und  W  ihrer  Grösse  nach  zu  be- 
stimmen, kann  man  alsdann  —  anstatt  nach  der  Methode  des 
vorigen  Paragraphen  dieselben  in  ihre  Seitenkräfte  zu  zerlegen 
und  diese  letzteren  aus  den  für  jede  einzelne  Stange  geltenden 
Gleichgewichts -Bedingungen  zu  bestimmen  —  in  diesem  Falle 
einfacher  auf  dem  Wege  der  Gonstruction  zum  Ziele  kommen,  ent- 
weder: indem  man  (wie  in  Fig.  209  schon  angedeutet)  bei  0  das 

Kräfte  -  Parallelogramm 
Fig.  212.  construirt,  dessen  Dia- 

gonale ON  als  gegeben 
anzusehen  ist,  oder:  in- 
dem man  die  Hebelarme 
der  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  Punkte  A  und  C  con- 
struirt und  dann  fttr  die 
Stange  A  C  zweimal  die 
Gleichungen  der  stati- 
schen Momente  aufstellt;  das  eine  Mal  den  Punkt  A^  das  andere 
Mal  den  Punkt  C  als  Drehpunkt  wählend,  woraus  sich  nach  Fig.  210 

folgende  Gleichungen  ergeben: 


Fig.  213. 


a 


0  =  —  I)d+Qa,  oder:  J9=Q-J-, 

0^  Ww-~  Qh,  oder:    W^  Q  —  . 

w 

In  den  Figuren  212,  218  ist  jedes  Mal 
durch  die  bekannte  Parallelogramm -Gon- 
struction der  Weg  angedeutet,  auf  welchem 
die  gleiche  Methode  zur  Bestimmung  der 
Gegendrücke  D,  fF  auch  in  solchen  Fällen 
föhrt,  wo  entweder  der  Aufhängepunkt  M 
oder  die  beiden  festen  Punkte  u4,  B  eine  von  der  in  Fig.  209  angenommenen 
abweichende  Lage  haben.   Ebenso  zeigt  Fig.  214,  dass  dieselbe  Methode  auch 
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Fig.  2U. 


K. 


Fig.  215. 


da  angewendet  werden  kann,  wo  es  statt  des  yertical  abw&rts  wirkenden  Ge- 
wichtes Q  eine  beliebig  anders  gerichtete  Kraft  K  ist,  welche  die  Gegendrücke 

hervorruft.  Fig.  215  endlich  ist  hinzugefügt,  um 
anzudeuten,  dass  es  keinen  Unterschied  macht, 
ob  die  Stangen  geradlinig  oder  krummlinig  sind. 
Da  überhaupt  abweichende  Formen  der  bei- 
den Körper,  welche  b^isher  durch  geradlinige  Stan- 
gen repräsentirt  wurdln,  die  Anwendbarkeit  dieser 
Methode  in  keiner  Weise  beeinträchtigen  können^ 
so  l&sst  sich  dieselbe  auch  mit  Vortheil  benutzen, 
hm  z.  B.  bei  einer  Bogenbrücke  (Fig.  216),  deren 
zwei  Hälften  unter  einander  und  mit  den  Wider- 
lagern durch  Gelenkbolzen  (Scharniere)  verbunden 
sind,  den  Einfluss  einer  einzelnen  Belastung  zu 
ermitteln»  die  Beiträge,  welche  dieselbe  zu  den 
Gegendrücken  liefert,  und  damit  zugleich  die  Art 
und  Weise  zu  bestimmen,  in  welcher  diese  Be- 
lastung zu  der  Spannung  in  irgend  einem  Theile 
«  der  ganzen  Gonstruction   ihren   Beitrag   liefert, 

welcher  letztere  Punkt  den  Gegenstand  später  folgender  ausführlicher  Unter- 
suchungen bilden  wird. 

Wenn  man  die  mittelst  der  aqgedeuteten 
Parallelogramm  -  Gonstructionen     gefundenen, 
von  dem  einen  Gewichte  Q  hervorgebrachten 
Gegendrücke  wiederum  durch  Parallelogramm- 
Gonstructionen  in  ihre  horizontalen  und  verti- 
calen  Seitenkräfte  zerlegt,  und  dasselbe  Ver- 
fahren in  Bezug  auf  die  übrigen  etwa  vorhan- 
denen Belastungen  wiederholt,  so  kann  man 
durch  —  gleichfalls  auf  geometrischem  Wege 
auszuführende  Summation  der   zusammenge- 
hörigen (als  horizontale  oder  verticale  Linien- 
Abschnitte  sich  darstellenden)  Grössen  nach 
und  nach  di&  von  allen  Belastungen  zusammen- 
genommen hervorgebrachten  Totaldrücke  be- 
stimmen und  auf  diese  Weise  —  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  im  vorigen 
Paragraphen  erklärte  Methode  der  Berechnung  anzuwenden  —  die  ganze  Auf- 
gabe auf  rein  geometrischem  Wege 
lösen. 

Selbstverständlich  können  die 
in  den  Figuren  209,  212  .. .  215 
durch  Gonstruction  dargestellten 
Kräfte  ohne  Weiteres  als  die  wirk- 
lichen Gegendrücke  betrachtet 
werden  in  allen  solchen  Fällen,  wo 
die  eigenen  Gewichte  der  Stangen 
im  Yerhältniss  zu  der  Belastung 
Q  (oder  der  Kraft  K)  klein  genug  sind,  um  vernachlässigt  werden  zu  dürfen. 
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§  58. 
Gleichgewichtslage  einer  Verbindung  von  drei  Stangen. 

Jeder  von  den  beiden  festen  Untersttltzungspunkten  einer  Ver- 
bindung von  zwei  Stangen  kann  ersetzt  werden  durch  den  beweg- 
lichen Endpunkt  einer  neu  hinzugefügten  Stange ,  welche  ihrer- 
seits am  anderen  Ende  durch  einen  festen  Drehpunkt  unterstützt 
ist  —  vorausgesetzt,  dass  dieser  hinzugefügten  Stange  eine  solche 
Richtung  gegeben  wird,  bei  welcher  der  auf  sie  übertragene  Druck 
die  Stange  im  Gleichgewicht  hält  in  Bezug  auf  eine  Drehung  um 
ihren  festen  Unterstützungspunkt.  Dieser  letztere  kann  alsdann 
wiederum  auf  gleiche  Weise  mit  dem  beweglichen  Endpunkte  einer 
folgenden  Stange  vertauscht  werden,  und  durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  lässt  sich  allmählich  eine  beliebige  Anzahl  von  Stangen 
in  solcher  Weise  auf  einander  stellen,  dass  das  ganze  Gebäude, 
obwohl  nur  von  zwei  festen  Punkten  gestützt  und  aus  lauter  be- 
weglichen an  einander  gelehnten  Stücken  zusammengestellt,  den- 
noch im  Gleichgewichtszustande  sich  erhält. 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Methoden  zur 
Bestimmung  der  von  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stangen 
hervorgebrachten  Druckkräfte  können  auch  auf  eine  Verbindung 
von  mehr  als  zwei  Stangen  angewendet  und  beim  Aufsuchen  der 
Bedingungen  ihrer  Gleichgewichtslage  benutzt  werden.  Denn, 
wenn  eine  solche  Verbindung  im  Gleichgewichtszustande  sich  be- 
findet, so  wird  dieser  Znstand  dadurch  nicht  gestört,  dass  irgend 
einer  von  den  Verbindungspunkten  in  einen  festen  Punkt  verwan- 
delt wird.    Jedes  Paar  von  benachbarten  Stangen  befindet  sich 

also  in  derselben  Situation, 
wie  wenn  dasselbe  durch  zwei 
feste  Punkte  unterstützt  wäre, 
und  die  auf  diese  beiden 
Punkte  übertragenen  Druck- 
kräfte können  auf  dieselbe 
Weise  wie  im  vorigen  Falle 
bestimmt  werden. 

Wenn  z.  B.  ACEB  die 
Gleichgewichtslage  einer  Ver- 
bindung von  drei  Stangen  ist 
(Fig.  217),  so  sind  die  von  den  beiden  Stangen  .IC und  JEC  in  den 
beiden  Punkten  A  und  E  hervorgerufenen  Gegendrücke  ^V  und  D 
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Fig.  218. 


Fig.  219. 


auf  dieselbe  Weise  za  bestimmen ,  wie  wenn  der  Pmikt  £.  ein 
fester  Pnnkt  wäre;  ebenso  die  von  den  beiden  Stangen  BE  nnd 

CE  hervorgebrachten  Drücke,  wie 
wenn  der  Punkt  C  ein  fester  Punkt 
wäre.  Wenn  die  Stange  CE  die 
allein  belastete  ist,  so  müssen  die 
Richtungen  der  beiden  anderen 
unbelasteten  (und  als  gewichtlos 
betrachteten)  Stangen  mit  den 
Bichtungslinien.der  auf  sie  über- 
tragenen Druckkräfte  oder  der 
von  ihnen  zu  leistenden  Gegen- 
drücke zusammenfallen.  Bedin- 
gung der  Gleichgewichtslage  ist 
also,  dass  die  Richtungslinien  der 
beiden  unbelasteten  Stangen  mit 
der  Richtungslinie  der  Belastung  in  einem  und  demselben  Punkte 
0  zusammentreffen. 

Auf  demselben  Prin- 
cipe beruhen  die  Gleich- 
gewichtslagen der  in  den 
Figuren  218,  219,  220  dar- 
gestellten Stangenverbin- 
dungen, welche  nur  durch 
abweichende  Lage  des  Be- 
lastungspunktes und  der 
festen  Unterstützungs- 
punkte von  der  vorigen 
Anordnung  sich  unter- 
scheiden. In  allen  diesen 
Fällen  findet  man  die  Rich- 
tungen, welche  den  unbe- 
lasteten Stangen  zu  geben  sind,  indem  man  auf  die  belastete  mitt- 
lere Stange  den  bekannten  Satz  von  den  drei  Kräften  anwendet: 
„Drei  auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräfte  können  einander 
nur  dann  im  Gleichgewicht  halten,  wenn  ihre  drei  Richtungslinien 
in  einem  und  demselben  Punkte  zusammentreffen." 

Wenn  im  Gegenfalle:  die  mittlere  Stange  die  allein  un- 
belastete ist,  so  muss  ihre  Richtung  zusammenfallen  mit  der 
Richtung  desjenigen  Drucks,  welchen  die  beiden  belasteten  Seiten- 
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(Fig.  281). 
nsen  kann  man  dtesen  letzteren  Fall  aach 
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den  Gelenkpuukt  hinaus  verlängerten  Tbeile  ihre  Bei 

—  in  welchem  Falle  die  beiden  Seitenkräfle  dieses  Ge 
22^  gegengesetzte  Ei« 

■  halten  —   ist  b( 

in  Fig.'Z24  angec 
Vergleichung  di 
mit  Fig.  219  lä: 
den  Weg  erkenm 
chem  die  allgemi 
derjenigen  Aufgal 
werden  kann,  w( 
Figuren  218,  219, 
den  speciellen 
wurden,  wenn 
lieh  die  mittlere 

belastet  anzuaeheii  war. 

Wenn  die  Lage   der  Stangenrerbindmig  ACEa 

gegeben  ist,  nnd  daa  Verhältniss  bestimmt  werden  soll, 

„.     „.  die  beiden  ai 

Fig-  225.  *       /-.      j   E 

ten  C  und  £ 

Gewichte   Q 

sinander  stel 

damit  jene  ge 

eine    Gleich^ 

sei:  Bo  kann 

Aufgabe   auc 

Wege  der  R 
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175) 


176) 


Fig.  228. 


Q  ^  sin  [180^  — •  (g  —  ci;)]   ^  sin  (a  —  w) 
D~         sin  (90°  + a)  cos«      ' 

Q,  _  8in[180"  — (a,  +  co)]  ^  8iii(a,  +  ci;) 
D  8in(90*  +  a,)  cos  a»       ' 

und  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere 
diyidirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Q sin  {a  —  (jd)  cos  a, 

<3.  ^' 


177)    -^  = 


sin  (a,  +  0))  cos  OL 

als  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  sein 
muss,  wenn  die  gegebene  Lage  der  Stangen 
eine  Gleichgewichtslage  sein  soll. 

Anstatt  dessen  würde  man  zur  Lösung  der 
obigen  Aufgabe  auch  die  in  Fig.  228  angedeutete 
Gonstruction  benutzen  können,  indem  man  von 
irgend  einem  Punkte  J  aus  parallel  zu  den 
Stangen  drei  gerade  Linien  zieht,  durch  welche 
auf  einer  beliebigen  Verticalen  KL  zwei  Ab- 
schnitte gebildet  werden.  Diese  beiden  verti- 
calen Strecken  repräsentiren  die  beiden  Ge- 
wichte Q  und  Qi,   während  die  drei  anderen 

Linien  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Spannungen  in  den  drei 

Stangen  darstellen. 


§  59. 
Symmetrische  Verbindung  von  vier  Stangen, 

Der  Gleichgewichtszustand  der  in  Fig.  229  dargestellten  Stan- 
genverbindung ^(7jBi>£  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn  die 
vier  Stangen  —  anstatt  eine  in  den  Gelenkpunkten  biegsame  Kette 
zu  bilden  —  zu  einem  starren  Systeme  verbunden  würden  (wie 
z.  B.  wenn  die  Stangen  in  den  Gelenkpunkten  zusammengeschweisst 
wären).  Man  kann  also  auf  das  Ganze  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen  anwenden,  und  wenn  man  die  Gleichung 
der  statischen  Momente  aufstellt,  indem  man  das  eine  Mal  den 
Punkt  B^  das  andere  Mal  den  Punkt  A  als  Drehpunkt  wählt,  so 
findet  man,  dass  die  verticale  Seitenkraft  des  von  jedem  der  beidefi 
festen  Stützpunkte  geleisteten  Gegendrucks  die  Grösse  F  =  ^  (? 
hat,  insofern  die  Mittelkraft  G  der  drei  Gewichte  P,  Q,  P  wegen 
vorausgesetzter  Symmetrie  in  die  verticale  Mittellinie  der  Figur 
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Fig.  229. 

E 


hineinfällt.    Die  horizontale  Seitenkraft  H  muss  so  beschaffen  sein^ 
dass  die  Mittelkraft  ans  V  nnd  H  an  dem  Pankte  A  die  Richtung 

A  C  nnd  an  dem  Punkte 
B  die  Richtung  BD  er- 
hält. Man  kann  dieselbe 
bestimmen  y  indem  man 
ein  Rechteck  constrnirt, 
dessen  verticale  Seite 
gleich  V  ist,  nnd  dessen 
Diagonale  entweder  zu 
AC  oder  zn  BD  parallel 
ist;  die  horizontale  Seite 
dieses  Rechtecks  wird  dann  die  Horizontalkraft  H  darstellen. 

Wäre  also  die  Lage  der  Stangenverbindung,  sowie  das  Total- 
gewicht G  gegeben,  nnd  die  Aufgabe  gestellt:  es  solle  diejenige 
Art  der  Gewichtsvertheilung  ermittelt  werden,  für  welche  jene 
gegebene  Lage  die  Gleichgewichtslage  bildet:  so  würde  man  diese 
Aufgabe  auf  die  in  Fig.  280  angedeutete  Art  durch  Construction 
lüsen  können,  indem  man  die  verticale  Linie  LM==^  ^=t  Gr 

macht,  durch  M  eine  Horizontale  und  durch 
L  eine  Parallele  zu  ^C  legt,  wodurch  der 
Schnittpunkt  0  und  die  Horizontale  MO=^H 
gefunden  ist.  Die  von  0  aus  parallel  zu  CE 
gezogene  Linie  ON  stellt  dann  den  von  der 
Stange  CE  auf  den  Punkt  E  übertragenen 
Druck  dar,  dessen  verticale  Seitenkraft  um 
die  Grösse  P  kleiner  sein  muss  als  V.  Es 
stellt  folglich  der  Abschnitt  ZiV  das  links 
von  der  Mitte  hängende  Gewicht  P  dar,  so- 
wie der  Abschnitt  ÄS  in  der  auf  gleiche 
Weise  zu  construirenden  anderen  Hälfte  der 
Figur  das  rechts  von  der  Mitte  hängende  Ge- 
wicht P  darstellt,  und  die  von  0  aus  nach 
den  vier  Punkten  X,  iV,  aS,  R  gezogenen  Linien  repräsentiren  die 
in  den  vier  Stangen  wirkenden  Druckkräfte. 

Um  die  Gewichtsvertheilung  auf  dem  Wege  der  Rechnung 
zu  bestimmen,  hat  man  die  aus  Fig.  230  sich  ergebenden  Glei- 


Fig.  280. 


chungen: 


178)    ^ tg«, 


-  G 
179)    -2g^  =  tga 
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einander  zu  dividireu   nnd  erhält  dann  die  Bedingacgs- 
long: 

Färe  umgekehrt  die  Gewichtsvertheilung  gegeben  nnd  die 
örige  Gleichgewichtslage  einer  Stangenverbindung  gesncbt, 
Irde  man  ebenfalls  das  in  Fig.  230  angedeutete  Verfehren 
iden  können,  indem  man  auf  der  Verticalnn  LR  die  drei 
ihte  abträgt  und  durch  die  Mitte  M  eine  Horizontale  legt, 
if  man  von  einem  in  dieser  Horizontalen  beliebig  zu  wählen- 
'unkte  0  aus  nach  den  vier  Funkten  L,  A^,  S,  R  gerade 
I  zieht,  in  welchen  dann  die  gesuchten  Richtungen  der  vier 
en  gefunden  sind. 

)as  gleiche  Verfahren  lässt  sich  auch  auf  eine  ans  mehr  als 
itangen  zusammengesetzte  symmetrische  Stangenverbindung 
■den. 

§  60. 
Vertiinduno  von  beliebig  vielen  Stangen, 
lieselben  Stangen  auf  dieselbe  Weise  belastet  und  in  der- 
I  Reihenfolge  an  einander  gefügt,  können  auf  unendlich  viele 
liedene  Arten  zu  einer  Gleichgewichtsform  zusammengestellt 
n.    Sobald  jedoch  fllr  ein  beliebiges  Paar  von  benachbarten 
jn,  z.  B.  AC  und  BC  in  Fig.  231,  die  Lage  vorgeschrieben 
iebt  es  nur  noch  eine  einzige  Gleichgewichtsform  fUr  die 
ganze    StangenVer- 
Fig.  281.  bindang.    Denn  mit 

der  Lage  dieser  bei- 
den Stangen  ist  zn- 
gleich  die  Grösse 
und  Richtang  des  auf 
e  ■     [\^^     den  Punkt  A  über- 

tragenen Druckes  X> 
bestimmt  —  welcher 
nach  der  im  Anfang 
dieses  Paragraphen 
vorausgeschickten 
ung  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,  wie  wenn 
eiden  Stangen  in  A  und  B  dnrch  feste  Punkte  untersttltzt 
—  und  für  die  anstossende  Stange  AE  giebt  es  nunmehr 
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nur  eine  einzige  leicht  aufzufindende  Lage,  bei  welcher  die  Mittel- 
kraft R  von  jenem  Druck  D  und  ihrer  Belastung  Q  durch  den 
jenseitigen  Endpunkt  E  dieser  Stange  hindurch  geht,  wie  es  die 
Gleichgewichts -Bedingung  derselben  in  Bezug  auf  Drehung  um 
diesen  Punkt  erfordert.  Diese  (ebenfalls  hiermit  bestimmte)  Mittel- 
kraft R  bildet  zugleich  den  auf  den  Punkt  E  ttbertragenen  Druck, 
welcher  wiederum  die  nächstfolgende  Stange  im  Gleichgewichts- 
zustande erhält,  folglich  eine  bestimmte  Lage  auch  ftir  diese  Stange 
bedingt.  Indem  man  zu  beiden  Seiten  der  gegebenen  Stangen  A  C 
und  B  C  auf  diese  Weise  von  einer  Stange  zur  anderen  fortschrei- 
tend jedesmal  auf  die  nächstfolgende  Stange  die  Gleichgewichts- 
Bedingung  in  Bezug  auf  Drehung  um  ihren  jenseitigen  Endpunkt 
anwendet,  findet  man  nach  und  nach  die  Gleichgewichtslage  für 
die  ganze  Stangenverbindung. 

Da  die  Kichtung  einer  beliebigen  einzelnen  Stange  durch 
Grösse  und  Bichtung  des  auf  einen  ihrer  beiden  Endpunkte  wir- 
kenden Drucks  allein  schon  bedingt  ist,  so  genügt  es  auch:  ftlr 
irgend  einen  der  Gelenkpunkte  die  Grösse  und  Bichtung  des  da- 
selbst wirkenden  Drucks  oder  dessen  horizontale  und  verticale 
Seitenkraft  zu  kennen,  um  hieraus  den  Druck  in  jedem  anderen 
Gelenkpunkte  und  die  Gleichgewichtsform  der  ganzen  Stangen- 
verbindung zu  bestimmen.  Denn  der  Gleichgewichtszustand  des 
Ganzen  wird  nicht  gestört,  wenn  an  irgend  einem  Gelenkpunkte 
die  Verbindung  aufgehoben  und  die  Wirkung  der  anstossenden 
Stange  durch  eine  Kraft  von  gleicher  Wirkung  ersetzt  wird  an 
jeder  von  den  beiden  getrennten  Stangen.  Die  aus  dem  Ganzen 
herausgenommene  Stangengruppe  PS  wird  also  im  Gleichgewichts- 
zustande verbleiben,  sobald  an  den  Tren- 
nungspunkten P  und  S  resp.  durch  die 
Kräfte  fl,  V  und  X,  Y  die  vorher  von 
den  anstossenden  Stangen  auf  sie  ausge- 
übten Wirkungen  genau  ersetzt  werden 
(Fig.  282).  Wenn  femer  diese  vier  Kräfte 
die  Stangengruppe  trotz  der  Beweglich- 
keit ihrer  Verbindungsglieder  schon  im 
Gleichgewichtszustande  zu  erhalten  im 
Stande  sind,  so  wird  um  so  weniger  eine 
Ursache  zur  Verschiebung  vorhanden  sein, 
wenn  diese  Beweglichkeit  der  Verbindung  aufgehoben,  die  ganze 
Gruppe  also  in  einen  starren  Körper  verwandelt  würde  (etwa  von 
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solcher  Beschaffenheit ,  wie  wenn  die  Stangen  in  den  Gelenk- 
pnnkten  znsammengeschweisst  wären).  Es  können  daher  anf  die 
ganze  Gmppe  PS  anch  die  für  einen  einfachen  starren  Körper 
geltenden  Gleichgewichts  -  Bedingungen  angewendet  werden,  nach 
welchen  nnter  Anderen  sowohl  in  Bezug  auf  die  horizontale,  als 
in  Bezug  auf  die  yerticale  Richtung  die  algebraische  Summe  sämmt* 
licher  Seitenkräfte  gleich  Null  sein  muss.  Für  die  Seitenkräfte  H 
und  V  gelten  demnach  die  Gleichungen: 

181)  0  =  £r— X,    oder:    H=X, 

182)  0=F—  F-2(0,     oder:     V=Y+2(Q\ 

in  welcher  letzteren  abkürzungsweise  mit  2  (Q)  die  ganze  Be- 
lastungssumme der  Stangengruppe  bezeichnet  ist;  und  ftlr  den 
Druck  D  die  Gleichungen: 

D  =  yn*  +  F», 


183) 
184) 


tgß  = 


H 


Die  in  letzteren  Gleichungen  enthaltenen  Resultate 
kann  man  auf  die  in  Fig.  288  angegebene  Weise  geome- 
trisch darstellen,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft 
AB'^^B  und  die  yerticale  Seitenkraft  BC^V  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zur  Mittelkraft  AC^  D  zu- 
sammensetzt. 

Denkt  man  sich  diese  Construction  alsdann  in  Bezug 
auf  jeden  der  übrigen  Gelenkpunkte  wiederholt,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  die  anderen  in  der  Figur  you  dem  Punkte 
A  ausgehenden  Linien  ihren  Grössen  und  Richtungen  nach 
die  Drücke  in  den  übrigen  Gelenkpunkten  darstellen. 

Wenn  also  ftlr  irgend  einen  Gelenkpunkt  £  die  Seitenki^fte 
Xy  Y  des  daselbst  wirkenden  Druckes  gegeben  sind,  so  ist  damit 
für  jeden  beliebigen  anderen  Gelenkpunkt  P  die  Grösse  und  Rich- 
tung des  in  diesem  Punkte  wirkenden  Druckes  D,  folglich  auch  die 
Lage  der  angrenzenden  Stange  bestimmt.  Zugleich  ergiebt  sich 
aus  Gleichung  181),  dass  die  horizontale  Seitenkraft  des  Druckes 
in  allen  Gelenkpunkten  der  ganzen  Stangenverbindung  gleiche 
Grösse  hat. 

In  §  56  sind  die  Bedingungen  gefunden,  unter  welchen  der 
zwischen  zwei  einander  gegenseitig  stützenden  Stangen  wirkende 
Druck  horizontale  Richtung  hat,  welcher  Fall  unter  anderen  dann 
eintritt,  wenn  die  Stangen  auf  gleiche  Weise  belastet  sind  und 
die  beiden  gleichen  Seiten  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  mit 


-A  .^.rrr!| 
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horizontaler  Basis  bilden.  Wenn  die  beiden  Stangen  A  S  und  B  S 
in  Fig.  284  dieser  Bedingung  entsprechen,  also  der  in  dem  Scheitel- 
punkte S  thätige  Druck  auf  jede  der  zu  beiden  Seiten  liegenden 

Stangengruppen    ge- 
Fig.  284.  rade   SO  wirkt,   wie 

wenn  dieselbe  in  dem 
Punkte  S  an  eine  ver- 
ticale  Wand  sich  an- 
lehnte, so  ist  y  gleich 
Null  und  nach  Glei- 
chung 182)  wird: 

185)  V=2(Q)=G, 

d.h.  die  verticale Sei- 
tenkraft des  in  irgend 
einem  Gelenkpunkte 
wirkenden  Druckes  ist  gleich  der  Summe  der  Belastungen  aller 
zwischen  diesem  Punkte  und  dem  Scheitelpunkte  befindlichen 
Stangen.  Die  horizontale  Seitenkraft  dieses  Druckes,  welche  immer 
dem  im  Scheitelpunkte  wirkenden  horizontalen  Drucke  gleich  ist, 
kann  man,  wenn  die  Lage  der  Stangen  und  ihrer  Belastungspunkte 
bekannt  ist,  auch  bestimmen,  indem  man  flir  das  ganze  Stück 
PS  die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufisteilt  und  dabei 
den  beliebig  zu  wählenden  Punkt  P  als  Drehpunkt  wählt.  Statt 
der  Summe  der  statischen  Momente  der  Gewichte  Q  kann  dabei 
auch  das  statische  Moment  von  ihrer  Mittelkraft  G  gesetzt  werden. 
Man  erhält  also  die  Gleichung: 

TN 


186)    0-=-G.PN—ff.SM,    oder:     11=  G 


SM 


Die  in  Fig.  234  und  den  vorhergehenden  Figuren  dargestellte 
Gleichgewichtsform  einer  Stangenyerbindung,  bei  welcher  die  bei- 
den festen  UnterstOtzungspunkte  unten  lagen,  kann  —  nach  Analogie 
der  im  §  51  eingeftlhrten  Bezeichnungsweise  —  eine  labile  Gleich- 
gewichtsform genannt  werden,  insofern  die  geringste  Verschiebung 
der  Stangen  den  vollständigen  Einsturz  des  ganzen  Gebäudes  zur 
Folge  haben  würde.  Wenn  man  dieselbe  Stangenverbindung  ein 
anderes  Mal  —  wie  in  Fig.  286  dargestellt  —  in  umgekehrter  Lage 
an  zwei  oben  liegenden  festen  Punkten  so  aufhängt,  dass  die 
neue  Form  und  Lage  das  Spiegelbild  der  vorigen  darstellt,  so 
befindet  sich  die  Stangenverbindung  ebenfalls  im  Gleichgewichts- 
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od  zwar  ist  diese  letztere  Lage 
!,  iDsofeni  bei  dieser  Anordm 
ar  das  Eintreten  solcher  Bewegt 
che  die  Stangen  ihrer  61eichg< 

id  es  bei  der  labilen  Gleichgewii 
'eichen  die  Stangen  in  den  Gi 

stutzen,  sind  es  bei  der  stabi! 
:,  welche  Übrigens  hinsichtlich 

TollkommeD  mit  jenen  Druckk 

Fig.  236. 


ächeitelpimkte  'S  nnd  irgend  e 
ren  Punkte  P  befindliche  Stange 
tangenverbindnng  im  Gleichgev 

§  61. 
siner  an  zwei  Punkten  unterstützten  vi 
man  fttr  die  in  Fig.  236  darges 
tatischen  Momente  aufstellt  in 
als  Drehpunkt,  so  kann  man  ds 
leben  die  Richtnngslinie  einer  an 
gegebenen  Kraft  D  mit  der  Ric 
lusB,  um  zn  verhindern,  dass 
h  drehe.  Die  Belastung  der  Sl 
länge  i.  Tertheilt,  und  jede  Li 
iwichte  p  belastet  sein;  die  gs 
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also  pl  und  wirkt  wie   ein  in   dem  Mittelpunkte   angehängtes 

Gewicht  von  dieser  Grösse.    Man  erhält  also  nach  Fig.  236  die 

Fig.  236.  Gleichung: 

n  0  =  D ,  Q  —  (pX)  f  Y  cös  (p 

/.,  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  das 

/      P^^-.  n  Verhältniss: 


fQ\       ycosy     .        . 


um  so  kleiner  sein  muss,  je  kleiner  die 
Länge  k  angenommen  wird,  und  dem  Grenz- 
werthe  Null  sich  nähert,  wenn  die  Länge 
der  Stange  bis  auf  Null  abnimmt. 
Wie  gross  auch  immer  das  gegebene  Gewicht  p,  und  wie 
klein  auch  immer  die  gegebene  Kraft  D  sein  möge :  die  Richtungs- 
linie dieser  letzteren  darf  um  so  mehr  als  mit  der  Stangenrich- 
tnng  zusammenfallend  angesehen  werden,  je  kürzer  die  Stange  ist. 
Je  grösser  man  sich  die  Anzahl  der  mit  einander  verbunde- 
nen Stangen  und  je  kleiner  man  sich  die  Stangen  selbst  vorstellt, 
um  so  mehr  nähert  man  sich  der  Vorstellung  einer  vollkommen 
biegsamen  (unausdehnbaren  und  unverkttrzbaren)  materiellen  Linie, 
oder  eines  linienförmigen  Systems  von  materiellen  Punkten,  in 
welchem  die  Abstände  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten 
unveränderlich,  übrigens  aber  der  Beweglichkeit  der  einzelnen  ma- 
teriellen Punkte  keine  Schranken  weiter  gesetzt  sind.  Eine  solche 
biegsame  materielle  Linie  kann  wie  eine  Stangenkette  mit  unend- 
lich vielen  unendlich  kleinen  Gliedern  behandelt  werden.  Die 
Gleich gewichtsform  derselben  wird  also  bei  stetig  über  ihre  Länge 
vertheilter  Belastung  eine  gebrochene  Linie  mit  unendlich  kleinen 
Seiten,  d.  h.  eine  kramme  Linie  bilden.  Die  Richtungslinie  der 
zwischen  zwei  benachbarten  Gliedern  wirkenden  Kraft  (Druck- 
oder Zug- Spannung)  darf  nach  der  oben  vorausgeschickten  Er- 
klärung überall  als  mit  der  Richtung  der  krummen  Linie  (oder 
deren  Tangente)  zusammenfallend  angesehen  werden. 

Die  Form  dieser  Gleichgewichtslinie  hängt  von  der  Art  und 
Weise  ab,  in  welcher  die  Belastung  über  die  Länge  der  Kette 
vertheilt  ist,  und  kann  nur  dann  bestimmt  werden,  wenn  das  Ge- 
setz dieser  Lastvertheilung  bekannt  ist.  Es  soll  hier  zunächst  der 
specielle  Fall  vorausgesetzt  werden:  dass  die  Belastung  über  die 
Horizontal-Projection  der  Kette  stetig  und  gleichförmig 
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Tertheilt  ist  Von  dieser  Art  der  Lastvertbeilung  kano  man  eine 
VorstellaDg  gewinnen,  indem  man  sich  einen  horizontalen  fiberall 
gleich  starken  Balken  ab,  welcher  die  ganze  Belastung  dareteUea 
soll,  zunächst  in  sehr  viele  sehr  kurze  Stflcke  zerschnitten  nnd 
an  den  Schnittstellen  durch  gewichüose  verticale  Stangen  nnter- 
Btützt  denkt,  welche  ihre  Belastungen  auf  die  (gleichfalls  gewicbt- 
los  gedachte)  Kette  Übertragen;  indem  man  alsdann  jene  Schnitt- 
stellen nebst  den  verticalen  Stützen  immer  näher  nnd  näher  an 
einander  gertlckt  sich  denkt,  bis  endlich  die  Fngspaskte  dieser 
letzteren  als  stetig  Über  die  Kettenlänge  vertheilt  angesehen  wer- 
den können  (Fig.  237). 


Fig.  287. 


Wenn  das  Öewicbt 
des  Balkens  fUr  jede 
Längeneinheit  des- 
selben p  beträgt,  so 
bat  ein  Stfick,  dessen 
Länge  X  Längenein- 
heiten enthält,  das 
Gewicht ;?:r,  und  der 
Schwerpunkt  dieses 
Stfiekes  liegt  in  der 
Mitte  desselben.  Fttr 
den  gerade  nnter 
diesem  Balkensttlcke 
liegenden  Kettentheil 
PS  bildet  also  pa: 
die  Kittelkraft  von 
den  unendlich  vielen 
Gewichten,  mit  wel- 
chen derselbe  be- 
lastet ist,  and  seine 
Horizontal-Projeetion  PM=^x  wird  von  der  Richtungslinie  dieser 
Mittelkraft  halbirt.  Als  der  eine  Endpankt  5  dieses  Kettentbeils 
soll  der  höchstliegende  Punkt  der  ganzen  Kette  gewählt  werden, 
d.  h.  derjenige  Punkt,  in  welchem  die  Kette  weder  aufwärts  noch 
abwärts,  folglich  horizontal  gerichtet  ist;  der  andere  Endpunkt 
P  soll  beliebig  gewählt  sein.  Wenn  man  in  den  Punkten  S  nnd 
P  die  Kette  durchschnitte  und  die  rechts  nnd  links  neben  dem 
Stflcke  PS  liegenden  Tbeile  der  Kette  wegnähme,  so  müssten, 
nm  den  Gleichgewichtszustand  dieses  Stfiekes  zu  erhalten,  an  den 
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Schnittstellen  Kräfte  angebracht  werden,  deren  Richtungen  mit 
den  Bichtnngen  der  Kette  an  diesen  Stellen  zusammenfallen ,  an 
dem  Fonkte  S  also  eine  Horizontalkraft  Hj  an  dem  Punkte  P 
eine  Kraft  K,  deren  Richtungslinie  die  Tangente  der  Gurve  an 
diesem  Punkte  bildet.  Das  Stück  PS  wird  demnach  von  den 
drei  Kriften  pa;,  E,  K  im  Gleichgewicht  gehalten,  die  Richtungs- 
linien dieser  drei  Kräfte  müssen  also  in  einem  und  demselben 
Punkte  zusammentreffen,  und  die  algebraische  Summe  ihrer  stati- 
schen Momente  in  Bezug  auf  jeden  beliebigen  Punkt  P  muss  gleich 
Null  sein  (vergl.  Gleichung  186).  Aus  dieser  letzteren  Bedingung 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

187)  Hy^px^. 

Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  statt 
des  Punktes  P  der  Stützpunkt  A  als  Endpunkt  des  Kettenstücks 
angenommen,  also  wenn  a?  =  /  und  y  =/  gesetzt  wird.  Man  er- 
hält hieraus  die  neue  Gleichung: 

188)  Hf=^pl-L. 

Wenn  man  alsdann  Gleichung  187)  durch  Gleichung  188) 
diyidirt,  so  erhält  man  als  dritte  Gleichung: 


189)     ^  =  ^ 


Die  gleiche  Untersuchung  in  Bezug  auf  den  rechts  vom  Punkte 
S  liegenden  Theil  der  Kette  angestellt,  ftihrt  ebenfalls  zur  Glei- 
chung 189)  und  zeigt,  dass  dem  Werthe  y  ==/  auch  an  der  gegen- 
überliegenden Seite  der  Werth  x  =  l  entspricht,  dass  also,  wenn 
die  beiden  Stützpunkte  A  und  B  in  gleicher  Höhe  liegen,  die 
krumme  Linie  durch  die  Verticale  des  Punktes  S  in  zwei  sym- 
metrisch gleiche  Hälften  zerlegt  wird. 

Mittelst  der  Gleichung  189)  kann  man  flir  jeden  beliebigen 
Werth  von  a?  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen,  also  die 
Lage  jedes  einzelnen  Punktes  der  Kette  bestimmen,  sobald  die 
Pfeilhöhe  /  und  die  Spannweite  2  /  gegeben  sind.  Aus  der  Form 
dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  für  diese  specielle  Art  der 
Belastung  die  Gleichgewichtsform  der  Kette  eine  Parabel  bildet, 
deren  Achse  vertical  steht,  und  deren  Scheitel  in  dem  Punkte  /S 
liegt. 

Die  Spannung  der  Kette  ist  auf  dieselbe  Weise  zu  berechnen, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  der  in  irgend  einem  Gelenkpunkte 

Bitter,  VaebaDlk.    &  Aufl.  •  16 
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wirkende  Draek  D.    Für  die  Spannnng  H  im  Scheitelpunkte  S 
findet  man  aus  Gleichung  188)  den  Werth: 

190)  ^=|j- 

Eben  so  gross  muss  auch  die  horizontale 
Seitenkraft  der  Spannung  K  sein  (Bfg.  288). 
Die  verticale  Seitenkraft  derselben  ist  gleich 
der  Belastung  des  Stücks  PS  zu  setzen,  also : 

191)  V=px, 

worauf  dann  Grösse  und  Neigungswinkel  der 
Kraft  K  bestinmit  werden  können  aus  den  Gleichungen: 

192)    K=YW+^    und     193)    1««=^- 

Sämmtliche  Gleichungen  187)  ..  .  193)  gelten  auch  ftir  die 
stabile  Gleichgewichtslage  der  (hängenden)  Kette ,  wovon  man 
sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  in  Fig.  288  die  Bichtung  jeder 
einzelnen  Kraft  und  hierauf  die  ganze  Figur  umkehrt  in  der  Weise, 
dass  die  Bichtung  von  unten  nach  oben  in  die  von  oben  nach 
unten  verwandelt  wird. 

Wenn  bei  der  in  Fig.  289  dargestellten  Hängebrücke  die  Totalbelastung 
—  bestehend  aus  dem  Gewichte  der  Kette,  der  Brückenbahn,  der  verticalen 
H&ngestangen,  an  welcher  die  letztere  h&ngt,  und  der  sonstigen  Körper, 
welche  znr  Zeit  auf  der  Brückenbahn  sich  befinden  —  gleichförmig  über  die 
Spannweite  der  Brücke  yertheilt  ist  und  für  jeden  Meter  der  Brückenl&nge 
4000  Kil.  betrftgt  so  ist  die  Horizontal-Spannung  der  Kette  überall: 

ff__£^      4000  .  80' 
2/"  "°     2.10 


—  1  280  000  KU. 


r^A 


Fig.  289. 

10^ 901 


Wenn  der  tiefste  Punkt  der  Kette  in  der  Brückenbahnlinie  liegt,  so  hat  an 
einer  Stelle  Q,  welche  60">  yon  der  Mitte  entfernt  ist,  die  verticale  H&nge- 
stange  nach  Gleichung  189)  die  Länge: 


5»,625, 


Die  Yertical-Spannung  der  Kette  hat  an  dieser  Stelle  die  Grösse: 

V  ^p  .  X  —  4000  .  60  »>  240  000  Kil., 


Gleichgewicht  einer  an  zird  Punkten  unterstützten  Kette. 
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und  die  Total-Spannung  der  Eette  beträgt  an  dieser  Stelle: 


K  =.  VÄ«  +  F«  —  V 1 280  000«  +  240  000*  —  1  302  000  Kü. 

Den  Neigungswinkel,  um  welchen  an  dieser  Stelle  die  Richtung  der  Kette 
gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  findet  man  aus  der  Gleichung: 

V        240  000 


tga« 


R 


1  280  000 


0,1875,      «  =  10»  37'. 


Wenn  bei  der  in  Fig.  284  dargestellten  Stangenverbindong 
die  Belastungen  der  einzelnen  Stangen  so  gewählt  werden,  dass 
der  Pnnkt  N^  in  welchem  die  BichtungsUnie  der  Kraft  Q  die 
Horizontal-Projection  PM  des  Stückes  F&  schneidet,  stets  in  die 
Mitte  dieser  Horizontal-Projection  fällt,  wie  auch  immer  der  Ge- 
lenkpnnkt  P  gewählt  werden  möge,  so  führt  die  Gleichung  186) 
za  denselben  Besnltaten  wie  die  Gleichung  187),  und  es  zeigt 
sich,  dass  die  einzelnen  Gelenkpunkte  jener  Stangenverbindung 
alsdann  ebenfalls  in  einer  Parabel  liegen  müssen.  Um  eine  solche 
Belastungsweise  herzustellen,  braucht  man  nur  die  in  Fig.  237 
dargestellte  Belastungsweise  dahin  abzuändern,  dass  der  horizon- 
tale Balken  ab  ans- 
^'  ^^-  schliesslich    an    den- 

jenigen Stellen,  welche 
vertical  über  den  Ge- 
lenkpunkten der  Stan- 
genyerbindung  liegen, 
durchschnitten  und 
durch  Verticalständer 
unterstützt  wird  (Fig. 
240).  SämmtUche  Glei- 
chungen 187). ..  193) 
gelten  nunmehr  auch 
für  die  Gleichgewichts- 
form dieser  Stangen- 
verbindung, vorausge- 
setzt, dass  unter  den 
Grössen  ^,  y  aus- 
schliesslich die  Goor- 
dinaten  der  Gelenk- 
punkte verstanden  werden.  Da  femer  der  Gleichgewichtszustand 
dieser  Stangenverbindung  nicht  gestört  wird,  wenn  in  irgend  einem 
Gelenkpunkte,  z.  B.  'dem  Punkte  'S,  die  Beweglichkeit  der  Gelenk- 
verbindung aufgehoben,  und  das  vorher  durch  denselben  verbon- 

16* 


/ 


'f>  r   \!> 


ts'>' 


,:j*^^. 
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dene  Stangenpaar  zn  einem  steifen  Körper  vereinigt  oder  durch 
eine  einfache  Stange  ersetzt  wird,  so  bildet  die  Gleichgewichts- 
linie  der  Stangenverbindong  auch  dann  noch  ein  der  Parabel  ein- 
geschriebenes Polygon,  wenn  der  Scheitelpunkt  der  Parabel  nicht 
ZQ  den  Oelenkpunkten  gehört,  und  die  letzteren  überhaupt  eine 
beliebig  unsymmetrische  Lage  haben. 

Der  Gleichgewichtszustand  einer  an  zwei  Punkten  A  und  B 
untersttttzten  Stangenverbindung  oder  Kette  (Fig.  241)  kann  auch 

dadurch  keine  Stö- 
Fig.  241.  rung  erleiden,  wenn 

irgend  ein  Punkt  Z 
derselben  in  einen 
festen  Punkt  ver- 
wandelt wird,  und 
der  Theil  AL  wird 
auch  dann  noch 
im  Gleichgewichte 
bleiben,  wenn  der 
andere  Theil  BL 
nunmehr  we^e- 
nommen  wird.  Die 
Gleichungen  187) ..  .  193)  gelten  daher  auch  in  dem  Falle  noch 
ftlr  die  Gleichgewichtsform  einer  Kette,  deren  Belastung  gleich- 
förmig über  die  Horizontal-Projection  vertheilt  ist,  wenn  die  bei- 
den festen  Untersttttzungspunkte  A  und  L  in  verschiedenen  Höhen 
liegen,  sobald  nur  für  die  Grössen  /  und  /  in  jenen  Gleichungen 
irgend  zwei  zusammengehörige  Werthe  der  Goordinaten  x  und  y 
also  z.  B.  die  Goordinaten  des  nunmehrigen  Untersttttzungspunktes 
L  substituirt  werden. 

§  62. 
Kette  mit  ungleichförmig  vertheilter  Belaatung. 

Wie  auch  immer  die  Belastung  über  die  Horizontal-Projection 
der  Kette  vertheilt  sein  möge:  das  Gesetz  der  Vertheilung  lässt 
sich  immer  (analog  der  in  Fig.  287  dargestellten  Methode)  durch 
einen  horizontalen  Balken  veranschaulichen;  nur  wird  bei  un- 
gleichförmiger Lastvertheilung  der  Balken  nicht  überall  von  glei- 
cher Stärke  anzunehmen  sein  —  es  wird  vielmehr  entweder  die 
Dicke  oder  die  Höhe  des  Balkens  an  verschiedenen  Stellen  ver- 
schiedene Grössen  haben  müssen.    Sobald  die  der  Lastvertheilung 


K 


ffl 


Kette  mit  ungleichfOnnlg  vertheilter  Belaatimg. 

entsprechende  Form  des  BalkeoB  Ton  der  Art  ist,  dai 
beliebigen  Abschnitt  desselben  die  Lage  des  Schwer] 
gemein  bestimmt  werden  kann,  läset  eich  mittelst  de 
chnngen  1S7),  l$g},  189)  analog  zn  bildenden  Gleic 
Gleichgi 
P«-  «S-  der  KetI 

stimme]] 
Einev 
ansnact 
hin  gleit 
Dehmeni 
Horizonl 
Tertfaeili 

einen  fil 

dicken  1 
Balken 
werden,' 
Ton  dei 
nach  j 
hin  prop 
Entfemi 

Hitte  znnimmt,  durch  einen  Balken  also,  welcher  im 
ans  zwei  dreieckigen  Hälften  cod  und  cbe  bestehem 
den  man  im  Uebrigen  anf  die  mit  Bezng  anf  Fig.  S 
Art  in  StDcke  zerschnitten  nnd  dnrcb  Verticalstäuder 
flieh  zn  denken  hat  (Fig.  242).  Wenn  Q  das  Gewichi 
Balkenhälfte  cad  ist,  so  ergiebt  sieb  lür  die  Belastung 
theÜM  PS  nach  Fig.  242  der  Wertb: 


ix 


oder  wenn  abktliziuigsweifle  -^  mit  q  bezeichnet  wi 
194)  G—qa^-=V. 
Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  cmn  liegt  tou  di 
als  Grundlinie  aas  gerechnet  im  ersten  Drittel  der  Hl 
ist  -^  der  Hebelann  der  Kraft  G  in  Bezug  auf  den  Fn: 
erhält  also  für  diesen  Fall  die  den  Gleichungen  1S7] 
analog  gebildeten  Gleichungen: 


pjWTf? 
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195)  Sj  —  jiT'-j 

196)  H/—,l'l.\ 


197)    JL^£. 
197)     ^  ,. 


WenD  ansser  äieeer  Belastung  noch  eine  gle: 
die  Horizontal-Projection  vertheilte  Belastung  p  pro 
vorhanden  wäre,  so  warden  die  obigen  Gleicbnngi 
annehmen : 

198)     V=qaf+px, 

■     ',.  \\      201)     i-.  ' 

Hf. 


199)     Hy  - 


200) 


f.i^^vA  ™'  r 


GtOsBe  nnd  Richtnng  der  Spannung  der  Eett 
im  Torigen  Falle  mittelst  der  Gleichungen  192)  nnd 
werden. 


Fig.  813. 


Parabolischer  Träger. 
Denkt  man  sich  eine  Kette  auf  die  in  Fig.  24 
Art  belastet  und  zugleich  die  Verticalen  der  einzeli 
pnnkb 
Abstäi 
ander 
dassd 
weite 
Absch 

zerlegt  wird,  so  kann  man  die  Länge  eines  solchen  . 

Längeneinheit  wählen  und  durch  diese  Wahl  der 

erreichen,  da«s  die  Belastung  pro  Längeneinheit  i 

Proj( 

Fig.S4t 


zoDtale  Druckspannung  der  in  Fig.  243  dargeste! 
Werth: 


Parabolischer  Trftger. 
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202)  ^.=^» 

nnd  für  die  horizontale  Zugspannung  der  in  Eig.  244  dargestellten 
hängenden  Kette  der  Werth: 

203)  ^.  =  ^- 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  man  die 
Gleichung: 

204)  -^  =  4 

als  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  hori- 
zontalen Seitenkräfte  der  auf  die  festen  Stützpunkte  übertragenen 
Kräfte  bei  beiden  Ketten  gleiche  Grösse  und  entgegengeselzte 
Richtung  haben  sollen. 

Denkt  man  sich  die  beiden  Stützpunkte  ^1, ,  ^  in  dem  Punkte 
A  vereinigt,  ebenso  die  beiden  Stützpunkte  B^ ,  B^  im  Punkte  B^ 

so  werden  die  Hori- 
Fig.  245.  zontalkräfte    einan- 

der gegenseitig  auf- 
heben ,  und  die 
Punkte  A  und  B 
aU  gemeinschaft- 
liche Stützpunkte 
flir  beide  Ketten 
haben  nur  verticale 
Gegendrücke  zu  leisten,  wenn  die  obige  Bedingungsgleichung  er- 
füllt ist  (Fig.  245).    Setzt  man : 

205)  p,+p,~p     und     206)   f,+f,=f^ 

80  erhält  man  für  die  den  Gleichgewichts  -  Bedingungen  entspre- 
chende Vertheilung  der  Totalbelastung  p  auf  die  beiden  Ketten 
die  Gleichungen: 


ki-Mr-L-i-J 


207)     p,= 


208)    pt  = 


1  _i_  A  -^ 

P /« 

i  +  A    '  f 


Eine  solche  Lastvertheilung  wird  auch  dann  eintreten,  wenn  die 
übereinander  liegenden  Belastungspunkte  paarweise  durch  Vertical- 


....  1,^ 
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Stangen  verbunden,  and  an  den  oberen  Endpunkten  derselben  die 
Belastungen  p  angebracht  sind  (Fig.  246).  Jede  Verticalstange 
überträgt  alsdann  den  Belastungstheil  p^  auf  den  betreffenden  Be- 
lastungspunkt der  unteren  Kette,  und  es  findet  demnach  in  jeder 

Verticalstange     eine 
Fig.  246.  Druckspannung  von 

I       I       I  der  Grösse  p^  statt. 

'^  — -^  ^      ^  '^      (Wären  statt  dessen 

die  Totalbelastungen 
p  an  jlen  unteren  End- 
punkten der  Vertical- 
stangen  angebracht, 
so  würde  jede  derselben  als  Hänge  Stange  den  Belastungstheil  p^ 
auf  die  obere  Kette  übertragen  und  die  Zugspannung  p^  annehmen.) 

Setzt  man  2.  B.j?= 6000  Kü.  und^=^=lY/;  so  wirdj?,  «pj-=3000Kil. 
Es  erhält  also  jede  der  TerticjJen  Stangen  eine  Dnickspannung  von  3000  Kfl., 
wenn  die  Belastungspunkte  oben  liegen  (dagegen  eine  Zugspannung  Ton  3000  Eil., 
wenn  die  Belastungspunkte  unten  liegen). 

Wenn  man  die  Grösse 
+  /j  vertauscht  mit 
der  Grösse  —  f^^  so 
gelten  die  obigen  Glei- 
chungen für  den  in 
Fig.  247  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  die 
convexe  Seite  der  un- 
teren Kette  nach  oben 
gewendet  ist    Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 


Fig.  247. 


1  — 


1-^ 


—  P 


f 


Die  Belastungen  p^  der  unteren  Kette  werden  in  diesem  Falle 
negativ,  d.  h.  dieselben  wirken  als  vertical  aufwärts  gerichtete 
Kräfte;  und  die  obere  Kette  erhält  in  Folge  dessen  Belastungen 
Px  y  welche  grösser  sind  als  die  wirklichen  Totalbelastungen  p. 


Setzt  man  z.B. 


A 


—  und  irieder  p  —  6000  Eil.,  so  wird  p^ 


6000 


6000 


^  9000  EU.  und  ;?,  i-  -p^  »  —  3000  Eü.    Die  Totalbelastung  von  6000  Kil. 


Parabolischer  Träger. 
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zerlegt  Bich  in  diesem  Falle  gleichsam  ii|  die  beiden  Theile  -|~  ^^00  EiL  und 
—  3000  Eil.  Die  obere  Eette  befindet  sich  in  demselben  Zustande,  wie  wenn 
an  jedem  Qelenkpankte  derselben  ein  Gewicht  von  9000  Eil.  hinge,  und  auf 
die  untere  Eette  wirkt  an  jedem  Gelenkpunkte  eine  vertical  aufwärts  gerich- 
tete Eraft  von  3000  Eil.  Diese  letzteren  Eräfte  werden  durch  die  Yertical- 
stangen  übertragen,  und  es  findet  daher  in  jeder  derselben  eine  Zugspannung 
Ton  3000  Eil.  statt. 

Wenn  /  =  0  und  /,  — /  ist  (s.  Fig.  248),  so  wird  p,  =  0  und 
Pi==fp.   In  diesem  Falle  hat  die  untere  Eette  die  ganze  Last  zu 

tragen,    und    jede 
Fig.  248.  Verticalstange     er- 

^  f        hält     eine    Druck- 

^    ^      ^      ^  ^  °       Spannung   von   der 

Grösse  p.  Die  Span- 
nung der  oberen  ge- 
radlinigen Eette  ist 

in  diesem  Falle  tiberall  gleich  der  Horizontal-Spannung  -&=  ^ 
der  unteren  Eette.  "^ 

Die  Spannungen  in  den  einzelnen 
Stangen  der  unteren  Eette  kann  man 
(auf  dieselbe  Weise,  wie  in  Bezug  auf 
Fig.  280  erklärt  wurde)  mittelst  der 
in  Fig.  249  angegebenen  Gonstruction 
bestimmen,  welche  man  auch  in  um- 
gekehrter Weise  zum  Auffinden  einer 
Gleichgewichtsform  fUr  die  untere 
Eette  benutzen  kann,  indem  man  eine 
willkürlich  gewählte  Grösse  MO =11 
als  Horizontal-Spannung  annimmt  und 
nachher  die  einzelnen  Theilpunkte  der 
Linie  LR  mit  dem  Punkte  0  durch 
gerade  Linien  verbindet,  welche  ihrer  Richtung  und  Grösse  nach 
die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stangen  der  unteren  Eette  dar- 
stellen. 

Setzt  man  z.B.  /*< 


Fig.  249. 


1   und  p  »=  6000  Eil.,  so  wird  B  » 


6000  .  4* 


2.  1 


»  48  000  Eil.,  und  man   erhält  mittelst  der  in  Fig.  249  angegebenen  Gon- 
struction für  die  Spannungen  in  den  Stangen  der  unteren  Eette  in  der  Reihen- 
folge Yon  der  Mitte  nach  den  Enden  hin  die  Grössen:  48100  Eil.,  48  900  Eil. 
50300  Eil.,  52600  Eil.    Die  Stangen  der  oberen,  horizontalen  Eette  erhalten 
jede  eine  Druckspannung  ?on  48000  Eil.;  und  die  Verticalstangen  jede     c  n 
Druckspannung  von  6000  Eil. 


,  T  '■.  :t    * 


{■ 


^ 
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Die  Formen  Fig.  246,  Fig.  247  und  Fig.  248  sind  nur  in  dem 
Falle  wirkliche  Gleichgewichtsformen,  wenn  die  Totalbelastung 
gleichförmig  über  die  Horizontal-Projection  vertheilt  ist,  d.  h.  wenn 
die  Belastungen  der  einzelnen  Verticalstangen  (bei  gleichen  Ab- 
ständen derselben)  gleiche  Grösse  haben.  Bei  der  geringsten 
Abweichung  von  dieser  Art  der  Lastvertheilung  würde  eine  Ver- 
schiebung der  Stangenverbindung  eintreten,  und  müsste  man,  um 
eine  solche  zu  verhindern,  in  jedem  der  viereckigen  Felder  noch 
eine  Diagonalstange  hinzufügen.  Man  erhält  dann  den  eigentlichen 
sogenannten  „  parabolischen  Träger ",  wie  derselbe  bei  Dach-  und 
Brücken -Constructionen  angewendet  wird.  Die  Art  und  Weise, 
wie  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stangen  eines  solchen  para- 
bolischen Trägers  zu  berechnen  sind,  wird  in  einem  später  folgen- 
den Abschnitte  noch  näher  erklärt  werden. 


§  64. 
Brückenwage. 

Die  beiden  horizontalen  (gewichtlos  gedachten)  Hebel  AB 
und  EZ  in  Fig.  250  sollen  in  0  und  Z  durch  feste  Drehpunkte 
unterstützt  sein  und  sollen  ausserdem  durch  die  verticale  Stange 
BE  derartig  mit  einander  verbunden  sein,  dass  durch  eine  Dre- 
hung des  einen  Hebels  allemal  eine  Drehung  des  andern  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  bedingt  wird. 

Um  die  Bedingun- 
gen zu  finden,  unter 
denen  die  beiden  an- 
gehängten Gewichte 
P  und  Q  an  dieser 
Hebelverbindung  ein- 
ander im  Gleichge- 
wicht halten,  denkt 
man  sich  die  verti- 
cale Hängestange  BE 
durchschnitten  und 
an  jeder  Schnittstelle 
eine  Verticalkraft  K 
angebracht,  durch 
welche  die  Wirkung  des  abgeschnittenen  Theiles  ersetzt  wird. 
Diese   Kräfte  K  stellen  die  Wirkung  und  Gegenwirkung   dar, 


Fig.  250. 

A      a 

0 

^      \ 

• 

A 

l 

9 

( 
( 

K 
K 

• 

E 

F 

z 

'        L-l 

i 

~~h 

Q 

h^ 


Br&ckenwage. 


251 


welche  die  beiden  Hebel  AB  und  EZ  auf  einander  wechselseitig 
übertragen.  An  dem  Hebel  AB  muss  die  vertical  abwärts  wir- 
kende Kraft  K  dem  Gewichte  P,  und  an  dem  Hebel  EZ  die 
vertical  aufwärts  wirkende  Kraft  K  dem  Gewichte  Q  das  Gleich- 
gewicht halten.  Als  Gleichgewichts-Bedingungen  für  die  beiden 
einzelnen  Hebel  erhält  man  nach  Fig.  250  die  Gleichungen : 

KR  =  Fa    und    KL  =  Qf, 

aus  denen  sich  nach  Elimination  der  Grösse  K  die  dritte  Glei- 
chung ergiebt: 

209)     Q'j-R  =  Pa. 

Mit  HtUfe  dieser  letzteren  Gleichung  lässt  sich  die  Lage  des 
Punktes  F  bestimmen,  an  welchem  das  Gewicht  Q  aufgehängt 
werden  muss,  um  dem  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  zu  halten. 
Das  in  dem  Punkte  F  aufgehängte  Gewicht  Q  wirkt  bei  der 
in  Fig.  250  dargestellten  Anordnung  mittelbar  auf  den  Hebel 
AB^  insofern  erst  durch  Vermittelung  des  Hebels  EZ  und  der 
Verticalstange  B  E  die  Wirkung  desselben  auf  jenen  Hebel  über- 
tragen wird.    Es  giebt  in  derselben  Hebelverbindung  noch  einen 

zweiten  Punkt,  an  welchem  aufgehängt  das- 
selbe Gewicht  Q  ebenfalls  dem  Gewichte  P 
das  Gleichgewicht  hält.  Anstatt  das  Gewicht 
Q  mittelbar  auf  den  oberen  Hebel  wirken 
zu  lassen,  kann  man  nämlich  dieses  Gewicht 
auch  unmittelbar  an  diesem  Hebel  auf- 
hängen. Sobald  nur  der  Aufbängepunkt  C 
(Fig.  251)  so  gewählt  wird,  dass  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

210)     Qr  =  Pa 

erfüllt  ist,  wird  der  Hebel  AB  ebenfalls  im 
Gleichgewichtszustande  sich  befinden. 
Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Glei- 
chungen 209)  und  210)  ergiebt  sich  folgendes  Resultat:  Wenn  die 

Länge  r  des  Hebelarms  0  C  gleich  -f-  R  genommen  wird,  wenn 

also  die  Bedingungsgleichung: 

211)      '  ^ 


A 
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erftlllt  ist,  so  stimmt  die  in  Fig.  251  dargestellte  directe  Wir- 
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knng  des  Gewichtes  Q  auf  den  Hebel  AB  mit  der  in  Fig.  250 
dargestellten  indirecten  Wirkung  genau  überein. 

Was  von  dem  ganzen  Gewicht  Q  gilt,  das  gilt  auch  von  einem 
beliebigen  Theile  desselben.  Wenn  man  also  das  Gewicht  Q  z.  B. 
in  zwei  Theile  qi  und  q^  zerlegte  und  den  einen  Theil  qi  wie  in 
Fig.  260  indirecty  den  anderen  wie  in  Fig.  261  direct  auf  den 
Hebel  AB  wirken  liesse,  so  würde  die  Wirkung  genau  dieselbe 
sein,  wie  wenn  der  erstere  Theil  qi  ebenfalls  an  dem  Punkte  C 
hinge,  also  wie  wenn  das  ganze  Gewicht  ^i  +  ?2  ™  Q  &Q  dem 
Punkte  C  d  i  r  e  c  t  aufgehängt  wäre! 

Eine  solche  Zerlegung  des  Gewichtes  Q  in  zwei  vertical  ab- 
wärts wirkende  Seitenkräfte  findet  in  der  That  statt,  wenn  dieses 

Gewicht  auf  einen  ho- 
^    Flg.  262.    ^  rizontalen  Balken  BF 

(Fig.  282)  gelegt  wird, 
und  diesem  Balken  als 
Stützpunkte  einerseits 
der  untere  Endpunkt 
einer  in  dem  Punkte  C 
aufgehängten  vertica- 
len  Hängestange  CB^ 
andererseits  der  Punkt 
F  des  Hebels  EZ  ge- 
geben werden.  Wo 
auch  immer  die  Last  Q 
liegen  möge  auf  dem 
Balken  2>F  —  die 
beiden  Drücke  7i  und  ?/,  welche  durch  dasselbe  auf  die  Stütz- 
punkte B  und  E  übertragen  werden,  wirken  genau  auf  dieselbe 
Weise,  wie  wenn  die  ganze  Last  Q  =  y,  -+-  Ja  a^f  die  in  Fig.  261 
dargestellte  Weise  direct  an  dem  Hebel  AB  aufgehängt  wäre. 
Vorausgesetzt  also,  dass  die  Bedingungsgleichung  211)  erfUUt  ist, 
gilt  für  die  in  Fig.  262  dargestellte  Hebelverbindung  dieselbe  Glei^ 
chung  210),  welche  für  den  einfachen  Hebel  AOC  in  Bezug  auf 
Fig.  261  gefunden  wurde,  und  kann  demnach  eine  solche  Hebel- 
verbindung gerade  so  wie  der  einfache  Hebel  benutzt  werden,  um 
mittelst  des  bekannten  Gewichtes  P  das  unbekannte  Gewicht  Q 
zu  bestimmen,  sobald  das  Verhältniss  der  Hebelarme  a  und  r  be- 
kannt ist. 

Auf  diesem  Principe  beruht  die  Einrichtung  der  gewöhnlichen 
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Brücken  wage ,  und  die  Gleichnng  211)  enthält  die  Regel,  nach 
welcher  die  Verhältnisse  der  Hebellängen  bei  einer  solchen  Wage 
gewählt  werden  mttssen,  wenn  der  Gleichgewichtsznstand  der 
Wage  unabhängig  sein  soll  von  der  Stelle,  an  welcher  die  hori- 
zontale Brücke  DF  ihre  Belastung  trägt. 


§  65. 
RobervaTsohe  Wage. 

Als  Bedingung,  unter  welcher  die  beiden  Gewichte  p  und  q 
an  dem  gewichtlosen  Hebel  AB  einander  das  Gleichgewicht  halten, 

erhält  man  nach  Fig.  268  die  Glei- 
chung: 

pa  cos  a^^  qb  cos  a 

oder,  wenn  man  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  cos  a  auf  beiden  Seiten 
fortlässt : 

212)  pa  =  qb. 
Für  den  zweiten  Hebel  -4, 5, ,  welcher 
hinsichtlich  seiner  Stellung  und  Form 
mit  dem  vorigen  genau  übereinstimmt, 
und  dessen  fester  Drehpunkt  0,  ver- 
tical  unter  dem  Drehpunkte  0  des  ersten  Hebels  liegen  soll,  er- 
hält man  auf  gleiche  Weise  die  Bedingungsgleichung: 

213)  p,a^q,b. 
Wenn  die  beiden  vertical  über 
einander  liegenden  Punkte  A  und  A^ 
durch  eine  gewichtlose  Yertical- 
stange  A  A^ ,  ebenso  die  beiden  ver- 
tical über  einander  liegenden  Punkte 
B  und  J?,  durch  die  gewichtlose  Ver- 
ticalstange  BB^  mit  einander  ver- 
bunden werden,  so  erleiden  die 
Gleichgewichtszustände  der  beiden 
Hebel  hierdurch  keinerlei  Störung. 
Es  entsteht  auf  diese  Weise  das  von 
zwei  festen  Punkten  0  und  0.  unterstützte  verschiebbare  Parallelo- 
gramm ABB^  A^  (Fig.  254),  dessen  verticale  Stangen  AA^  und 
BB^  resp.  mit  den  Gewicht- Summen  p  +  p^^^P  und  y  +  y,  =  Q 
belastet  sind.    Ob  die  oberen  oder  die  unteren  Endpunkte  der 
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oder  anch  beliebige  ZwiaehenpaDkte  an  den- 
äDgepnnkte  dieser  Belaatsagea  angenommen 
ei  dieser  Anordnnng  gleichgültig,  weil  (nacb 
ler  Kraft  anf  den  Gleichgewichtszustand  eines 
ert  wird,  wenn  der  Angriffepnnkt  dieser  Kraft 
I  derselben  beliebig  verschoben  wird, 
der  beiden  Oleicbnngen  212)  and  213)  erhält 

=  Qb. 

rgiebt,  dass  fUr  den  Gleichgewichtszustand 
iebbaren  Parallelogramms  oder  Doppelhebels 
iguQg  gilt,  wie  fUr  den  einfachen  Hebel  AB 

ea  zwei  aof  einen  festen  KQrper  wirkende 
'  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Drehnngsrich- 
tnngen  entgegengesetzt  und  ihre  Mo- 
mente gleich  gross  sind.    Ea  kann 
^^„        also  z.  B.    an  dem  Körper  ACA, 
(Fig.  255)  einem  gegebenen  Kiltfte- 
paare  P,  P  das  Gleichgewicht  ge- 
halten werden  dnreh  dhs  entgegen- 
'^^    '       gesetzt  drehende  Kräftepaar  W,  W^ 
dessen  Moment  Wq  gleich  dem  ge- 
gebenen Momente  PI  sein  soll, 
ihtsznstand  dieses  KSrpers  wird  anch   dann 
in  die  beiden  Ki^lfte  Wj  W  —  anstatt  direet 
anf  den  Körper  zn 
wirken    —     dorcb 
Vermittelang     von 
geradlinigen      and 
gewichtlosen  Stan- 
gen,    welche     mit 
deren      Richtongs- 
linien      znsammen- 
fallen,     ihre    Wir- 
knng  anf  den  Kör- 
per übertragen,  nnd 
es  können  beliebige 
n  als  ADgrifTspnnkte  fllr  jene  Kräfte  gewählt 
''eno  hinterher  alsdann  zwei  beliebige  Punkte 
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dieser  Stangen,  z.  B.  die  Punkte  0  und  0, ,  in  feste  Punkte  ver- 
wandelt werden,  so  kann  der  einmal  bestehende  Gleichgewichts- 
zustand der  Stangenverbindung  hierdurch  nicht  gestört  werden. 
In  diesem  Falle  können  die  beiden  Kräfte  W^  W  auch  fortgelassen 
werden,  insofern  die  Widerstände  der  beiden  festen  Punkte  dann 
an  ihre  Stelle  treten  und  ein  Eräftepaar  bilden,  durch  welches  unter 
allen  Umständen  das  gegebene  Eräftepaar  P,  P  aufgehoben  wird. 
Die  Gleichgewichts -Bedingungen  für  die  in  Fig.  267  darge- 
stellte Hebelverbindung  lassen  sich  nunmehr  auf  folgende  Weise 
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ableiten.  Wenn  man  in  den  Punkten  A  und  A^  bie  beiden  ent- 
gegengesetzten Eräfte  P,  P  hinzufügt,  so  wird  dadurch  der  Gleich- 
gewichtszustand nicht  gestört.  Von  den  drei  jetzt  vorhandenen 
Eräften  P  bilden  die  zwei  resp.  in  E  und  A  angreifenden  Eräfte 
ein  Kräftepaar,  welches  (nach  dem  eben  bewiesenen  Satze)  durch 
die  festen  Drehpunkte  0  und  0^  aufgehoben  wird,  also  auch  fort- 
gelassen werden  kann,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  da- 
durch gestört  würde.  Die  noch  übrig  bleibende  dritte  Eraft  P 
wirkt  in  dem  Punkte  ^,,  und  diese  Ej'afl;  stellt  demnach  den 
Einfiuss  dar,  welchen  die  Belastung  des  Punktes  E  auf  den 
Gleichgewichtszustand  der  ganzen  Hebelverbindung  ausübt. 

In  gleicher  Weise  kann  auf  der  anderen  Seite  in  Bezug  auf 
die  Belastung  Q  verfahren  werden.  Die  beiden  in  F  und^  an- 
greifenden Eräfte  Q  bilden  ein  Eräftepaar,  welches  durch  die 
festen  Drehpunkte  0  und  0^  aufgehoben  wird,  und  die  in  dem 
Punkte  Pi  angreifende  Eraft  Q  stellt  den  Einfluss  dar,  welchen 
die  Belastung  des  Punktes  F  auf  den  Gleichgewichtszustand  des 
Ganzen  ausübt. 
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Die  beiden  in  E  und  F  angebrachten  Belastungen  wirken 
daher  gerade  80;  wie  wenn  dieselben  unmittelbar  resp.  an  den 
Punkten  ^i  und  ^/aufgehängt  wären,  und  dieselbe  Gleichung 21 4): 

Pa  =  QA, 

welche  in  Bezug  auf  Fig.  254  gefunden  wurde,  stellt  aach  in  Be- 
zug auf  Fig.  267  die  Gleichgewichts -Bedingung  dar.  Die  ganze 
Hebelverbindung  verhält  sich  hinsichtlich  ihrer  Gleichgewichts- 
lage wie  der  einfache  an  seinen  Endpunkten  belastete  Hebel  AB 
in  Fig.  253  und  kann  wie  dieser  zum  Messen  von  Gewichten  be- 
nutzt werden.  Die  Lage  der  beiden  Stellen  E  und  F^  in  welchen 
die  horizontalen  Ansätze  der  verticalen  Stangen  belastet  werden 
—  eine  Verschiebung  der  Belastungen  auf  ihren  horizontalen 
Unterlagen  —  hat  keinen  Einfluss  auf  den  Gleichgewichtszustand; 
es  ist  vielmehr  lediglich  das  Yerhältniss  der  beiden  Hebellängen 
a  und  bj  durch  welches  das  zum  Gleichgewichtszustande  erforder- 
liche Yerhältniss  der  beiden  Belastungen  F  und  Q  bedingt  wird. 


DREIZEHNTES  CAPITEL. 

Beibnngswiderstände. 

§  66. 
Reibungscoefficienten. 

Wenn  man  einem  auf  horizontaler  Unterlage  ruhenden  Kör- 
per eine  fortschreitende  Bewegung  längs  der  horizontalen  Unter- 
sttltzungs- Ebene  ertheilt  und  den  Körper  alsdann  sich  selbst  — 
d.  h.  ausschliesslich  der  Wirkung  seines  Gewichtes  und  des  von 
der  Unterlage  geleisteten  Gegendrucks  —  überlässt,  so  findet  man 
unter  allen  Umständen,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
allmählich  abnimmt,  und  dass  nach  einiger  Zeit  der  Körper  zum 
Stillstande  gelangt. 

Um  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  unverändert  zu  er- 
halten, dazu  bedarf  es  einer  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der 
Bewegung  wirkend  fortwährend  die  verlorene  Geschwindigkeit 
wieder  ersetzt. 

Es  muss  hieraus  geschlossen  werden,  dass  die  von  Seiten  der 
Unterlage  auf  den  Körper  übertragene  Kraft  P  in  diesem  Falle 
nicht  vertical  aufwärts  gerichtet  ist,  sondern  ausser  ihrer  verti- 
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ealen  Seitenkraft  N  auch  eine  horizontale  längs  der  Berührungs- 
fläche wirkende  Seitenkraft  W  enthält,  welche  der  Bewegungs- 
richtung allemal  entgegenwirkt  (Fig.  258).    Man  kann  die  Grösse 

^    dieses    Widerstandes    bestim- 
men, indem  man  durch  Ver- 
suche die  Grösse  der  horizon- 
talen   Zugkraft   K    ermittelt, 
welche  erforderlich  ist,  um  den 
Körper  gleichförmig  längs 
der  Unterlage   fortzubewegen. 
Da  bei   gleichförmiger  Bewe- 
gung sämmtliche  auf  den  Kör- 
per wirkende  Kräfte  einander 
im  Gleichgewicht  halten  müs- 
sen, so  ist  alsdann  def  normal  zur  Berührungsfläche  wirkende 
Gegendruck  N  gleich  dem  Gewicht  G  des  Körpers,  und  die  hori- 
zontale Zugkraft  K  jenem  Widerstände  W  selbst  gleich. 

Man  findet,  dass  die  erforderliche  Zugkraft  —  also  auch  jener 
Widerstand  —  um  so  kleiner  ausfällt,  je  sorgfältiger  die  Ober- 
flächen der  Körper  an  den  Bertthrungsstellen  geglättet  sind.  Man 
nimmt  deshalb  an,  dass  jener  Widerstand  in  den  auch  bei  sorg- 
fältiger Glättung  der  Oberflächen  nie  ganz  zu  beseitigenden  kleinen 
Unebenheiten  der  Oberflächen  seine  Ursache  hat,  und  nennt  den- 
selben —  wie  in  §  30  bereits  erklärt  wurde  —  den  Reibungs- 
widerstand. 

•  Nicht  nur  bei  einem  auf  horizontaler  Unterlage  fortgleitenden 
Körper,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  zwei  einander 
berührende  Körper  längs  einander  gleiten,  ist  der  zwischen  den 
beiden  Körpern  wirkende  normal  zur  Berührungsebene  gerichtete 
Druck  N  begleitet  von  einem  längs  der  Berührungsebene  wir- 
kenden Beibungswiderstande  W^  welcher  an  jedem  der  beiden 
Körper  der  Richtung  des  Gleitens  entgegenwirkt.  Die  Erfahrung 
lehrt,  dass  bei  zwei  bestimmten  Körpern  mit  thunlichst  geglät- 
teten Oberflächen  die  Grösse  des  Beibungswiderstandes  wesent- 
lich bedingt  wird  durch  die  Grösse  des  Normaldruckes  zwischen 
den  beiden  Körpern.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man  die  Grösse 
des  Reibungswiderstandes  in  Procenten  des  Normaldruckes  anzu- 

/W         \ 
geben,  und  hat  für  das  Yerhältniss  ( i^  =  /*)  ^^  Reibungsmder- 

standes   zum  Normaldruck   einen   besonderen  Namen   gewählt; 
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man  nennt  dasselbe  den  Reibnngseoefficienten  der  beiden 
Körper : 

Reibungswiderstand        t»    -v  rr-   • 

r? — - — 7-3 i =  Beibungscoefficient. 

Normaldruck  ® 

Kennt  man  fttr  einen  bestimmten  Fall  die  Grösse  des  Rei- 
bungscoef&cienten  f,  so  kann  man  aus  der  Grösse  des  Normal- 
druckes den  Reibungswiderstand  selbst  berechnen  mittelst  der 
Gleichung: 

Reibungswiderstand=ReibungscoefficientxNormaldruck, 

oder:  215)     W=f.N. 

Bei  einem  280  Eil.  schweren  Schlitten,  welcher  längs  horizontaler  glatter 
Eisfläche  durch  eine  horizontale  Zugkraft  gleichförmig  fortbewegt  wird,  ist  der 
an  der  Berührungsfläche  zwischen  dem  Schlitten  und  der  Eisbahn  stattfindende 
Normaldruck  N  gleich  dem  Oewichte  des  Schlittens,  also  gleich  280  Eil.  Wenn 
aus  Versuchen  bereits  bekannt  wäre,  dass  für  diesen  speciellen  Fall  der  Rei- 

bungscoefficient  /=»— .  ist,  so  würde  man  den  Reibungswiderstand  W  be- 
rechnen können  aus  der  Gleichung: 

FT«^.  280  — 4  KU. 

Die  zum  üeberwinden  des  Reibungswiderstandes  erforderliche  Zugkraft 
beträgt  ebenfalls  4  Kil. 

Hätte  man  umgekehrt:  ohne  die  Orösse  des  Reibungscoefficienten  zu 
kennen,  durch  directe  Messung  dieser  Zugkraft  die  Grösse  des  Reibnngswider- 
Standes  ermittelt  und  gefunden,  dass  derselbe  4  Eil.  beträgt,  so  würde  man 
hieraus  den  Reibungscoefficienten  berechnen  können  mittelst  der  Gleichung: 

•^        280        70 

Gesetze  nnd  Versuchsresaltate ,  nach  welchen  ftlr  jeden  ge- 
gebenen bestinmiten  Fall  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  im 
Voraus  genau  angegeben  werden  könnte,  sind  bislang  nicht  be- 
kannt. Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Verhältnisse ,  dass  dies 
niemals  möglich  sein  wird.  Denn  der  Reibungscoe£Qcient  hängt 
zum  Theil  von  Ursachen  und  Umständen  ab,  welche  sich  nicht 
als  mathematische  Grössen  definiren  lassen,  folglich  aller  Messung 
und  Berechung  sich  entziehen.  Selbst  wenn  zu  möglichst  genauer 
Ermittelung  der  Reibungscoefficienten  für  jeden  besonderen  Fall 
besondere  Versuche  vorher  angestellt  wtlrden,  so  würden  die  auf 
solche  Weise  gefundenen  Werthe  für  spätere  gleichartige  Fälle 
dennoch  nur  als  Annäherungswerthe  gelten  können.  Aus  den 
bisher  zu  solchen  Zwecken  angestellten  Versuchen  lässt  sich  nur 
Folgendes  entnehmen: 
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1)  Die  Grösse  des  Reibungscoefficienten  hängt  wesentlich  ab 
von  der  Substanz  der  beiden  reibenden  Körper,  von  der  Beschaflfen- 
heit  und  dem  Zustande  der  einander  berührenden  Oberflächen  (in 
gewissem  Grade  auch  von  der  Temperatur,  insofern  der  Zustand 
der  Berührungsflächen  mit  der  Temperatur  sich  ändert).  Bei  festen 
harten  Körpern  kann  durch  Anwendung  geeigneter  Schmiermittel 
eine  erhebliche  Verminderung  des  Reibungscoefficienten  erreicht 
werden.  Je  härter  und  glatter  die  reibenden  Körper,  je  vollkom- 
mener die  Schmierung :  um  so  mehr  darf  der  Reibungscoefficient 
als  unabhängig  von  der  Substanz  der  beiden  festen.  Körper  ange- 
sehen werden. 

2)  Auch  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  hat  einen  gewissen 
Einfluss  auf  die  Grösse  des  Reibungscoefficienten.  Mit  abnehmen- 
der Geschwindigkeit  nimmt  der  Reibungscoefficient  zu,  und  bei  der 
Geschwindigkeit  Null  erreicht  derselbe  seinen  grössten  Werth; 
d.  h.  der  Reibungscoefficient  beim  Uebergange  aus  Ruhe  in  Be- 
wegung ist  grösser  als  der  Reibungscoefficient  der  Bewegung,  und 
bei  sehr  langsamem  Gleiten  ist  der  Reibungscoefficient  grösser 
als  bei  sehr  raschem  Gleiten. 

3)  Der  Reibungscoefficient  hängt  ausserdem  ab  von  der  Art 
und  Weise  y  in  welcher  der  Druck  auf  die  Berührungsfläche  sich 
vertheilt,  von  der  Grösse  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Berüh- 
rungsfläche wirkenden  Druckes.  Bei  sehr  kleinem  und  ebenso 
auch  bei  sehr  grossem  Drucke  auf  die  Flächeneinheit  der  Berüh- 
rungsfläche ist  der  Reibungscoefficient  grösser  als  bei  mittlerem 
Drucke,  und  man  darf  annehmen,  dass  es  für  je  zwei  bestimmte 
Körper  eine  bestimmte  Grösse  dieses  Druckes  giebt,  bei  welcher 
der  Reibungscoefficient  unter  sonst  gleichbleibenden  Umständen 
seinen  kleinsten  Werth  erreicht. 

4)  Während  der  Reibung  werden  beständig  kleine  Theilchen 
von  den  Oberflächen  der  reibenden  Körper  losgerissen.  In  Folge 
dessen  ist  der  Zustand  der  Reibungsflächen,  die  Vertheilung  des 
Druckes,  die  Temperatur  —  im  Allgemeinen  also  auch  die  Grösse 
der  Reibungscoefficienten  in  beständiger  Aenderung  begriffen. 

Da  also  einestheils  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  ver- 
schiedenen Umstände  ihren  Einfluss  geltend  machen,  unbekannt 
und  überhaupt  nicht  genau  bestimmbar  ist;  da  andemtheils  wäh- 
rend der  Reibung  diese  Umstände  selbst  sich  ändern:  so  kann 
von  unveränderlich  gültigen,  überhaupt  von  einigermassen  genau 
festzustellenden  Werthen  der  Reibungscoefficienten  für  je  zwei 
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bestimmte  Eörperarten  überall  nicht  die  Bede  sein  —  vielmehr 
immer  nur  von  Mittelwerthen,  welche  als  rohe  Annähenmgen  an 
die  wirklichen  Werthe  zu  betrachten  sind,  oder  von  Grenzwerthen, 
zwischen  welchen  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  die  Werthe 
der  Reibungscoeföcienten  variiren. 

Da  bei  zunehmender  Rauhigkeit  der  Reibungsflächen  der 
Widerstand,  welchen  die  gleich  Zähnen  in  einander  greifenden 
Unebenheiten  der  Oberflächen  dem  Gleiten  entgegensetzen,  sich 
derartig  vergrössert,  dass  dadurch  ein  Wachsen  des  Reibungs- 
coefficienten  über  alle  Grenzen  hinaus  bedingt  wird:  so  kann 
natürlich  mit  dem  oberen  Grenz  werthe  nur  derjenige  Werth  ge- 
meint sein,  bis  zu  welchem  auch  unter  gewöhnlichen  Umständen, 
d.  h.  bei  möglichst  glatt  bearbeiteten  Oberflächen,  durch  zufälliges 
Zusammenwirken  sonstiger  die  Reibung  verstärkender  Ursachen, 
der  Reibungscoefflcient  mitunter  gesteigert  wird;  und  kann  über- 
haupt die  Angabe  der  oberen  Grenzwerthe  nur  den  Zweck  haben, 
für  die  Ajiswahl  passender  Mittelwerthe  Anhaltspunkte  zu  bieten. 

Bei  sehr  kleinem  (ebenso  auch  bei  sehr  grossem)  Drucke 
und  bei  sehr  kleiner  Geschwindigkeit  (insbesondere  bei  der  Gre- 
schwindigkeit  Null)  wird  im  Allgemeinen  das  Maximum  —  bei 
mittlerem  Drucke  und  grosser  Geschwindigkeit  dagegen  wird  das 
^  Minimum  als  derjenige  Grenzwerth  anzusehen  sein,  welchem  der 
wirkliche  Werth  des  Reibungscoefflcienten  für  den  betreffenden 
Fall  am  nächsten  liegt. 

Grenzwerthe  der  Beibungacoeffioienten  für  Körper  mit  glatt 

bearbeiteten  Berührangsfläehen. 

A.    Ohne  Anwendung  von  Schmiermitteln. 


• 

Minimnm*) 

Maximum 

Metall 

auf 

Metall 

0,10 

■  0,30 

MetaU 

n 

Holz 

0,10 

0,60 

Holz 

n 

Holz 

0,10 

0,70 

Leder 

9 

Metall 

0,25 

0,60 

Leder 

n 

Holz 

0,25 

0,70 

Hanf 

n 

Holz 

0,40 

0,80 

MetaU 

» 

Stein 

0,25 

0,50 

Holz 

n 

Stein 

0,30 

0,65 

Stein 

n 

Stein 

0,40 

0,75 

Ziegelstein 

n 

Stein 

0,60 

0,75 

Eis 

»» 

Eis 

0,018 

0,028 

Stahl 

«• 

Eis 

0,014 

0,027 

*)  Die  bisher  bekannt  gewordenen  Beibungsversuche  sind  zom  grossen 
Theile  noch  so  angenflgend,  dass  nicht  einmal  die  unteren  Grenzwerthe  der 
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3.    Bei  Anwendang  von  geeigneten  Schmiermitteln. 

MinioiBin         HubnBn 

UetaU  auf  Het&ll*)  0,009  0,10 

HetaU  .  Holz**)  0,02  0,10 

Holz  „  Holz»*«)  0,033  0,10 

Leder  ,  Metall  0,12  0,2S 


icoeffideuteD  mit  einiger  Sicherheit  sich  feststellen  laeBen.  Bei  vielen 
er  angestellten  Teranche  waren  Bovobl  Drnck  als  Geschwindigkeit  Ter- 
□Aasig  klein ;  und  die  Terenche  waren  auch  meistens  gar  nicht  auf  das 
teZiel  gerichtet:  die  kleinsten  erreichbaren  Werthe  der  RelhnngscoefG- 
:n  ermitteln.  Es  ist  deshalb  anzunehmen,  daas  bei  weiterer  Angdeh- 
T  Keibnngsversnche  hier  tind  da  noch  Udnete  Werthe  sich  ergeben 

(Eine  vollstiDdlge  ZosammeDStelltuig  der  älteren  Tersuchsreanltate 
lomb,  Bennie,  Morin  U.A.  findet  man  in  äner  Abhandlung  „aber 
nng"  von  Briz  in  den  .Verhandlungen  des  Vereins  zur  BefSrd,  des 
.  in  Prenssen,  Jahrg.  ISST".  Bei  voUstindiger  Berficksichtigang  aller 
irsnchsnsaltate  wQrden  filr  die  unteren  Grenzwerthe  zum  Tbeil  noch 
Zahlen  als  die  in  obiger  Tabelle  ang^ebenen  zn  snhstittilren  sein.) 
Hach  sahlrelchen  .Versuchen  Ober  Zapfenreibnng  au  Gisenbahnwagen- 
angestellt  in  derEisenbahnwerkst&tteznHannoier  in  den  Jahren  1B61 
t  TOm  MaBchinendirector  Eirchweger'  iMitÜieilongen  desOewerbe- 
Qr  das  Ecnigreich  Hannover,  Jahrg.  1B62),  varürt  der  Reibongscoeffi- 
'  scbmiedeeiseme  oder  gussst&hfeme  Zapfen  in  Lagern  von  Hartblei 
ZinncompoEitian,  geschmiert  mitBabOl  oder  mit  Coh&sionsOl,  zwischen 
izen  0,0090  und  0,0099,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Gleitens  (üm- 
Jiwindigkeit  der  Zapfen)  pro  Secunde  2  Zoll  bis  4,5  Fubb  und  der 
if  den  Qnadratzoll  200  fö.  bis  1400 /Z.  beträgt.  Der  Beibnngscoefficient 
Debetgang  aus  Ruhe  in  Bew^nng  dagegen  ist  unter  gleichen  Unist&n- 
£0  10-mal  so  gross  als  während  der  Bewegung. 
Nach  Versuchen  von  Bochet  ist  der  Beibungscoeffident  der  Bewe- 

Holz  auf  Schmiedeisen  (polirt  und  mit  Fett  geschmiert)  0,02,  wenn 
■k  auf  den  Quadratcentimeter  mindestens  10  Eil.  betrügt,  dagegen 
an  dieser  Druck  5  Eil.  und  weniger  beträgt  Der  Einfluss  der  Ge- 
leit auf  die  Grosse  des  Beibungscoeffidenten  soll  nach  Bochet's  An- 
nähemngswäse  sich  darstellen  lassen  durch  die  empirische  Formel: 

i4^+/i>  worin  D  die  Geschwindigkeit  in  Metern  pro  Secnnde,  /o 
ingscoeffidenten  tat  die  Geschwindigkeit  Null,  und  /,  den  Orenzwerth 
it,  welchem  /  sich  n&hert,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  nnendlich  gross 
e  Grössen  /„  und  /,  hängen  ab  von  der  Beschaffenheit  der  reibenden 
ausserdem  atver  auch  von  derGrOsse  des  Druck».  (Annales  des  minea, 
61.) 
Nach  dem  Berichte  dner  Gommission  des  Franklin  •  Instituts  über 
versuche  mit  vom  Stapel  laufenden  amerikanischen  Kriegsschiffen  ist 
:  mittlere  Werth  des  Reibungscoefficienten  der  Bewegung  for  Bolz 
geschmiert  mit  Talg,  bei  einem  Drucke  von  20  tt.  bis  &0  U.  pro  Qua- 
(Civil  engineer  and  architects  Journal,  Jahrg.  1859,  3. 11.) 
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§  67. 
Reibungswinkel. 

Die  bei  dem  Gleiten  eines  Körpers  auf  unbeweglicher  ünter- 
stützungsfläche  auftretenden  Reibungswiderstände  gehören  zur  Gat- 
tung der  Widerstandskräfte,  d.  h.  zur  Gattung  derjenigen 
Kräfte,  welche  nur  Bewegungen  verhindern  und  verzögern  —  nie 
aber  Bewegungen  hervorbringen  können. 

Der  Reibungswiderstand  wirkt  stets  derjenigen  Richtung  ent- 
gegen, in  welcher  der  Körper  entweder  wirklich  gleitet,  oder 
ohne  das  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  gleiten  wtirde. 
Findet  das  Gleiten  wirklich  Statt,  so  ist  der  Reibungs widerstand 
•immer  gleich  dem  Producte:  „  Reibungscoefficient  mal  Normal- 
druck", hat  also  den  in  Gleichung  215)  angegebenen  bestimmten 

Zahlen  werth : 

W=fN. 

Wenn  dagegen  das  Gleiten  noch  nicht  begonnen  hat,  und  ein 
Theil  der  Kraft  fN  schon  ausreicht,  um  das  Eintreten  des  Glei- 
tens zu  verhindern,  so  gelangt  eben  nur  dieser  Theil  zur  wirk- 
lichen Thätigkeit;  der  Reibungswiderstand  W  ist  also  in  diesem 
Falle  kleiner  als  das  Product  /A\  Streng  genommen  ist  daher 
dieses  Product  fN  nur  als  oberer  Grenz  werth  für  die  Kraft  ^V 
zu  betrachten  und  gilt  flir  die  wirkliche  Grösse  des  Reibungs- 
widerstandes die  Bedingung: 

W<fN. 

Wenn  die  feste  Unterstützungsebene  eines  ruhenden  Körpers 
um  irgend  einen  Winkel  cp  gegen  die  Horizontale  geneigt  ist,  so 

würde  ohne  das  Vorhanden- 


Fig.  259. 


sein  des  Reibungswiderstan- 
des der  Körper  in  Bewegung 
gerathen;  denn  von  den  bei- 
den Seitenkräften  Q  sin  tp 
und  Q  cos  9),  in  welche  das 
Gewicht  des  Körpers  zerlegt 
werden  kann,  würde  nur  die 
letztere  durch^  den  von  der 
Unterlage  geleisteten  Gegen- 
druck N  =  Q  cos  9p  aufge- 
hoben werden  (Fig.  259).  Die  andere  Seitenkraft  Q  sin  y  würde 
für  sich  allein  ein  Hinabgleiten  des  Körpers  bewirken.    Diesem 


ReibongswiDkel. 
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Hinabgleiten  wirkt  der  ReibnngswiderBtand  W  entgegen.  Die 
wirkliche  Grösse  der  Kraft  W  wird  in  gewissem  Grade  durch  die 
Grösse  des  Neigungswinkels  (p  bedingt ,  und  sind  in  dieser  Be- 
ziehung zwei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden: 

Wenn  der  Neigungswinkel  (p  sehr  gross  ist,  und  in  Folge 
dessen  Q  sin  (p  grösser  ist,  als  das  Product  fN  (gleich  fQ  cos  tp), 
80  tritt  das  Gleiten  wirklich  ein  und  in  diesem  Falle  ist  immer: 

W^==/Qcos  cp. 

Wenn  dagegen  der  Neigungswinkel  cp  sehr  klein  ist,  und  in 
Folge  dessen  Q  sin  (p  kleiner  ist  als  fQ  cos  9),  so  reicht  ein  Theil 
jener  Kraft  schon  aus,  um  das  Gleiten  zu  verhindern,  und  der 
Best  bleibt  unthätig.  Der  zur  Wirkung  gelangende  Reibungs- 
v^iderstand  hat  also  in  diesem  Falle  nur  die  Grösse: 

W=  Q  sin  (p. 

Den  Grenzfall  zwischen  diesen  beiden  Fällen  bildet  derjenige 
Fall,  in  welchem  der  Neigungswinkel  gerade  diejenige  Grösse  hat, 
bei  welcher: 

216)  Q  sin  9)  = /Q  cos  qp,  oder:  ig  q>  =f  ist 
Der  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnende  Winkel  g)  ist  der 
grösste-  von  allen  denjenigen  Neigungswinkeln,  bei  welchen  der 
Beibnngswiderstand  noch  ausreicht,  das  Gleiten  zu  verhindern. 
Dieser  Winkel  wird  der  Bei bungs wink el  genannt.  Nach  Glei- 
chung 216)  ist  also  der  Beibungswinkel  derjenige  Winkel,  dessen 
Tangente  gleich  dem  Beibungscoef&cienten  ist. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  eine  einfache  Methode,  die  Grösse 
der  BeibungscoefiQcienten  durch  Versuche  zu  bestimmen.  Wenn 
man  den  Neigungswinkel  der  Unterlage  eines  ruhenden  Körpers 
allmählich  wachsen  lässt  so  lange  bis  der  Körper  anfängt  zu 
gleiten,  so  ist  die  Tangente  des  auf  diese  Weise  gefundenen  Win- 
kels der  n Beibungscoefficient  der  Buhe*'.  Um  den  »Beibungs- 
coefficienten  der  Bewegung"  zu  bestimmen,  würde  man  dem  Kör- 
per von  vornherein  eine  abwärlsgleitende  Bewegung  ertheilen  und 
darauf  achten:  ob  die  Fortsetzung  dieser  Bewegung  eine  ver- 
zögerte oder  eine  beschleunigte  ist.  Im  ersteren  Falle  würde  der 
Neigungswinkel  zu  vergrössem,  im  letzteren  zu  verkleinem  sein. 
Die  Tangente  desjenigen  Neigungswinkels,  bei  welchem  die  glei- 
tende Bewegung  gleichförmig  ist*),  würde  der  Beibungscoefficient 


*)  Die  gleichförmig  fortschreitende  Bewegong,  welche  der  Körper  in  diesem 
Falle  ausführt,  setzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  Das  Gewicht  Q 


^'V.:- 


r.*'' 


» *  ■  ■ 


i'i 
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für  die  Bewegung  sein,  und  zwar  derjenige  specielle  Werth  dieses 

Goefficienten,  welcher  der  gewählten  Geschwindigkeit  entspricht 

Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  wäre  z.  B.  als  Beibungswinkel 
für  Ziegelstein  auf  Stein  ein  Winkel  anzunehmen,  dessen  Tangente  zwischen 
0,60  und  0,75  liegt,  also  9p »  31«^  bis  37«.  Für  Stahl  auf  Eis  li^  der  Reibungs- 
Winkel  zwischen  den  Grenzen  0®  48'  und  1®  33',  fOr  Holz  auf  Holz  zwischen 
den  Grenzen  5^  45'  und  35^  für  Metall  auf  Metall  zwischen  den  Grenzen  5® 
45'  und  16^  45'.  Der  Beibnngscoefficient  für  Holz  auf  Holz  mit  Talg  beschmiert 
beträgt  bei  Schiffen,  welche  vom  Stapel  laufen,  etwa  0,033,  und  ist  der  zuge- 
hörige Reibungswinkel  ^  »  1<>  55'.  Wenn  also  nach  dem  Wegnehmen  der  Be- 
festigungskeile das  Gleiten  des  Schiffes  von  selbst  eintreten  soll,  so  muss  die 
Neigung  der  Gleitbahn  mehr  als  1®  55'  betragen,  und  gilt  deshalb  ein  Winkel 
Ton  4®  für  eine  passende  Grösse  dieses  Neigungswinkels. 

Für  die  Grösse,  welche  eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die 
Yerticale  geneigte  Zugkraft  K  haben  muss,  um  einen  Körper  vom 
Gewichte  Q  auf  horizontaler  Unterlage  gleichförmig  fortzubewegen, 
erhält  man  nach  Fig.  260  die  Gleichung: 

K  sin  a  ^=^f{Q  +  Ä^  cos  a), 


Fig.  260. 


JN^Q^Kcos  9. 


SN 


ICiiintiL 


oder: 
K 


Q 


f 


sin  a  — /cosa  ' 

welche,  wenn  man  den  Rei- 
bungscoef&cienten  /  durch  die 
Tangente  des  Reibungswinkels 
q)  ersetzt,  die  Form  annimmt: 


yKcosa 


K=Q 


tgy 


sm  a  —  tg  y  cos  a 
oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  mit 
cos  g>  multiplicirt: 


kann  aber  nur  dann  durch  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  iV  und  W  auf- 
gehoben werden,  wenn  der  Angriffspunkt  der  beiden  letzteren  mit  dem  Schwer- 
punkte des  Körpers  in  einer  und  derselben  Yerticalen  liegt  (s.  Fig.  259).  Läge 
der  Schwerpunkt  so  hoch,  oder  wäre  di^  Berührungsfläche  so  klein,  dass  die 
nach  unten  verlängerte  Yerticale  des  Schwerpunktes  die  Unterstützungsebene 
in  einem  ausserhalb  der  Berührungsfläche  liegenden  Punkte  träfe,  so  würde 
ausser  dem  Gleiten  auch  eine  Drehung  des  Körpers  eintreten.  In  Bezug  auf 
Fig.  259,  sowie  in  Bezug  auf  die  folgenden  Fälle,  ist  deshalb  vorauszusetzen, 
dass  der  Schwerpunkt  des  Körpers  so  tief  liegt,  oder  die  Berührungsfläche  so 
gross  ist,  wie  es  die  Bedingung  der  Stabilität  gegen  Umkippen  erfordert.  (Vergl. 
§  55.)  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bewegt  sich  der  Körper,  wie  wenn 
der  Schwerpunkt  desselben  der  Angriffspunkt  sämmtlicher  Kräfte  wäre,  und 
kann  daher  die  Bewegung  wie  die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  beur- 
theilt  werden. 


217)    K=> 


Q  sin  y 


_      Qsiny 
sin  a  COB  9>  —  cos  a  sin  (p         sin  (a  —  (p) 


Wenn  a—'(p  wird,  so  wird  JC  =  oo,  d.h.  die  gleiehfiJnnige 

Fortbewegung  ist  nnr  dann  llbeihanpt  mßglicb,  wenn  der  Winkel 

a    grösser    ist    als    der   Eeibnngswinkel.     Für    a  =  90"    wird 

K=Qtg(p,  fUr  a^m'+f  wird -ff=QBin?p 

^-  *•*■  and    für    a  =  Qd"  -\-  2  tp    wird    wiederum 

fJS  K^  Qieg>-    Die  erforderliche  Zugkraß;  wird 

also  am  kleinsten,  wenn  ihre  Biehtungslinie 

von  der  Horizontalen  nach  oben  hin  um  den 

Reibnngswinkel  abweicht. 

Wenn  ein  Körper  durch  eine  Horizontal- 
kraft  K  gegen  eine  verticale  Wand  gedrllckt 
wird ,  so  entsteht  ein  Reibnngswiderstand, 
welcher  dem  Hinabgleiten  des  KöTpere  ent- 
gegenwirkt (Fig.  261).  Soll  das  Gewicht  des 
Körpers  durch  den  Reibungswideretand  aufgehoben  werden,  so 
mOBS  die  Bedingung  erfllUt  sein: 


I 

K 

;. 

« 

v 

fK  a  Q,     oder; 


tg(Pa|- 


Fig.  »2. 


Der  Reibnngswinkel  bildet  demnach  die  Grenze  desjenigen  Win- 
kels, um  welchen  die  Mittelkraft  R  der  beiden  KiUfte  K  und  Q 
böchstens  abweichen  darf  von  der  Normalen  znr  Wandfläche, 
wenn  dieselbe  durch  die  totale 
Gegenwirkung  der  Wand  noch  auf- 
t  gehoben  werden  soll;  zugleich  also 

die  Grenze  de^enigen  Winkels,  um 
welchen  dieser  Totalwiderstand  T 
von  der  Normalen  der  Wandfläche 
tlberhaupt  abweichen  kann. 

Wenn  darch  eine  unter  dem 
Winkel  a  gegen  die  Verticale  ge- 
neigte Stutze  das  Hinabgleiten  eines 
Körpers  vom  Gewichte  Q  längs  der 
rerticalen  Wanddäcbe  verhindert 
wird,  so  ist  die  you  der  Stutze  auf 
den  Körper  Übertragene  Druck- 
kraft nach  Fig.  262  zu  berechnen  ans  der  Gleichang: 
Ä"co8a4-/Ä;eino  =  <2, 
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welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes:  /=tg^= — 

auch  die  folgende  Form  geben  kann:  ^ 

j^ Qcosy 

cos  (a  —  cf) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Kraft  K^  welche  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  genommen  den  auf  die  stützende  Stange  über- 
tragenen Druck  bildet,  ihren  kleinsten  Werth :  Q  cos  9)  annimmt, 
wenn  der  Winkel  a  gleich  dem  Reibungswinkel  cp  ist. 

§  68. 
Schiefe  Ebene. 

Um  die  Gleichgewichts -Bedingungen  für  einen  auf  schrSg 
ansteigender  Bahn  aufwärts  oder  abwärts  gleitenden  Körper  zu 
finden,  zerlegt  man  jede  der  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in 
zwei  Seitenkräfte,  von  denen  die  eine  rechtwinkelig,  die  andere 
parallel  znr  Bahn  gerichtet  ist,  und  setzt  dann  die  Summe  der 
bergan  wirkenden  Seitenkräfte  gleich  der  Summe  der  bergab  wir- 
kenden Seitenkräfte.  (Vorausgesetzt  wird,  dass  nur  Kräfte  in  der 
Vertical-Ebene  der  Bahn  vorkommen.) 

Eine  bergan  wirkende  Zugkraft  ÜT,  welche  die  Last  Q  gleich- 
förmig aufwärts  bewegen  soll,  hat  dabei  den  Reibungswiderstand 
fN  und   die   bergab   wirkende   Seitenkraft  des  Gewichtes  als 


Fig.  263. 


Fig.  264. 


IfÜcosa 


cos  a 


''^'    ^pOMOl 


Widerstände  zu  überwinden.    Man  erhält  also  nach  Fig.  263  die 
Gleichung: 

218)    K=  Q  Bina 'f' fQ  cos  a. 


^V/**'*#»"f5?¥5 


Schiefe  Ebene. 
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Wenn  dagegen  der  Körper  im  Hinabgleiten  begriffen  ist,  und 
die  Kraft  K  nur  verhindern  soll,  dass  die  Geschwindigkeit  dieses 
Hinabgleitens  sich  ändere,  so  ist  der  Reibungswiderstand  als  eine 
bergan  wirkende  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen,  und  man  erhält 
für  diesen  Fall  nach  Fig.  264  die  Gleichung : 

219)  Z  =  Q  sin  a  —fQ  cos  a. 

Die  Bedingung  der  gleichförmigen  Bewegung  lässt  sich 
in  einer  ftlr  beide  Fälle  gemeinschaftlich  geltenden  Form  dar- 
stellen durch  die  Gleichung: 

220)  K=Q  (sin  a  +  / cos  a), 

in  welcher  das  Plus -Zeichen  auf  den  in  Fig.  263,  das  Minus- 
Zeichen  auf  den  in  Fig.  264  dargestellten  Fall  sich  bezieht. 
Diese  Gleichung  giebt  zugleich  die  Grenzwerthe  an,  zwischen 
welchen  die  Grösse  der  Kraft  K  liegen  muss,  wenn  unter  ihrer 
Einwirkung  der  vorher  im  Ruhezustande  befindliche  Körper 
nicht  nach  der  einen  oder  anderen  Richtung  hin  in  Bewegung 
gerathen  soll. 


Fig.  265. 


Fig.  266. 


N^Q^osa-^sina 


kKsina 


N-^Qcosa^sinoL 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  für  eine  horizontal  wir- 
kende Zugkraft  K,  welche  die  Last  Q  gleichförmig  bergan  ziehen 
soll,  nach  Fig.  265  die  Gleichung: 

-ST  cos  a  =  Q  sin  a  +/ (Q  cos  a  +  jK^  sin  a),   oder: 

221)     g^Q/^sm«+/cOBaN 

\cosa  — j  sin  aj 

und  ftlr  eine  Horizontalkraft  Ky  welche  beim  Hinabgleiten  des 
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Körpers   eine  Aendernng  der  Geschwindigkeit  verhindern  soll, 
nach  Fig.  266  die  Gleichung: 

K  cos  a  +f{Q  cos  a  +  Ä^  sin  a)  =  Q  sin  a,   oder: 


222)    ^„Qf8i°«-/C08«\. 

\cosa+/smflf/ 


Für  die  beiden  letzteren  Fälle  gemeinschaftlich  gilt  die  Glei- 
chung: 

223)    ji:^Q/^8i°«±/co8«\ 

\cos  a  -f  /sm  aj 

in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  in  Fig.  265,  die  unteren 
auf  den  in  Fig.  266  dargestellten  Fall  sich  beziehen. 

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  auf  der  rechten  Seite  Zähler 
und  Nenner  durch  cos  a  dividirt  werden,  die  Form  an: 


..4)    K-,{^^) 


oder,  wenn  man  darin  den  ReibungscoefGcienten/  durch  den  Rei- 
bungswinkel g)  ausdrückt,  also/=tg9)  substituirt,  die  Form: 

225)  K=Qtg(a±(p). 

Diese  Gleichung  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  265  darge- 
stellten Fall,  dass  ^^  =  00  wird,  wenn  «  +  9)  =  90°  oder 
er  s=  90"  —  q)  wird.  Wenn  also  der  Neigungswinkel  der  Bahn 
den  Beibungswinkel  zu  90*^  ergänzt  (oder  noch  grösser  ist  als 
die  Ergänzung  desselben  zu  90^,  so  ist  es  unmöglich,  den  Körper 
mittelst  einer  horizontal  wirkenden  Zugkraft  gleichförmig  bergan 
zu  ziehen. 

Wenn  z.  B.  der  Reibungscoefficient  für  einen  Holzblock  auf  hölzerner  Un- 
terlage 0,4  betr&gt,  so  ist  der  Beibungswinkel  ungefähr  22^  Die  Unterlage 
darf  also  höchstens  um  einen  Winkel  von  90^  — 22^—68®  gQgen  die  Horizontale 
geneigt  sein,  wenn  es  überhaupt  noch  möglich  sein  soll,  mittelst  horizontaler 
Zugkraft  den  Block  bergan  zu  ziehen. 

Für  die  in  Fig.  267  und  Fig.  268  dargestellten  Fälle,  in  wel- 
chen die  Richtungslinie  der  Kraft  K  den  Winkel  ß  mit  der  Bahn- 
richtung einschliesst,  erhält  man  auf  ähnliche  Weise  die  allge- 
meine Bedingungsgleichung: 

KeoB  ß  =  Q  sin  a  ±f{Q  cos  a  +  K  sin  /?),   oder: 

226)  j^^Q(Bi°«±/co8«)^ 

COS  /?  +  /sm  ß 

in  welcher  die  oberen  Vorzeichen  auf  den  Fall  des  Hinaufgleitens 


Schiefe  £bene. 


269 


(Fig.  287),  die  unteren  auf  den  Fall  des  Hinabgleitens  (Fig.  268) 
sich  beziehen  (nnd  aus  welcher  die  früher  gefundenen  Gleichungen 


Fig.  267. 


Fig.  268. 


N'QcosaiAKsinß 


N-'Qoosa+Ksinß 


Q  cos  OL 


220)  nnd  223)  als  specielle  Fälle  sich  ergeben,  jenachdem  für  den 
Winkel  ß  die  speciellen  Werthe  Null  oder  a  substituirt  werden). 
Wenn  wiederum /=  tg  y  gesetzt,  und  auf  der  rechten  Seite  Zähler 
und  Nenner  mit  cos  q>  multiplicirt  wird,  so  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  an: 

227)  K=  ^  '^}"^  y        * 

COS  0?  +  q)) 

und  zeigt  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  267  dargestellten  Fall:  dass 
f  -a.  oo  wird ,  wenn  /?  —  90**  —  q)  wird ,  d.  h.  wenn  der  Winkel 
zwischen  der  Kraft  K  und  der  Normalen  zur  Bahnrichtung  gleich 
dem  Reibungswinkel  ist ;  dass  dagegen  K  am  kleinsten  wird,  wenn 
^  +  gp  =  0,  oder  /?  =  —  cp  wird,  d.  h.  wenn  die  Kraft  K  nach 
oben  hin  um  den  Beibungswinkel  von  der  Bahnrichtung  abweicht. 

Wenn  der  Körper  ohne  Eininrkung  der  Kraft  K  hinabgleitet  auf  einer 
Bahn,  deren  Neigungswinkel  grösser  ist  als  der  Beibungswinkel,  so  wird  durch 
den  Ueberschuss  der  Kraft  Q  sin  a  über  den  Reibungswiderstand  fQ  cos  a  eine 
Beschleunigung  hervorgebracht.  Man  findet  diese  Beschleunigung,  indem  man 
jenen  Kraft -Ueberschuss  Q  sin  a  —fQ  cos  a  durch-  die  Masse  des  Körpers, 

also  durch  die  Zahl  —  dividirt.  Die  Beschleunigung  der  Bewegung  ist  demnach: 

228)  P'^g  (sin  a  —/cos  a). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Reibungscoefficient  w&hrend  der  Be- 
wegung sich  nicht  ändert,  kann  die  Bewegung  als  dne  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung  angesehen  und  nach  den  Regeln  des  §  7  bestimmt 
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War  also  die  Anfangegeachwindigkeit  gldch  Null,  bo  ist  die  in  <Sft- 

EurQckgelegte  W^eBlftnge: 


129) 


i--^- 


B  beiden  QleicbuDgen  22S)  und  229)  blet«n  ein  Mittel,  um  aus  den  be- 
«n  Werthen  der  drei  Grössen  (,  /,  a  die  QrOgse  des  Rdbongscoeffi- 
f  xn  berechnen. 

i  den  am  Schlüsse  des  g  66  citirten  Versuclien  legte  die  Tom  Stapel 
Fregatte  „Raritaa"  in  II  Secanden  eine  Strecke  von  18  Metern  zurQck, 
Bahn  war  um  eines  Winkel  von  3'  40'  gegen  den  Horizont  genügt, 
ernach  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

1S=^'"'-  ,   folglich:  p  =  0",3  und 

0,3 -=9,81  (0,064 —/. 0,998),    also:    /— 0,034. 

i  ^em  anderen  Versnche  l^t«  das  vom  Stapel  laufende  Schiff  ,Prin- 
a(  einer  um  4°  25'  geneigten  Bahn  in  5,25  Secunden  eine  Strecke  tod 
tem  zarQck,  woraus  sich  die  Gieichungeu  ergeben : 
p .  5,26» 


5,98  — ■'^•^'      ,    p  — 0V31    und 

0,434  — 9,81  (0,077— /.  0,997),    also:   /=  0,033. 

im  Hinanfgleiten  des  Körpers  wirken  die  Kr&fte  9 ^in  «  nnd/9 cos <■ 
[er  Bewegung  eotgegen ;  die  Bewegung  ist  also  in  diesem  Falle  immer 
EOgerte  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  abnimmt 
SrÖBse: 

230)  p  =  ^  (Bin  o  +/COS  o), 

inn  ndt  t  die  Zeit  beseichnet  wird,  nach  welch«  die  Oeachwindigkeit 
rorden  ist,  und  mit  l  die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Strecke,  so  gilt 
:haiig  229}  auch  für  diesen  Fall;  man  erhUt  also  nach  Substitution 
für  p  gefundenen  Werthes  die  Gleichnog: 

231)  /  =  Jj(8iQ«+/C0S<<)-^, 

benfalla  zur  Berechnung  des  Reibungscoefficienten  benutzt  werden  kann, 
i  Grossen  t,  l,  a  ans  directea  BeobachtuDgeo  bekannt  sind. 
inn  z.  B.  beobachtet  wäre,  dass  auf  einer  nm  5°  45'  ansteigenden  Eis- 
Schlitten  noch  58,8  Meter  in  10  Secunden  bergan  Ifiuft,  bevor  seine 
idigkeit  Null  geworden  ist,  bo  wOrde  zur  Berechnung  des  Beibongs- 
iten  die  GleichuDg  dienen: 

58,8  — 9,81  (0,1+/.  0,995)-^,    also:    /=0,02. 

wflrde  sich  hieraus  ergeben,  dass  die  An&Dgsgeschwiudigkeit  11",76, 
(^chwindigkeitsTerminderung  in  jeder  Secunde  1'°,176  betrug. 
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§  69. 
Reibungscoefflcienten  und  Reibungswinkel  für  Bewegung  in  Keilnuttien. 

Wenn  ein  Körper  längs  einer  horizontalen  von  zwei  conver- 
girenden  Unterstützungsebenen  gebildeten  keilförmigen  Rinne  fort- 
bewegt wird,  so  tritt  an  jeder  von  beiden  Berührungsstellen  ein 
Reibungswiderstand  auf,  welcher  der  Bewegungsrichtung  entgegen, 
also  in  horizontaler  Richtung  wirkt  Eine  Horizontalkraft  K^  welche 
den  Körper  längs  einer  solchen  Keilnuth  gleichförmig  fortbewegen 
soll,  muss  also  gleich  der  Summe  dieser  beiden  Reibungswider- 
stände sein.  Man  er- 
Fig.  270. 


Fig.  269. 


hält  die  Grösse  jedes 
der  beiden  Reibtings- 
widerstände ,  indem 
man  den  betreffen- 
den Normaldruck  mit 
dem  ReibungscoefG- 
cienten  /  multiplicirt. 
Wenn  die  beiden  Sei- 
tenflächen gleiche 
Neigungswinkel  mit 
der  verticalen  Mittel- 
ebene einschliessen ,  so  haben  die  beiden  Normaldrücke  gleiche 
Grösse ;  denn  ihre  Mittelkraft  /?,  welche  dem  Gewichte  des  Kör- 
pers gleich  und  ent- 
Fig.  272.  gegengesetzt  ist,  hal- 

birt  in  diesem  Falle 

den  von  ihnen  einge- 

I  schlossenen    Winkel. 

Es  ei^eben  sich  hier- 
nach ans  Fig.  269 
nndFig.270dieGlei- 
chnngen : 

232)    (2  =  2iVsind, 

Q 


! 

^"  '~^§ 

if:"?^  - 

/ü^j 

L"._.  ;- 

£ 


\Q 


oder:  iV= 


233)    K=1fN^ 


f 
sind 


2  sin  6 


Q. 


Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  fUr  den  in  Fig.  271  und 
Fig.  272  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  beiden  Untersttltzungs- 
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ebenen  nach  oben  hin  oonvergiren ;  es  i 
Grosse  des  zu  überwindenden  BeibnngBf 
schied:  ob  die  Eeilnnth  in  der  festen  l 
weglichen  EOrper  sich  befindet. 

Wenn  mehrere  solcher  gleicbsebenb 

eben  Convergenzwinkeln  horizontal  un 

liegen,  nnd  in  jeder  derselben  ein  EQr| 

fUrj 

Fig.  278.  per 

Reil 

iiksJ«'""'  den 
chui 
also 

KOrpers  mnltiplicirt  mit  dem  Quotienten 
wenn  alle  diese  Ettrper  zn  einem  festei 
die  zur  gleichförmigen  Bewegang  des  i 
kraft  gleich  dem  Frodncte  ans  der  gan: 

f 
Quotienten  —r-r vorausgesetzt,  dasi 

der  BeibungecoeMcient  eine  und  diese! 
chung  233J  kann  daher  auch  für  den 
werden,  wenn  die  Gleitbahn  mehren 
Keilnuthen  enthält 

Die  Bewegung  auf  horizontaler  Eb< 
Fall  der  Bewegung  in  Keilnuthen  anfge 
Fall  nämlich,  bei  welchem  der  Com 
flächen  180"  beträgt  Denn  wenn  man 
233),  so  erhält  man  wiederum  die  lür  ji 
Gleichung  K=fQ.  Der  Einflnss  der 
aufgefasst  werden  wie  eine  VergröeBerun 

f 
in  dem  Verhältnisse  von  /zu    .    ^  um 

•'  SID  0 

234)    -J^=J\ 
sm  d      -^ ' 

kann  der  „BeibnngscoefGcient  fttr  die 
genannt  werden. 

Wenn  z.  B.  3^=60°,  also  Bin  S-=^  Ul 
CoDTei^DEwiiikel  von  60"  hat  also  die  Keilni 
wie  bei  einer  ebenen  Bahn  eine  solche  Te^rOBi 
fl&dien,  bd  «elcker  der  BelbiiDgtcoefticient  gen 
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:eibnDgBwmkelB  (p  würde  einer  KeÜDatbeabahn  dei 
.  der  Gleicbimg; 
/  =  »«'/' 
9  —  NeignngswiDkel  }p  gegeben  werden  mtlsBen, 
>gnDg  des  Dnter  Einwirkung  der  Scbwere  and  der 
leitenden  EOrpers  eine  gleicbfSnnige  Bewegung  sein 
soll  (Fig.  274).  Die- 
Flg.  271. 


i^Qo»^ 


ser  Winkel  ip  würde 
der  früher  gewäbl- 
ten  Bezeicbnnngs- 
weise  entsprecbend 
der  n  Beibungswinkel 
für  Keilnathen-Bewe- 
gnng"  genannt  wer- 
den können.  Sämmt- 
licbeGleicbnngen  des 
vorigen  Paragrapbea 
gelten  aacb  für  die 
Bewegung  längs  Keil- 
darin  /,  statt  f,  and  ^  Statt  (p  sabstitoirt  wird. 


iise  ergeben  sich  für  den  ia  Fig.  375  and  Fig.  876 
dl  die  Gleicbangen: 

Ä"cosiS— Qsina±2/^ 

?  — 2A^BinÄ  — K^Bin^+Qcosa 
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oder,  wenü  der  aas  letzterer  Gleichung  fttr  N  i 
Wertb  in  der  erateren  enbstitnirt  wird: 

/ 

'  sin  d  ' 


KeoBß—Qmia±  -^=^r(KBmß 


Diese  Gleichung  nimmt  für  K  aa%elOet,  wen 
bezeichnet  wird,  die  Form  an: 

stimmt  also  mit  der  frtther  gefoDdenen  GleichoDg  22 
ein,  sobald  darin  /,  statt  /  substitnirt  wird,  nod  ki 
jene  auch  anf  die  [der  Gleichung  227)  enteprechei 

gebracht  werden,  wenn  der  Reibnngscoefficient  d 
bnngswinkel  ausgedrückt  wird. 

§  70. 
Gleichgewicht  eines  von  zwei  fbaten  Ebenen  unteretlHzh 

Eb  soll  angenommen  werden,  dass  der  KOrper  j 
UnterstUtzangsebenen  nnr  in  einem  Funkte  bertthrt 
Vertical-Ebene,  in  welcher  diese  beiden  BerflbruDgj 
rechtwinkelig  za  der  (horizontalen)  Durcfaachnittslii 
Ebenen  steht.  Auch  wird  vorausgesetzt,  dass  der 
ficient  fUr  beide  BerHhrungeatellen  dieselbe  Grösse 

Auf  den  KBrper  wirken  drei  Kräfte:  nämlich 
wicht  desselben,  nnd  die  von  den  beiden  UnterstI 
geleisteten  Gegendrücke.  Jeder  von  den  beiden  1< 
zusehen  als  die  Mittelkraft  aus  dem  normalen  Qe 
UntfiTstatzungs-Ebene  und  dem  längs  der  Ebene  ^ 
bungswiderstande,  kann  also  (nach  §  67)  mit  der 
Normalen  niemals  einen  grosseren  Winkel  einscbl 
Retbungswinkel.  Abgesehen  von  dieser  Eins 
findet  sieh  der  Kdrper  genau  in  derselben  Sitnatioi 
zwei  festen  Funkten  unterstützter  Körper,  und  g< 
den  Gleichgewichtsznstand  dieselben  Bedingungen,  ^ 
fta  diesen  Fall  gefunden  wurden. 

Nach  dem  „Satze  von  den  drei  Kräften"  m&i 
tungslinien  jener  drei  Kräfte  stets  in  einem  nnd  den 
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Fig.  277. 


einander  schneiden,  wenn  der  Körper  sich  im  Gleichgewichtszu- 
stände befinden  soll.  Wenn  der  Punkt  D^  in  welchem  die  in  den 
Berührungspunkten  A  und  B  errichteten  Normalen   der  Ünter- 

sttttzungsebenen  einander  schneiden,  in 
der  Verticalen  des  Schwerpunktes  liegt, 
so    ist   der   Gleichgewichtszustand    des 
Körpers    vollkommen    unabhängig   von 
der    Grösse    des    Reibungscoefficienten 
(Fig.  277).    In  diesem  Falle  würde  der 
Körper  sich  im  Gleichgewichts-Zustande 
befinden,  auch  wenn  die  beiden  Ebenen 
absolut  glatt  wären.    Die  beiden  nor- 
malen Gegendrücke  N  und  N^  reichen 
in  diesem  Falle  allein  schon  aus,  um 
'  das  Gewicht  Q  aufzuheben,  und  können 
auf  die  bekannte  Weise  durch  die  in  Fig.  277  angedeutete  Con- 
struction  des  Kräfte-Parallelogramms  gefunden  werden. 

Wenn    dagegen 
^^'  ^^^-  jener  Durchschnitts- 

punkt D  seitwärts 
von  der  Verticalen 
des  Schwerpunktes 
liegt,  so  wird  zur 
Aufrechterhaltung 
des  Gleichgewichts- 
zustandes die  Mit- 
wirkung der  Rei- 
bungswiderstände in 
Anspruch  genom- 
men (Fig.  278).  Um 
zunächst  die  Frage 
zu  entscheiden :  nach 
welcher  von  beiden 
Richtungen  der  Rei- 
bungswiderstand an 
einer  der  Berüh- 
mngsstellen  wirkt,  kann  man  den  Körper  als  an  jenem  Durch- 
schnittspunkte D  aufgehängt  ansehen  und  aus  der  Richtung  der 
Drehbewegung,  welche  in  diesem  Falle  die  Kraft  Q  hervorbringen 
würde,  die  Richtungen  bestimmen,  in  welchen  ohne  das  Vorhan- 

18* 
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densein  der  Beibimgswiderstände  die  Bertthrnngsstelleii  A  nnd  B 
längs  der  Untersttttzungs- Ebenen  gleiten  wflrden.  Diesen  Gleit- 
bewegungen entgegen  wirken  die  Reibungswiderstände. 

In  Fig.  278  geht  die  Bichtungslinie  des  Gewichtes  Q  rechts 
an  dem  Durchschnittspunkte  D  vorbei,  die  Kraft  Q  wflrde  also 
dem  Körper  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  henmi  um  den 
Punkt  D  als  Drehpunkt  ertheilen,  und  bei  dieser  Drehung  würde 
der  Punkt  A  aufwärts  und  der  Punkt  B  abwärts  gleiten.  Folg- 
lich wirkt  in  diesem  Falle  der  Reibungswiderstand  bei  A  abwärts 
und  bei  B  aufwärts. 

Die  Grösse,  welche  der  Reibungscoefificient  mindestens 
haben  muss,  wenn  der  Körper  in  dieser  Stellung  durch  Mitwir- 
kung der  Reibungswiderstände  im  Gleichgewicht  gehalten  werden 
soll,  findet  man,  indem  man  über  C  D  als  Durchmesser  eine  Kreis- 
linie beschreibt.  Der  Punkt  0,  in  welchem  die  Verticale  des 
Schwerpunktes  von  dieser  Kreislinie  geschnitten  wird,  ist  derjenige 
Punkt,  in  welchem  die  Richtungslinien  der  drei  Kräfte,  nämlich 
des  Gewichtes  Q  und  der  beiden  totalen  Gegendrücke  W  und  W^ 
einander  schneiden.  Die  beiden  (als  Peripherie- Winkel  über  dem 
Bogen  D  0  einander  gleichen)  Winkel  %  um  welche  die  totalen 
Gegendrücke  von  den  betreffenden  Normalen  abweichen,  sind  die 
Reibungswinkel,  und  es  ist  daher  der  gesuchte  Reibungscoefficient : 
f=igq).  Wenn  der  wirkliche  Reibungscoefficient  kleiner  wäre 
als  tg  q)j  so  würde  ein  Gleiten  des  Körpers  eintreten.  Wenn  der- 
selbe gerade  gleich  tg  qp  ist ,  so  befindet  sich  der  Körper  an  der 
Grenze  des  Gleichgewichtszustandes.  Für  letzteren  Fall  können 
die  Kräfte  W  und  W^  entweder  durch  die  in  Fig.  278  angedeutete 
Parallelogramm-Gonstruction  oder  nach  der  hieraus  sich  ergeben- 
den Proportion: 

W:  TF,  :  Q  ==  sin  (a,  —  g>) :  sin(a  +  q)) :  sin  (a  -{-  a,) 
bestimmt  werden,  aus  welcher  man  die  Gleichungen  erhält: 

238)  tr=Q»?°;"-7y;, 

sm  (a  +  aj) 

239)    W,  =  Q^^^±^, 

sm  (a  +  a,) 

worauf  dann  auch  die  normalen  Gegendrücke  N  nnd  N^  entweder 
durch  Zerlegung  jener  totalen  Gegendrücke ,  oder  auch  aus  den 
Gleichungen  iV^—  Wcosg)  und  iV,  —  PT,  cos  y  sich  bestinmieii 
lassen. 


K 


ines  von  zvei  festen  Ebenen  unteratQtzten  E 


ren  BDrchBchaittBpnnhteB  0  kann  anch  der  1 

ler  SchweipnDktB-Terticaleii  mit  der  Kreisl 

BtrnctJon  i 


virkliche  ReibnugscoefGcieiit  gröBser  t 
g  dea  GteichgewiehteznstandeB  erforde 
BeTtIhniBgBBtellen  statt  der  ganzen  V 
libnog  nur  bo  viel  davon  in  Ansprach 
;  Thätigkeit  versetzt,  als  zum  Gleichg 
Die  Kräfte  W  nnd  W,  wirken  daher 
.  wie  wenn  der  wirkliche  Reibnngscoi 
efnndenen  Winkel  <f  als  Beibnngswinl 
lätte.  Die  Gleichnogen  238)  nnd  23{ 
Falle  znr  Bestimmung  jener  Kräfte  z 
n  Fig.  278  gelöste  Angabe  in  der  o 
gewesen:  „gegeben  ist  der  Reibnn 
loht  wird  die  Vertieale,  in  welcher  ( 
1S8,  wenn  der  KCrper  gerade  an  der 
istandes  sich  befinden  soll":  so  wUrde 
sgebeuen  Reibnogswinkel  (p  an  die  Ko 
jnehtea  Verticalen  geAmden  haben.  1 
^be  noch  eine  zweite  LSstmg  geben. 
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nämlich  ein  anderes  Mal  an  jeder  Bertthmngsstelle  den  Winkel  q> 
an  der  entgegengesetzten  Seite  der  Normalen  abträgt,  so 
bildet  der  anf  solche  Weise  erhaltene  (links  von  dem  Punkte  D 
in  der  Kreislinie  liegende)  Durchschnittspunkt  ebenfalls  einen 
Pnnkt,  dessen  Verticale  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt 

Da  die  Form  des  Körpers  nur  in  so  fern  einen  Einflnss  anf 
den  Gleichgewichts  -  Zustand  hat,  als  die  Lage  der  Berührungs- 
punkte und  die  Lage  der  Schwerpunkts- Verticalen  durch  sie  be- 
dingt wird,  so  kann  bei  allen  derartigen  Aufgaben  —  wie  in  der 
Folge  geschehen  soll  —  der  Körper  wie  eine  geradlinige  gewicht- 
lose Stange  behandelt  werden,  welche  mit  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Berührungspunkte  ihrer  Lage  und  Richtung  nach  zu- 
sammenfällt, und  welche  belastet  ist  mit  einem  Gewichte,  dessen 
Aufhängepunkt  der  Durchschnittspunkt  jener  Linie  mit  der  Ver- 

ticalen    des    Schwer- 
punktes bildet 

Für  das  Verhältniss, 

in  welchem  die  beiden 

\q/''  durch  den  Belastungs- 

Toij^fiittii»'-  punkt  E  gebildeten  Ab- 

^'   =  '^  SNt   schnitte  AE  und  BE 

zu  einander  stehen 
müssen,  und  für  den 
Neigungswinkel  £,  wel- 
chen die  Stange  mit 
der  Horizontalen  ein- 
schliessen  muss,  wenn 
dieselbe  an  der  Grenze 
des  Gleichgewichts-Zu- 
Standes  sich  befinden 
soll,  ergeben  sich  aus 
den  beiden  Dreiecken 
AEO  \m&  BEO  in  Fig.  280  die  Gleichungen: 

tg  (a  —  (p)  COS  e  —  sin  e, 


OE    sin  (q  —  q>  —  e) 

AE  cos  (a  —  y) 


OE         sin  (of,  +  o)  -f  e)       .    ,      ,     .  ,     . 

-m  =       C08  («.  +  y) tg(a.  +  9,)co8c  +  8me. 

Wenn  man  die  letztere  durch  die  erstere  dividirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 
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AE tg  (g,  +  (p)  cos  e  +  Bin  6 

BE        tg  (a  —  q))  cos  6  —  sin  ß 

AE 
oder,  wenn  das  Verhältniss  -^p  mit  n  bezeichnet,  nnd  auf  der 

rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  dnrch  cos  e  di?idirt  wird: 

240)     ;i  =  Jii£L  +  M±Jg±. 

tg  (a  —q>)  —  tg€ 

Ans  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Grösse  n  oder  die  Lage 
des  Belastnngspunktes  E  bestimmen,  wenn  der  Neigungswinkel  e 
gegeben  ist;  und  wenn  man  dieselbe  für  tg  ß  anflöst,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

241)  tga^"*g^«-y)-^^"'+y). 

^  1  -}-  n 

aus  welcher  der  Neigungswinkel  e  gefunden  werden  kann,  sobald 
das  Verhältniss  n  gegeben  ist. 

Wenn  mun  in  der  letzteren  Gleichung  as»90®  und  a|  «0  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

aus  welcher  man  z.  B.  den  Winkel  bestimmen  kann,  den  eine  auf  horizontaler 
Bodenfl&che  stehende  gegen  eine  Yerticale  Wand  gelehnte  Leiter  mindestens 
mit  der  Horizontalen  einschliessen  muss,  wenn  dieselbe  nicht  ausgleiten  soll. 
Liegt  der  Schwerpunkt  der  Leiter  in  der  Mitte,  so  wird  »>*  1,  also: 

243)  tgf -?-. 

Wenn  also  z.  B. /«0,4  w&re,  so  würde: 

tgg«  ^Tq'^^  ==1,05    und    8  =  46,5». 

Die  Leiter  würde  also  bei  einem  Neigungswinkel  von  46,5®  gegen  die  Hori- 
zontale an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden. 

Der  aus  Gleichung  240}  sich  ergebende  Werth  von  n  be- 
zeichnet in  Bezug  auf  Fig.  280  die  Grenze,  bis  zu  welcher  der 
Belastungspunkt  nach  rechts  verschoben  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  der  Stange  eintritt.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung 
c  +  g?  statt  a  —  q>y  und  a,  —  (p  statt  a^  +  gp,  so  erhält  man: 

244)  n   _.  tg(a,-y)  +  tg6^^£, 
^       '         ig  (a+ip)- ige        BE, 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  den  Durchschnittspunkt  0^ 
(Fig.  281),  welchen  man  erhält,  wenn  man  an  jeder  Bertthrungs- 
stelle  den  Reibungswinkel  nach  der  anderen  (der  vorigen  ent- 
gegengesetzten) Seite  hin  abträgt.    Sie  bestimmt  die  Grenze,  bis 
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za  welcher  der  Belastnngepttukt  nach  links  rerscboben  werden 
kann,  ohne  dass  ein  Gleiten  der  Stange  eintritt. 

Es   bildet  nämlich    der 
Fig.  281.  zwischen  den  RichtDDgea-^0 

and  Ä0^  liegende  Theil  der 
Bildfläche  den  geometrischen 
Ort  aller  derjeDigea  Rich- 
tnngen,  welche  die  Kraft  W 
mOglicberweUe     annehmeii 
kann;  ebenso  der  zwischen 
den    Bichtnngen    BO   und 
B  0,    liegende   Theil    den 
geometrischen  Ort  aller  der- 
jenigen Ricbtnngen,  welche 
die    Kraft     W,    annehmen 
kann.     Der    (in    Fig.   881 
Bchraffirte)   beiden  Winkel- 
flächen gemeinschafUicb  an- 
gehörende Flächentheil  00, 
bildet  daher   das  Gebiet,  anf  welchem  der  Dnrchscbnittspnnkt 
der  drei  Kraftrichtungen  Q,  W  nnd  W,  nnter  allen  Umständen 
zn  suchen  ist.    Von  der  Kreislinie  CADB  können  also  nnr  die- 
jenigen Pnnkte,  welche  in  diesem  Flächentheile  liegen,  Darch- 
schnittsponkte  jener  drei  Kraftrichtnngen  wprden.    Wenn  man 
also  durch  die  Endpunkte  0  nnd  0,  des  in  jenen  Flächentheil 
fallenden  Bogens  00,  Verticalen  legt,  so  erhält  man  die  Grenz- 
ponkte  E  und  -£,,  bis  zn  welchen  der  Belastangspnnkt  nach  der 
einen   nnd  nach  der  anderen  Seite   hin   längs  der  Stange  ver- 
schoben werden  kann,  ohne  dass  ein  Gleiten  derselben  eintritt. 

Fährt  man  in  Bezog  anf  Fig.  280  statt  der  oben  gewählten 
die  nene  Bezeichnongsweise  ein: 

AE  BE       ,  .  m 

AB  '  AB  '  1  —  m 

nnd  snbstitnirt  man  den  letzteren  Werth  in  Gleichung  240),  so 
nimmt  dieselbe  fttr  m  ao^lOst  die  Form  an: 
24^>    ™  =        tg  («.  +  y)  +  tg  e 
^  tgW,  +  q>)  +  te(a~q>)' 

nnd  wenn  man  mit  Gleichnng  244)  in  analoger  Weise  verfährt, 
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246)  ^_        ^^^"--^\+^_f     ,. 

'         tg  (or,  —  qp)  +  tg  (a  +  qp) 

Wenn  a  —  qp  =»  €  ist,  so  wird  wi  =  1,  und  wenn  zugleich 
a^  —  qp  «=  —  €  ist ,  so  wird  w,  —  0.  Wenn  diese  beiden  Bedin- 
gungen erfüllt  sind,  so  fallen  die  Grenzpnnkte  E  und  £,  resp.  mit 
den  Endpunkten  B  und  A  der  Stange  zusammen.  In  diesem  spe* 
ciellen  Falle  kann  also  jeder  beliebige  Punkt  der  Stange  als  Be- 
lastungspunkt gewählt  werden,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt. 
Ebenso  auch  in  dem  andern  speciellen  Falle,  wenn  aj  +  qp  =  90" 
und  gleichzeitig  a  +  9^  =  90"  ist. 

Wenn  man  dagegen  in  den  obigen  beiden  Gleichungen  qp  "=  0 
setzt,  so  erhält  man: 

247)  ^-*g«>  +  tg^  ^ 

tgff, +tga  *? 

d.  h.  wenn  die  beiden  Untersttttzungs-Ebenen  absolut  glatt  wären, 
80  würden  die  beiden  Grenzpunkte  E  und  E^  zusammenfallen; 
es  gäbe  in  diesem  Falle  für  den  Belastungspunkt  nur  eine  einzige 
Stelle,  welche  den  Gleichgewichts-Bedingungen  entspricht,  nämlich 
(wie  in  Bezug  auf  Fig.  277  nachgewiesen)  diejenige,  welche  mit 
dem  Punkte  JD  in  einer  und  derselben  Verticalen  liegt.  Diese 
Stelle  liegt  ausserhalb  der  Schenkel  des  Gonvergenzwinkels  der 
beiden  Ebenen,  sobald  e  >*  a  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  der 
gemeinschaftliche  Werth  von  m  und  m^  grösser  als  Eins. 

Denkt  man  sich  die  Stange  über  den  Endpunkt  B  hinaus 
verlängert  —  etwa  durch  eine  in  der  Wand  befindliche  Spalte 
hindurch,  oder  auch  ringförmig  an  der  Untersttitzungsstelle  er- 
weitert und  jenseits  dieser  ringfönnigen  Erweiterung  wiederum 
geradlinig  sich  fortsetzend  —  in  der  Weise  jedoch,  dass  die 
Stelle  B  dabei  nicht  aufhört,  die  Bertthrungs-  und  Untersttitzungs- 
stelle zu  bilden,  so  können  auch  die  jenseits  dieser  Stelle  liegen- 
den Punkte  der  Stangen-Bichtung  als  Belastungspunkte  in  Frage 
kommen. 

Bei  der  in  Fig.  282  dargestellten  Lage  würde  der  oberhalb 
des  Punktes  D  in  der  Verlängerung  der  Stange  liegende  Punkt  F 
diejenige  Stelle  sein,  an  welcher  das  Gewicht  aufgehängt  werden 
mttsste,  wenn  die  Untersttltzungsflächen  absolut  glatt  wären.  Hinge 
das  Gewicht  links  von  der  Stelle,  so  würde  eine  von  rechts  nach 
links  gerichtete  Drehung  der  Stange  um  den  Punkt  D  herum  ein- 
treten. Bei  dieser  Drehung  würden  beide  Berührungsstellen  ab- 
wärts gleiten.    Wenn  also  Beibung  vorhanden  ist,  so  wirken  in 
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diesem  Falle  beide  Reibungs- Widerstände  längs  der  Bertthrangs- 
flächen  aufwärts.  Die  Grenze  £, ,  bis  zu  welcher  die  Belastongs- 
stelle  nach  links  verschoben  werden  kann,  ohne  dass  ein  Gleiten 
eintritt,  findet  man  —  wie  eine  Vergleichung  der  beiden  Figuren 
282  und  281  zeigt  —  aus  Gleichung  246),  indem  man  darin  a^  -{-  tp 
statt  a^  —  cp  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

248)     m  tg  ja,  +  y)  +  tg  € 

*         tg  (a,  +  cp)  +  tg  (of  +  (p) 

Wenn  dagegen  die  Verticale  des  Gewichtes  Q  rechts  an  dem 
Punkte  Z>  vorbei  geht,  so  würde  dasselbe  eine  von  links  nach 
rechts  herum  gerichtete  Drehung  der  Stange  um  den  Punkt  D 

hervorbringen.   Bei 


Fig.  282. 


dieser  Drehung  wür- 
den beide  Berüh- 
rungsstellen auf- 
wärts gleiten.  Folg- 
lich wirken  in  die- 
sem letzteren  Falle 
beide  Reibungs- 
widerstände längs 
der  Berührungs- 
flächen abwärts. 
Die  Grenze  jE,  bis 
zu  welcher  die  Be- 
lastungsstelle nach 
rechts  verschoben 
werden  kann,  ohne 
dass  ein  Gleiten  ein- 
tritt, findet  man  aus 
Gleichung  245),  in- 
dem    man     darin 


«1  —  g>  statt  cf,  -f-  9  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 


249)    m 


_         tg  (g,  —  y)  4-  tg  € 


tg  (ö,  —  qp)  +  tg  (of  —  q)) 

Die  Eckpunkte  0^  und  0  des  in  Fig.  282  schraflfirten  Vier- 
ecks OOj  bilden  die  äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  der 
Durchschnittspunkt  der  drei  Kraftrichtungen  von  dem  Punkte  D 
aus  nach  jeder  Seite  hin  sich  entfernen  kann.  Jede  vertical  über 
irgend  einem  Punkte  dieses  Vierecks  liegende  Stelle  der  Stange 
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genttgt  als  Belastnogspunkt  den  BediDgnngen  des  Gleichgewichts. 
Wenn  a  4-  y  ~  «  ist,  so  fallen  die  Punkte  0^  und  J?,  mit  dem 
Untersttttzungspunkte  B  zusammen.  Die  Gültigkeit  der  Gleichung 
248)  erstreckt  sich  auf  alle  Fälle,  in  denen  a  +  fp  <  e  ist.  (Bei 
grösseren  Werthen  des  Winkels  a-\-  rp  ist  diese  Gleichung  —  wie 
später  gezeigt  werden  wird  —  nur  bedingungsweise  gültig.)  Der 
Punkt  0  rückt  in  unendliche  Feme,  wenn  «i  —  qp  =  —  (a  —  qp), 

oder:     ^*  'T —  =  q)  wird.     In   diesem  Falle    verschwindet   die 

Grenze  £,  und  genügt  jede  rechts  von  dem  Punkte  F  liegende 
Stelle  der  Stange  als  Belastungspunkt  den  Gleichgewichts-Bedin- 
gungen. Ebenso  auch  dann,  wenn  --^-^ —  <  q>  ist.  Die  Gül- 
tigkeit der  Gleichung  249)  beschränkt  sich  daher  auf  diejenigen 
Fälle,  in  denen  —^ —  ^  (p  ist. 

Wenn  z.  B.  die  Unterstützungsebenen  verticale  Lage  haben, 
also  er,  «»  a  «=»  0  ist,  und  wenn  zugleich  r/)  <  €  ist  (Fig.  288),  so 
sind  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichung  248)  erfüllt, 
und  es  ergiebt  sich  für  m^  der  Werth: 

Die  Bedingangen  für  die  Gültigkeit  der  Gleichnng  249)  sind 

et       1     (X 

dagegen  nicht  erfüllt  (weil  — ^-f —  =•  0,  also  kleiner  als  g)  ist). 

Es  giebt  daher  in  diesem  Falle  nur  eine  Grenze  fUr  den  Be- 
lastungspunkt, nämlich  die  Stelle  £,.  Diese  Stelle  bildet  dem- 
nach die  Grenze,  bis  zu  welcher  von  aussen  her  der  Belastungs- 
punkt dem  Unterstützungspunkt  B  genähert  werden  kann,  ohne 
dass  ein  Gleiten  eintritt.  Alle  weiter  entfernt  liegenden  Stellen 
genügen  ebenfalls  den  Gleichgewichts- Bedingungen.  Wenn  Et  der 
Belastungspunkt  ist,  so  wird: 

252)    N^N,  =  WcoB<p  =  -^-.^- 

Die  drei  in  dem  Punkte  0^  einander  im  Gleichgewicht  hal- 
tenden Kräfte  Q,  W  und  W^  werden  auch  dann  einander  aufheben, 
wenn  ihre  Richtungen  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  werden. 
Wenn  nach  Umkehrung   der  drei  Kraftrichtungen  alsdann  die 
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ganze  Figur  umgekehrt  wird,  so  ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  der 
in  Fig.  284  dargestellte  Fall,  in  welchem  die  Gegendrtlcke  W  und 
W^  der  beiden  festen  Wände  —  nach  aussen  hin  statt  nach  innen 


Fig.  288. 


Fig.  284. 


—  gegen  die  Stange  wirken.  Die  Gleichungen  250),  251),  252) 
gelten  daher  auch  flir  die  in  Fig.  284  dargestellte  Gleichgewichts- 
lage der  Stange. 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  aus  Fig.  281  und  Fig.  282 
resp.  die  Figuren  286  und  286  ableiten,  in  welcher  letzteren  die- 


Fig.  285. 


jenige  Belastungsweise  dargestellt  ist,  bei  welcher  beide  Beibungs- 
widerstände  längs  der  Berührungsflächen  abwärts  wirken. 

Der  aus  Gleichung  249)  für  m  sich  ergebende  Werth  hat  zwar 
in  Bezug  auf  den  in  Fig.  282  dargestellten  Fall  eine  unmittel- 
bare Gültigkeit  nur  so  lange,  als  der  Nenner  auf  der  rechten 

ttj  +  a 


Seite  positiv  ist,  d.  h.  so  lange 


9)  ist.    Jedoch  lässt 
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den  Bertthrungsstellen  errichteten  Normalen  der  Berühmngsebenen 
durch  sie  bedingt  werden,  ist  beispielsweise  durch  den  in  Fig.  289 
dargestellten  Fall  veranschaulicht,  bei  welchem  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  283  be- 
stimmt werden  können. 

Die  in  diesem  Paragraphen  erklärte  Methode  kann  selbstver- 
ständlich auch  dann  angewendet  werden,  wenn  statt  des  Gewich- 
tes Q  irgend  eine  andere  Kraft  K  es  ist,  welche  ein  Gleiten  des 
Körpers  hervorzubringen  strebt;  auch  dann,  wenn  diese  Kraft  K 
wiederum  als  die  Mittelkraft  von  beliebigen  anderen  auf  den  Kör- 
per wirkenden  Kräften  sich  darstellt.  Ftlr  solche  Fälle  ist  es  nur 
nöthig,  statt  der  verticalen  Richtung  ttberall  die  Richtung  der 
Kraft  K  einzufilhren,  worauf  dann  die  Bedingungen  der  Gleich- 
gewichtslage genau^  wie  bei  den  vorigen  Beispielen  —  entweder 
durch  Construction  oder  durch  Rechnung  —  geftmden  werden 
können. 

§  71. 

Gleichgewicht  eines  an  zwei  ftete  Horizontaletangen  eich  anlehnenden  verticalen 

Balkens. 

Die  zum  gleichförmigen  Heben  eines  Pochstempels  vom 
Gewichte  G  erforderliche  Hubkraft  K  muss  so  beschaffen  sein, 
dass  die  Mittelkraft  Q  der  beiden  Kräfte  K  und  G  genau  durch 
den  Punkt  0  hindurchgeht,  in  welchem  während  der  Bewegung 
die  von  den  Untersttttzungsstellen  A  und  B  ausgehenden  Gegen- 
drücke TF,  W  einander  schneiden.  Hiemach  ergiebt  sich  für  die 
Grösse  der  Kraft  K  aus  Fig.  290  die  Gleichung  : 

0  =  6r .  lEC  .oose  —  K.  EF .  cos  e,   oder: 
253)    K=G~. 

Wenn  die  Hubkraft  etwas  kleiner  wäre  als  K^  so  würde  jene 
Mittelkraft  links  an  dem  Punkte  0  vorbeigehen,  und  die  Bewe- 
gung eine  verzögerte  sein.  Wenn  dagegen  die  Hubkraft  etwas 
grösser  wäre  als  K^  so  würde  die  Mittelkraft  rechts  an  dem 
Punkte  0  vorbeigehen  und  die  Bewegung  eine  beschleunigte  sein. 

Die  Lage  des  Punktes  E  kann  nach  Gleichung  249)  bestimmt 
werden.  Wenn  z.  B.  tg  «  =  2  und  tg  9)  =/=  0,4  ist,  so  erhält 
man  aus  jener  Gleichung: 

-0,4  +  2  ^ 


/      I 


iden  Kraft 
dieses  Pu 
welcher  flli 


I 


Ueichnng  s 
benutzen 
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gewichts  eines  an  zwei  feste  Horizontalstangen  sich  anlehnenden 
verticalen  Balkens  in  Bezug  auf  das  Hinabgleiten  zu  finden.  Die 
beiden  Gewichte  P  nnd  Q  können  nur  dann  aufgehoben  werden, 

wenn  der  Abstand  ihrer 
Fig.  292.  Mittelkraft  von  der  ver- 

ticalen Balken  -  Achse 
nicht  kleiner  als  s  ist, 
da  der  Punkt  0  die 
äosserste  Grenzlage  dar- 
stellt, bis  zn  welcher 
der  Durchschnittspnnkt 
der  beiden  Gegendrücke 
nach  links  rücken  kann. 
Der  Grenze  des  Gleich- 
gewichts entspricht 
also  die  Bedingongsglei- 
chnng: 

Px  —  Qs^ 

ans  welcher  man  nach 
Substitution  des  oben 
ftlr  8  gefundenen  Aus- 


drucks den  Werth  erhält: 


X 


P 


2/ 


Für  P  —  Q  und  /=  0,4  wird  x  =  1,25  h  und  *  -f  ^  =  2,5  h. 
Der  Schwerpunkts -Abstand  des  aufgelegten  Gewichtstttckes  von 
der  verticalen  Balken- Achse  darf  also  nicht  kleiner  als  2,5  h  sein, 
wenn  kein  Hinabgleiten  eintreten  soll. 


§  72. 
Bedingungen  des  Klemmens. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  bezogen  sich 
auf  solche  Fälle,  in  denen  der  Beibungswinkel  q>  kleiner  ist  als 
jeder  von  den  beiden  Winkeln,  welche  die  Verbindungslinie  der 
Untersttttzungspunkte  mit  den  in  letzteren  errichteten  Normalen 
der  Bertthrungsebenen  einschliesst  Es  zeigte  sich,  dass  in  allen 
diesen  Fällen  der  Gleichgewichtszustand  der  Stange  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  durch  die  Lage  des  Belastungspunktes  bedingt 
wird,  dass  also  der  geometrische  Ort  aller  derjenigen  Stellen, 
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welche  als  Belastnngspankte  den  Gleichgewichts- Bedingangen  ge- 
nügen, immer  nar  einen  Theil  bildet  von  der  (nach  beiden  Seiten 
hin  bis  ins  Unendliche  verlängert  gedachten)  Verbindungslinie  der 
Untersttttzungspankte.  Es  zeigte  sich  ferner,  dass  der  Gleichge- 
wichtsznstand der  Stange  vollkommen  unabhängig  ist  von  der 
Grösse  der  Belastung;  dass  derselbe  folglich  durch  eine  belie- 
bige VergrOsserung  der  Belastung  nicht  gestört  werden  kann.  Es 
zeigte  sich  endlich  drittens:  dass  die  von  den  Unterstützungs- 
punkten auf  die  Stange  übertragenen  Druckkräfte  W  und  W^  so- 
fort Null  werden,  sobald  die  Belastung  Q  gleich  Null  wird,  inso- 
fern jene  beiden  Kräfte  fUr  sich  allein  wirkend  die  Stange  nur 
dann  im  Gleichgewicht  halten  könnten,  wenn  jede  von  beiden  in 
die  Richtung  der  Stange  hineinfiele,  was  aber  unter  der  obigen 
Voraussetzung  wegen  Kleinheit  des  Reibungswinkels  bei  keiner 
von  beiden  möglich  ist. 

Wesentlich  verschieden  von  den  vorigen  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  in  dem  Falle,  wenn  der  Reibungswinkel  (p 
grösser  ist  als  die  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Stange 
und  den  Richtungen  der  Normalen,  wenn  also  in  Bezug  auf  jede 
der  beiden  Stützflächen  die  Stangen  -  Richtung  innerhalb  der 
Reibungswinkel  -  Fläche  liegt.  In  diesem  Falle  können  die  von 
den  Stützflächen  auf  die  Stangen  übertragenen  Druckkräfte  auch 

die  Richtung  der  Stange 
Fig.  2w.  selbst  annehmen,  sie  kön- 

nen folglich  die  Stange 
im  Gleichgewicht  halten, 
auch  wenn  dieselbe  ganz 
unbelastet  ist.  Wenn  z.  B. 
auf  die  in  Fig.  293  an- 
gedeutete Art  die  unter- 
stützenden Körper  durch 
zwei  gleiche  entgegenge- 
setzte Kräfte  D  gegen  die 
Stange  gedrängt  werden,  so  entsteht  dadurch  in  der  Stange  eine 
Druckspannung  von  gleicher  Grösse.  Die  Stange  ist  alsdann  zwi- 
schen den  beiden  Körpern  eingeklemmt,  d.  h.  sie  befindet  sich  in 
einem  Zustande,  bei  welchem  es —  je  nach  der  Grösse  der  Kraft 
D  —  eines  geringeren  oder  grösseren  Kraftaufwandes  bedarf,  um 
dieselbe  aus  ihrer  Lage  in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  zu  ver- 
schieben.   Die  Widerstandsfähigkeit  gegen  das  Gleiten  wächst  mit 

Bitter,  Meebiuiik.  5.  Aufl.  19 
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VergrOsserang  der  Kräfte  D  and  kann  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  dadurch  gesteigert  werden.  Es  ist  also  nnr  erforderlich, 
jene  Kräfte  hinreichend  zu  vergrössern,  um  zu  erreichen,  dass  bei 
jeder  beliebigen  Lage  des  Belastungspunktes  und  bei  jeder  be- 
liebigen Grösse  der  Belastung  der  Gleichgewichtszustand  fortdauert. 
Durch  Hinzuftlgung  der  Kräfte  B  zu  den  vorher  schon  stattfinden- 
den Kraftwirkungen  wird  allemal  bewirkt,  dass  die  totalen  bei  A 
und  B  auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte  W  und  TT,  mehr  der 
Richtung  der  Stange  sich  anschliessen ,  also  einer  Richtung  sich 
nähern,  bei  welcher  die  grösste  Abweichung  von  der  Normalen 
kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 

Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  Unterstützungs- Ebenen  nach 
oben  hin  convergiren,  lässt  sich  auf  solche  Art  ftlr  jede  beliebige 
Lage  und  Grösse  der  Belastung  Q  der  Gleichgewichtszustand  her- 
stellen. Durch  Verschiebung  des  Belastungspunktes  E  längs  der 
Stangenrichtung  und  durch  gehörige  Regulirung  jener  Spannung 
des  Klemmens  lässt  sich  erreichen,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der 

in  Fig.  294  schraf- 
Fig.  294.  firten    Fläche    der 

Durchschnittspunkt 
wird  für  die  Rich- 
tungslinien der  drei 
einander  im  Gleich- 
gewicht haltenden 
Kräfte  Q,JF  und  TF,. 

Denn  das  Gleichge- 
wicht der  in  dem 
Punkte  E  mit  dem 
Gewichte  Q  belaste- 
ten Stange  würde  an  den  beiden  (festliegend  gedachten)  Stütz- 
punkten A  und  B  resp.  die  verticalen  Gegendrücke  erfordern: 

Denkt  man  sich  alsdann  auf  die  in  Fig.  293  angedeutete  Weise 
noch  so  viel  Druck  D  hinzugeftigt,  dass  weder  die  Mittelkraft  W 
der  beiden  Kräflie  K  und  Z>,  noch  die  Mittelkraft  W^  der  beiden 
Kräfte  K^  und  D  um  mehr  als  den  Reibungswinkel  von  der  be- 
treffenden Normalen  abweicht,  so  erkennt  man,  dass  die  von  den 
Stützflächen  auf  die  Stange  übertragenen  Kräfte  dem  Gewichte 
Q  das  Gleichgewicht  halten  können,  und  dass  der  Durchschnitts- 


BediDguDgen  des  ElemmenB, 


ponkt  0  der  drei  Kräfte  Q,  W  und  W,  dem  Pt 

näher  rUcken  wird,  je  grosser  jene  binzagefttgte 

-Z>  war.    Zugleich  erkennt  man,  dass  der  Gleieb 

in  dieeem  Falle  von  der  GrBsse  des  Oewichtee  Q 

wenn   bei   einer  Vergrössenmg  des  GewiehteB  < 

wichtBzuatand  fortdauern   soll,  so   muss  D  ebei 

Oescbieht  letzteres  nicht,  so  wird  bei  allmäblichf 

Gewichtes  Q  schliesslich  die  Stange  herabfallen. 

Wenn  bei  einer  von  den  beiden  UnterstUtj 

Winkel  zwischen  der  Normalen  und  der  Stangenric 

bei  der  anderen  dagegen  grttBser  ist  als  der  Keib 

in  i 

Fig.  295. 


künstliche  HinznfQgnng  der  Druckkräße  B  läsE 
erreichen,  dass  der  Belastnngepunkt  bis  zu  der 
Terschoben  werden  darf,  ohne  dass  ein  Gleiten  ei: 
Lage  des  Belastnogspunktes  zwischen  den  Stellei 
jedoch  der  von  dem  vorigen  abweicheude  Fall  e 
wohl  die  einseitige  VergrOssenug  des  Drucks  j 
einseitige  Vergrössening  der  Belastung  Q  ftlr  ; 
Störung  des  Gleichgewichts  bewirken  würde,  insi 
Heraostreten  der  Mittelkraft  VF,,  letztere  ein  l 
Mittelkraft  W  ans  der  betreffenden  Beibnogswii 
Folge  haben  wflrde.  Wenn  also  die  Last  in  dem 
selbst  aufgehängt  ist,  so  giebt  es  ftlr  jede  bestin 
Drucks  D  nur  eine  bestimmte  Grösse  des  Gewieb 
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für  jede  gegebene  OrOsse  des  Gewichtes  Q  nar  eine  bestimmte 
Grösse  des  Drucks  Z>,  bei  welcher  der  Gleichgewichtszustand 
überhaupt  möglich  ist 

Nicht  nur  bei  den  zuletzt  untersuchten,  sondern  auch  bei 
allen  Fällen  des  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  also  auf  die  in 
Fig.  298  angedeutete  Weise  durch  Vergrösserung  oder  Verkleine- 
rung der  Kräfte,  mit  welchen  die  unterstützenden  Körper  gegen 
die  Stange  gedrängt  werden,  erreichen,  dass  jeder  beliebige  Punkt 
des  den  beiden  Reibungswinkel-Flächen  gemeinschaftlich  angehö- 
renden Flächentheils  der  Durchschnittspunkt  wird  ftir  die  Rich- 
tungen der  beiden  Kräfte  W^und  W^.  Eine  solche  künstlich  her- 
vorzubringende Verschiebung  jenes  Durchschnittspunktes  ist  in- 
dessen nur  möglich  während  des  Ruhezustandes  der  Stange.  Mit 
dem  Eintritt  des  Bewegungszustandes  gelangen  sofort  die  im  vori- 
gen Paragraphen  gefundenen  Regeln  zur  Bestimmung  jenes  Punktes 
wiederum  zur  Gültigkeit.  Während  des  Gleitens  weicht  an  jeder 
Berührungsstelle  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Reibungs- 
widerstand stets  um  den  Reibungswinkel  ab  von  der  Richtung 
der  Normalen. 

Wenn  z.  B.  die  zwischen  zwei  verticalen  Wänden  eingeklemmte 
Stange  A  B  (Fig.  296)  in  vertical  abwärts  gerichteter  fortschreiten- 
der Bewegung  begriffen  ist,  so 
schneiden  die*Richtungslinien  der 
Ton  den  Wänden  auf  die  Stange 
übertragenen  Kräfte  W^  W  einan- 
der in  dem  Punkte  0  und  be- 
halten beständig  dieselben  Rich- 
tungen bei,  so  lange  das  Gleiten 
dauert.  Soll  diese  fortschreitende 
Bewegung  eine  gleichförmige 
sein,  so  müssen  sämmtliche  anf 
die  Stange  wirkenden  Kräfte  ein- 
ander im  Gleichgewicht  halten; 
es  muss  also  die  Mittelkraft  der 
beiden  Kräfte  W^  W  der  Mittel- 
kraft R  von  allen  übrigen  Kräften  gleich  und  entgegengesetzt  sein, 
und  die  Richtungslinie  der  letzteren  muss  durch  den  Punkt  O 
hindurchgehen. 

Einen  solchen  Gleichgewichtszustand  kann  man  sich  durch 
die  in  den  Punkten  E  und  F  aufgehängten  Gewichte  P  und  Q 


Fig.  296. 
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hergestellt  denken^  welche  so  regnlirt  sein  sollen,  dass  ihr  Schwer- 
punkt mit  dem  Punkte  0  genau  in  einer  und  derselben  Verticalen 
liegt,  und  dass  ihre  Summe  R  genau  dieselbe  Grösse  hat  wie  die 
Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  Tr,  W  im  Anfange  hatte.  Die  Be- 
dingungen der  gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung  sind  dann 
erfüllt,  die  Stange  wird  also  mit  unveränderter  Geschwindigkeit 
ihre  abwärts  gleitende  Bewegung  fortsetzen,  so  lange  als  in  der 
Wirkung  der  Kräfte  P  und  Q  sich  Nichts  ändert.  Sobald  jedoch 
auf  irgend  eine  Weise  die  eine  von  diesen  beiden  Kräften  ausser 
Thätigkeit  versetzt  würde  —  etwa  durch  eine  feste  horizontale 
Ebene,  welche  (je  nach  der  Länge  der  Fäden)  entweder  das  Ge- 
wicht P  oder  das  Gewicht  Q  zuerst  auffängt  und  an  der  weiteren 
Fortsetzung  der  Bewegung  verhindert  —  so  würde  in  diesem 
Augenblicke  eine  Aenderung  in  dem  Bewegungszustande  der  Stange 
eintreten. 

Angenommen :  das  Gewicht  Q  erreichte  als  das  tiefer  hängende 
zuerst  den  Boden,  so  würde  die  von  diesem  Augenblicke  an  allein 
wirkende  Kraft  P,  als  eine  links  neben  dem  Durchschnittspunkte 
der  beiden  Kräfte  W,  W  vorbeigehende  Kraft  sofort  eine  Drehung 
der  Stange  von  rechts  nach  links  herum  hervorbringen.  Bei  dieser 
Drehung  aber  würde  sogleich  die  Berührung  mit  den  Wänden, 
folglich  auch  die  Wirkung  der  Kräfte  W^  W  aufhören ;  die  Stange 
würde  also  nunmehr  frei  herabfallen. 

Wenn  statt  dessen  (wie  in  Fig.  296)  das  Gewicht  P  das  tiefer 
hängende  wäre,  so  würde  in  dem  Augenblicke,  wo  dasselbe  den 
Boden  erreicht,  die  Bewegung  der  Stange  ruckweise  unter- 
brochen werden,  und  ein  völliger  Stillstand  eintreten.  Es  würde 
nämlich  mit  jeder  Fortsetzung  der  gleitenden  Bewegung  —  wie 
klein  auch  immer  die  Dauer  derselben  angenommen  werden  möge 
—  eine  Drehung  der  Stange  nach  rechts  herum  unzertrennlich, 
verbunden  sein.  Denn  so  lange  das  Gleiten  dauerte,  würden  die 
Richtungen  der  Kräfte  ir,  W  unverändert  dieselben  bleiben,  würde 
also  der  Durchschnittspunkt  0  ihrer  Richtungen  stets  dieselbe  Lage 
gegen  die  Stange  behalten,  und  würde  die  vertical  abwärts  wir- 
kende Kraft  Q  beständig  rechts  neben  diesem  Punkte  vorbeigehen. 

Da  nun  aber  eine  solche  Drehung  der  Stange  eine  geome- 
trische Unmöglichkeit  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  die  Fort- 
setzung der  gleitenden  Bewegung  eine  Unmöglichkeit  ist.  Die 
Widerstände  W^  W  werden  plötzlich  unendlich  gross,  denn  ihre 
Mittelkraft  bringt  in  der  Zeit  Null  eine  Geschwindigkeitsänderung 
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hervor,  und  der  Durchschnittspunkt  ihrer  Bichtungen  springt  nach 
dem  Punkte  F  der  Stange  hinüber.  Nach  dem  Stillstande  be- 
findet sich  also  die  Stange  zwischen  den  Wänden  so  fest  einge- 
klemmt, dass  es  unendlich  grosser  Kräfte  bedarf,  um  dieselbe  ans 
ihrer  Lage  zu  verschieben.  Es  wird  folglich  nachher  an  jedenoi 
beliebigen  Punkte  der  Stange  ein  Gewicht  von  jeder  beliebigen 
Grösse  aufgehängt  werden  können,  ohne  dass  ein  Gleiten  eintritt. 
In  Wirklichkeit  kann  zwar  von  absolut  festen  Körpern  so 
wenig  als  von  unendlich  grossen  Kräften  die  Rede  sein,  und  sind 
daher  die  hier  aus  der  Annahme  absolut  fester  Körper  abgeleiteten 
Schlussfolgerungen  nur  annäherungsweise  als  gtlltig  zu  betrachten 
ftir  Körper,  wie  sie  wirklich  existiren.  Indessen  sind  dieselben 
doch  vollkommen  geeignet,  die  bekannte  Thatsache  zu  erklären, 
dass  es  schwierig  und  so  zu  sagen  unmöglich  ist,  die  Bedingungen 
der  gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung  ftir  einen  solchen 
zwischen  senkrechten  Wänden  eingeklemmten  Körper  zu  realisiren 
—  um  so  schwieriger,  je  mehr  die  Verbindungslinie  der  Bertlh- 
rungspunkte  der  horizontalen  Bichtung  sich  nähert  —  insofern  die 
geringste  seitliche  Ausweichung  des  Schwerpunktes  sofort  ent- 
weder das  Frei-herab-fallen  oder  den  völligen  Stillstand  zur  Folge 
haben  muss. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  sich  die  Erscheinung  des  «Elemmens** 
bei  dem  in  Fig.  297  dargestellten  Beispiele  erklären.   Soll  das  Klemmen  nicht 

eintreten,  so  muss  die  Richtungslinie  der 
schiebenden  Kraft  K  durch  die  in  der 
Figur  schraffirte  Parallelogramm-Fläche 
hindurchgehen.  Das  Klemmen  tritt  da- 
gegen ein,  sobald  die  Kraft  K  entweder 
rechts  an  dem  Punkte  0  oder  links  an 
dem  Punkte  0|  vorbeigeht. 

Für  den  Abstand  jedes  dieser  beiden 
Punkte  von  der  verticalen  Mittellinie  er- 
hält man  aus  dem  in  der  Figur  schraf- 
firten  ParaUelogramm  (dessen  verticale 
Diagonale  =  A,  dessen  horizontale  Dia- 
gonale b2^  ist,  und  dessen  Seiten  sämmüich  um  den  Reibungswinkel  ip  von 
der  Horizontalen  abweichen)  die  Gleichung: 


Fig.  297. 


*.tg9>  =  Y»    oder:    3^=^ 


h 

W 


also  denselben  Werth,  welcher  bereits  in  Gleichung  254)  aus  Fig.  291  gefunden 
wurde. 


rieht  des  Ktil»  in  Beiug  auf  Kip[ 

§  73. 
bwIgM  des  Keiles  in  Bezug  auf  KIppi 

irstUtete  K&rper  jede  von  de: 
zwei  Stellen  berahrt,  so  wird 
ier  UnterstHtznngsBtellen  ein 
gemeinen  vier  Druckkräfte,  ' 

(oder  der  Belastung  desseU 

äKQ  die  UnterstUtzongBääche 

ickkräfte  nnr  rechtwinkelig  z 

Denkt  man  sich  die  von  j 

beiden  Normaldrücke  allema 
tzt,  so  erkennt  man,  dasB  —  j 
fl  anf  die  beiden  einer  und  i 
nkte  —  jeder  Pnnkt  der  in 
m -Fläche  Dorchschnittspuik 

l  Fig.  a 


kann.  Solauge  also  die  Vc 
ichen  den  Endpnnkten  D  oni 
,  reichen  die  Normddrttcke 
'S  za  Terbindem. 

die  Verticale  des  Belastmigs 
t,  z.  B.  links  von  dem  Piml 
.nng  der  ReibnngswidetBtSiidi 
inks  hemm  eintreten.    Bei 
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würden  die  Pankte  A^  nnd  B^  aufhören,  Bertthrungspankte  za 
Bein ;  es  können  also  nur  die  an  den  beiden  anderen  Stützpunkten 
A  und  B  wirkenden  Kräfte  W  und  W^  einer  sokhen  Drehung  ent- 
gegenwirken. Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in  Bezug 
auf  eine  solche  Drehung  sind  daher  auf  dieselbe  Weise,  wie  wenn 
nur  diese  beiden  Stützpunkte  vorhanden  wären,  nach  den  Regeln 
des  §  70  zu  bestimmen.  Wenn  man  den  Reibungswinkel  q>  bei  A 
nach  oben,  bei  B  nach  unten  von  der  betreffenden  Normalen  aus 
abträgt,  so  bildet  der  Durchschnittspunkt  0*  der  auf  diese  Art  er- 
haltenen Richtungen  die  Grenze,  bis  zu  welcher  die  Verticale  des 
Belastungspunktes  nach  links  rücken  darf,  ohne  dass  eine  Dre- 
hung eintritt  (Fig.  299).  Auf  analoge  Weise  findet  man  auf  der 
anderen  Seite  den  Grenzpunkt  0^ ,  bis  zu  welchem  die  Verticale 
des  Belastungspunktes  nach  rechts  verschoben  werden  darf. 

Wenn  zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  A^^  ebenso  zwi- 
schen den  beiden  Punkten  B  und  S,  jeder  Zwischenpunkt  eben- 
falls eine  Berührungsstelle  bildet,  die  Berührung  also  an  jeder 
Seite  längs  einer  ganzen  Linie  stattfindet,  so  bleiben  die  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  genau  dieselben.  Denkt  man  sich 
alsdann  das  Viereck  A  A^  B  B^  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  be- 
wegt und  sieht  man  den  hierbei  von  demselben  beschriebenen 
prismatischen  Raum  als  Form  des  unterstützten  Körpers  an,  so 
findet  man,  dass  die  oben  gefundenen  Gleichgewichts-Bedingungen 
auch  gelten  für  einen  Körper  von  der  Form  eines  Keiles,  dessen 
Seitenebenen  unter  demselben  Winkel  wie  die  Untersttttzungs- 
ebenen  convergirend  längs  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  letzteren 
berühren. 

Die  in  Fig.  299  gefundenen  Punkte  0  und  0,  bilden  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  Verticale  des  Belastungspunktes  liegen 
muss,  wenn  der  ruhende  Keil  durch  die  Belastung  Q  nicht  zum 
Kippen  gebracht  werden  soll.  Eine  andere  Lage  nehmen  jene 
Grenzpunkte  an,  wenn  der  Keil  in  abwärtsgerichteter  fortschrei- 
tender Bewegung  begriffen  ist,  was  natürlich  voraussetzt,  dass 
mindestens  eine  von  den  beiden  Unterstützungsebenen  einem  be- 
weglichen Körper  angehört.  Während  der  Keil  ^£  in  Fig.  800 
längs  der  festen  Unterstützungsebene  £,  J^abwärts  gleitet,  wirkt 
an  jeder  von  den  beiden  Stützflächen  die  Mittelkraft  aus  Normal- 
druck und  Reibungswiderstand  beständig  in  einer  Richtung,  welche 
von  der  betreffenden  Normalen  nach  oben  hin  um  den  Reibungs- 
winkel abweicht.    Den  geometrischen  Ort  für  alle  Punkte,   in 
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die  SichtniigBliiiieii  der  von  den  beiden 
il  Hberb'agenen  Kräfte  einander  schneide: 
en  Fall  die  in  Fig.  300  acbraMrte  Parall 
Wenn  dagegen  der  Keil  anfwärta  gea 

jene  Mittelkräße  beständig  an  beiden  £ 
hin  am  den  Beibnngswinkel  von  den  I 
ib,  und  die  Parallelogramm-Fläehe  0  0, 
I  in  Fig.  301  angegebene  Lage  an. 


Fig.  SOO. 


inn  statt  des  Gewichtes  Q  eine  beliebige 
iDter  deren  Einwirkung  der  Keil  seine  f( 

ausführen  soll,  so  wird  dadarob  in  k 
bnng  Ton  dem  obigen  ConstrnctionB-Verfal: 
regnng  eine  fortschreitende  bleiben,  so  di 
Bser  Kraft  K  nicht  an  der  (schraffirten) 
n,  sie  muBS  vielmehr  mindestens  einen  ' 
)D  gemeinachaftlicb  haben, 
le  Vei^leichang  der  beiden  Fignren  300, 
lass  bei  fortschreitender  Bewegung 
im  fllr  die  Lage  der  Kraft  K  stets  aar  e 
njenigen  Spielräume,  welcher  in  Fig.  299 
eil  gefunden  wurde.  Wenn  also  die  B 
L  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  in  fot 

begriffene  Keil  durch  sie  nicht  zum 
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wird,  so  genügt  dieselbe  am  so  mehr  für  den  in  gleicher  Lage 
ruhenden  Keil  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  in  Bezie- 
hung auf  das  Kippen. 

Eine  weitere  Beschränkung  erleidet  jedoch  der  Spielraum 
der  Kraft  K  in  dem  Falle,  wenn  die  bewegliche  Unterstützungs- 
fläche des  Keiles  gleichfalls  einem  Keile  angehört,  der  ebenso 
wie  der  erste  an  der  einen  Seite  durch  eine  feste,  an  der  anderen 
Seite  durch  eine  bewegliche  Fläche  unterstützt  ist.  In  diesem 
Falle  wird  der  Spielraum  der  Kraft  K  nicht  nur  durch  die  zu- 
vor erwähnten  Umstände,  sondern  ausserdem  auch  noch  durch  die 
Lage  der  den  anderen  Keil  im  Gleichgewicht  haltenden  Kraft  K^ 

bedingt.    Bei  der  in 
Fig.  802.  Fig.  302   durch    die 

Wt  W  Pfeile    angedeuteten 

Verschiebungs  -  Rich- 
tung würde  die  be- 
treffende Parallelo- 
gramm -  Fläche  für 
den  Keil  rechts  wie 
in  Fig.  300,  für  den 
Keil  links  wie  in 
Fig.  301  zu  construi- 
ren  sein.  Wäre  der 
Keil  links  unter  allen 
Umständen  an  einer  kippenden  Bewegung  verhindert,  iso  würde 
die  Parallelogramm  -  Fläche  OP  den  Spielraum  für  die  Kraft  K 
bezeichnen.  Wenn  dagegen  die  bestimmt  gegebene  Kraft  JT,  die- 
jenige Kraft  bildet,  welche  den  Keil  links  im  Gleichgewicht  hält, 
so  wird  nunmehr  an  dem  Keile  rechts  der  Spielraum  ftlr  die 
Kraft  K  auf  die  Parallelogramm-Fläche  MN  reducirt.  Denn  die 
Punkte  m  und  n  in  der  gemeinschaftlichen  Berührungsfläche  beider 
Keile  bilden  die  Grenzpunkte,  welche  die  Richtungslinie  der  beiden 
von  den  Keilen  gegenseitig  auf  einander  ausgeübten  Druckkräfl;e 
2>,  D  nicht  überschreiten  darf,  wenn  bei  dem  Keile  links  ein  Zu- 
sammentreffen der  Richtungslinien  der  drei  Kräfte  i>,  W^  und  K^ 
in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  noch  möglich 
sein  soll.  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  der  Spielraum  filr 
die  Kraft  K^  auf  die  Parallelogramm-Fläche  M,  N^  sich  reducirt, 
sobald  die  den  Keil  rechts  im  Gleichgewicht  haltende  Kraft  K 
die  bestimmte  in  Fig.  302  angegebene  Richtung  und  Lage  hat, 
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da  in  diesem  letzteren  Falle  die  RichtnogBlioie  der  Kräfte  D,  D 
nicht  aossertialb  der  Grenzpankte  l  und  m  die  gemeioBchaftliche 
Berührangsfiäche  treffen  darf,  wenn  fUr  den  Keil  rechts  die  Be- 
dingung des  Gleichgewichts  in  Bezng  auf  das  Kippen  noch  erftlllt 
bleiben  soll.  Wenn  also  z.  B.  gleichzeitig  die  beiden  Kräfte  K 
and  K^  die  in  Fig.  302  angegebene  Lage  haben,  so  befindet  sich 
das  Keil-System  an  der  Grenze  des  GleicbgewichtszastandeB,  weil 
der  Pnnkt  m  in  der  gemeioschaillichen  BertltiniDgBfläche  der  ein- 
zige Pnokt  ist,  welcher  als  Angriffspnnkt  der  beiden  Drttcke  i>,  D 
ftlr  beide  Keile  zugleich  den  Gleicbgewichts-Bedingnngen  gentigt 
Die  geringste  Verschiebung  einer  der  beiden  Kräfte  K  oder  K, 
nach  der  linken  Seite  hinüber  wfirde  ein  Kippen  des  Eeil-Systems 
zur  Folge  haben,  während  die  einseitige  Verschiebung  einer  der 
beiden  Kräfte  nach  rechts  bis  zum  gegentlberliegeudeD  Eckpunkte 
der  doppelt  schraffirten  Parallelogramm  -  Fläche  hin  den  Gleich- 
gewichtszustand nicht  stOren  wUrde. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  auch  bei  dem  ruhenden  Keü-System 
die  (im  Uebrigen  wie  in  Fig.  299  zu  constmirende)  Spielraamfiäche 
an  jedem  der  beiden  Keile  auf  ein  kleineres  Gebiet  reducirt,  so- 
bald die  den  jenseitigen  Keil  im  Gleichgewicht  haltende  Kraft 
eine  bestimmt  gegebene  Richtnng  and  Lage  hat.  So  z.  B.  be- 
zeichnet in  Fig.  303  die  doppelt  schraffirte  Fläche  rechts  den 
pjg  ^^  Spielraum,  inner- 

u,  ar  halb  dessen  die 

Richtnngs  -  Linie 
der  Kraft  K  ver- 
*^  schoben    werden 

>    darf,  so  lange  die 
Richtonga  -  Linie 
der  auf  den  an- 
deren Keil  wir- 
kenden Kraft  K, 
die  bestimmte  in 
der  Figur  ange- 
gebene Lage  hat;  und  die  doppelt  schraffirte  Fläche  links  be- 
zeichnet in  gleicher  Weise  den  Spielraum  fHr  die  Kraft  K^  fbr 
den  Fall,  dass  die  Bichtungslinie  der  Kraft  K  die  bestimmte  in 
der  Figar  angegebene  Lage  hat  —  vorausgesetzt  wie  immer,  dass 
der  Grösse  nach  die  beiden  KiMe  K  und  £',  den  Gleicbgewichts- 
Bedingongeu  entsprechen. 
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Unter  dieser  Voranssetzang  darf  überhaupt  das  Gleichgewicht 
des  Keil-Systems  in  Bezug  auf  das  Kippen  allemal  als  gesichert 
betrachtet  werden,  sobald  ftLr  die  Bichtungslinie  der  von  den 
beiden  Keilen  auf  einander  gegenseitig  ausgeübten  Druckkräfte 
D,  D  irgend  eine  (mit  den  Gesetzen  der  Reibung  vereinbare) 
solche  Lage  aufgefunden  werden  kann,  bei  welcher  an  jedem  der 
beiden  Keile  ein  Zusammentreffen  der  drei  auf  denselben  wirken- 
den Kräfte  in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  nach- 
weisbar ist. 

§  74. 
Gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  des  Keiles. 

Aus  der  in  Fig.  303  und  Fig.  302  angegebenen  Construction 
ist  leicht  zu  erkennen,  wie  mit  zunehmender  Ausdehnung  der 
drei  Stützflächen  auch  die  Ausdehnung  jener  das  Kippen  betref- 
fenden Spielraumflächen  rasch  zunimmt,  und  damit  zugleich  die 
Gefahr  des  Kippens  rasch  sich  vermindert.  Wenn  also  —  wie 
im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  drei  Stütz- 
flächen und  demzufolge  auch  jene  Spielraumflächen  eine  solche 
Ausdehnung  haben,  dass  an  jedem  der  beiden  Keile  die  Bich- 
tungslinie der  betreffenden  Kiaft  unter  allen  Uniständen  durch  das 
Innere  der  ihr  zugewiesenen  Spielraumfläche  hindurchgeht,  so 
kommt  die  Möglichkeit  des  Kippens  nicht  weiter  in  Frage,  darf 
also  eine  etwaige  Verschiebung  jedes  der  beiden  Keile  unter  allen 
Umständen  als  eine  fortschreitende  Bewegung  betrachtet  wer- 
den. Es  handelt  sich  alsdann  nur  noch  um  die  Frage:  in  wel- 
chem Grössen-Verhältniss  die  beiden  ihrer  Bichtung  nach  ge- 
gebenen Kräfte  K  und  K^  zu  einander  stehen  müssen,  wenn  die 
geradlinig  fortschreitende  Bewegung  jedes  der  beiden  Keile  zu- 
gleich eine  gleichförmige  Bewegung  sein  soll. 

Die  geradlinig  fortschreitende  gleichförmige  Bewegung  eines 
Körpers  setzt  Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte  voraus.  An 
jedem  der  beiden  Keile  müssen  also  die  drei  auf  denselben  wir- 
kenden Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten  (Fig.  304).  Man 
kann  daher  auf  jeden  dieser  beiden  Körper  den  in  §  40  gefun- 
denen Satz  von  den  drei  Kräften  anwenden,  indem  man  für  jeden 
der  beiden  Dnrchschnittspunkte  0  und  0^  das  Verhältniss  der  da- 
selbst angreifenden  Kräfte  gleich  dem  Verhältniss  der  Sinus  der 
gegenüberliegenden  Winkel  setzt.  Hiernach  ergiebt  sich  für  den 
Keil  rechts  aus  Fig.  305  die  Proportion : 


Gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  des  Keiles. 
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255)  K:  D  :  PT  =  sin  (a  +  2  <jp) :  cos  (w  +  y) :  cos  (a  —  w  +  qp); 
and  ftir  den  Keil  links  ans  Fig.  306  die  Proportion: 

256)  K^:D:  W^  =  sin  («j  —  2  (jp) :  cos  (a>,  —  qp) :  cos  (a,  —  w,  —  q)). 

Sobald  eine  von  den  fünf  Kräften  gegeben  ist,  können  die 
übrigen  vier  ans  diesen  beiden  Proportionen  bestimmt  werden. 

Wenn  man  von  den  beiden  Quotienten: 

K_  ^  sin  («  +  2  (jp)  ^^^   K^  ^  sin(of,  —  2y) 
I)        cos  (w  +  cp)  D         cos  (cu,  —  (p) 

den  ersteren  dnrch  den  letzteren  dividirt,  so  erhält  man  für  das 
gesuchte  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  K  und  ÜT,  die  Gleichung: 


257) 


K  __  sin  (g  +  2  y)      cos  {(a^  —  qS) 
ÜT,         sin  («,  —  2  (jp)      cos  (w  +  q)) 


Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  die  in  Fig.  304  durch  die 
Pfeile  angedeutete  Art  der  Verschiebung,  also  auf  den  Fall,  in 

welchem  K  die  trei- 
Fig.8a4.  bende   Kraft,    und 

Y  ^1    den   zu    über- 

windenden Wider- 
stand bildet.  Aus 
dieser  Gleichung 
lässt  sich  also  die 
zur  gleichförmigen 
Uebermndung  eines 
gegebenen  Wider- 
standes K^  erfor- 
derliche treibende 
Ej-aft  berechnen.  In 
zwei  Fällen  ergiebt 
sich  fUr  letztere  ein 
unendlich  grosser 
Werth:  nämlich  er- 
stens, wenn  a^=^1q> 
und  zweitens,  wenn 
ctf=:90«  — y  wird. 
Soll  also  eine  Ueber- 
windung  jenes  Widerstandes  oder  eine  gleichförmige  Unterhaltung 
der  Bewegung  mittelst  der  treibenden  Kraft  überhaupt  möglich 
sein,  so  muss  or,  >  2  qp  und  w  <  90**  —  qp  sein. 


Fig.  806 


Fig.  305. 
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Wenn  man  in  der  obigen  Qlächnog  —  f  statt  -|-  ^  substitnirte ,  so  er< 
hielte  man  die  Oldchang: 

K  ain(n  — 2y)        COS(a),  +yl 

'W;^  sin(«.  +  2y)  ■  C0B(»-y)  ' 
welche  ftlr  den  entg^ngeaetzteD  Fall  gelten  würde,  in  welchem  der  Keil  links 
der  treibende,  nnd  der  Eeil  rechta  der  znrllckweichende  ist.  Da  indessen 
diese  Gtdchong  dnrch  einfache  Vertanschung  der  auf  die  beiden  Keile  bezüg- 
lichen Buchstaben  mit  der  vorigen  wiederum  idenüecb  wird,  so  ist  es  über- 
flüssig, diesen  Fall  als  einen  besonderen  dem  vorigen  gegenüber  zu  stellen. 
Die  Gleichung  257)  kann  vielmehr  für  beide  F&lle  zugleich  benntzt  werden, 
sobald  die  mit  dem  Index  versehenen  Buchstaben  ein  fSr  alle  Male  zur  Be- 
zdchnnng  der  auf  den  sarückweichenden  Keil  bezüglichen  Grössen  ge- 
wählt werden. 

Um  z.  B.  die  Horiiontalkraft  K  zu  berechnen,  welche  erforderlich  ist, 
um  mittelst  eines  auf  horizontaler  GnindfAche  veischiebbaren   Köles   eine 
Sftule  vom  Gewichte  £,   längs  einer  verticalen  Wand  gleichförmig  hinaufzu- 
schieben (Fig.  807),  setzt  man  a>  =  ü  =  io^    nnd 
Flg.  807.  ([,^90<>— «;  man  erhftlt  dann  ans  Gldchimg  257): 

K  sin(a  +  2y)  cos(-y) 

K,        smiaO"  — a  — 2y)   '      COSy 
258)    i:=S,  tg(«  +  2f). 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  K^oo  wird,   wenn 
0=90"— 2;>  wird,  d.  h.  eine  Wirkung  des  Edles 
in  der  ang^ebenen  Weise  ist  nur  dann  mfiglich, 
wenn  (■<  90°  —  2fi  ist.    Setzt  man  a  -=  5*  und 
den  Rdbungscoeffidenten  f=  0,08,  abo  den  Bd- 
bnngswinkel  r  ~  4°  30',  so  erhält  man : 
K—K,  -tgU»  — Z,  .0,249. 
Wenn  also  em  Gewicht  K,  =  lOUO  Eil.  in  der 
angegebenen  Weise  gehoben  werden  soll,  so  muss 
die  auf  den  Edl  wirkende  Horizontalkraft  K^  249  Kil.  sein. 

Setzt  man  —  ip  statt  -f  fi,   so  erhält  man  statt  Oleichong  258)  die 
Gleichung: 

259)    Ä"— ff,  ,^(o  — 27.), 
welche  angieht,  irie  gross  die  Kraft  sein  mnss,  wenn  der  Kdl  gleichfarmig 
znrOckweichen  soll.    Diese  Kraft  wird  Null,  wenn  a-=%g>,  und  negativ, 
wenn  a  <  If  wird.    Bei  den  oben  angenommenen  Zablenwerthen  ergftbe  sich 
E.  B.  für  letzteren  FaU: 

£■-=  -  70  Kü., 
d.  h.  nm  nach  dem  Eintreiben  des  Keiles  denselben  später  wieder  zurückzu- 
ziehen, dazu  wflrde  es  einer  von  links  nach  rechta  wirkenden  Kraft  von  70  Kil. 
bedürfen.  (Die  Gleichung  259  gilt  jedoch  für  den  vorliegenden  Fall  nur  so 
lange,  als  a  nicht  kleiner  als  ^  ist,  wol  anderofUls  bei  dem  Zurückschieben 
des  Keiles  die  BerOhmng  zwischen  der  S&ole  und  dor  verticalen  Wand  auf- 
hören wflrde.) 
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Für  den  in  Fig.  808  dargestellten  Fall  würde  o> » 
zu  setzen  sein;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  257): 

K        sin  (a  -j-  2  9>) 


a 


und 


fl>,  =a, 


90° 


Fig.  808. 


sin^ 


K, 


cos  2  9p 


cos  («  -j-  9p) 


«V 

^ 

r 

kW/ 

Wenn  z.  B.  a  =  9p  =  30°  ist,   so  wird  -«r-  =  2; 

d.  h.  es  müsste  bei  der  angenommenen  Grösse  des 
Reibungscoefficienten  /»  tg  30<* »  0,58  das  Ge- 
wicht des  parallelepipedischen  Blocks  mindestens 
halb  so  gross  sein  als  das  Gewicht  des  Keiles, 
wenn  ersterer  von  letzterem  nicht  zur  Seite  ge- 
schoben werden  soll. 


In  den  Gleichgewichts  -  Bedingungen 
des  in  Fig.  304  dargestellten  Keil-Systems 
ändert  sich  Nichts,  wenn  an  der  rechten  Seite  ebenfalls  die  feste 
ünterstützungsfläche  ersetzt  wird  durch  die  Seitenfläche  eines  be- 
weglichen (auf  fester  Ebene  verschiebbaren)  Keiles.  Wenn  bei  dem 
in  Fig.  309  dargestellten  Keil-Systeme  der  Mittelkeil  vorrückt,  und 
die  Seitenkeile  zurückweichen,  so  wirken  die  Reibungswiderstände 
am  Mittelkeile  und  am  Seitenkeile  links  in  demselben  Sinne  wie 

Fig.  30».  ^^^^-^     ^«'g- 

D 


lieh  bleibt  für  das 
Verhältniss  der  bei- 
den Kräfte  K  und 
K^  die  Gleichung 
257)  auch  in  diesem 
Falle  noch  gültig. 
Da  femer  die  Be- 
ziehungen zwischen 
MittelkeU  und  Sei- 
tenkeil —  abge- 
sehen von  der  Ver- 
schiedenheit der 
gleichliegenden  Winkel  —  an  der  rechten  Seite  genau  dieselben 
sind  wie  an  der  linken  Seite,  so  erhält  man  aus  Gleichung  257) 
durch  einfache  Vertauschung  der  Buchstaben  (d.  h.  durch  Sub- 
stitution von  er,  statt  »1,  von  w^  statt  o)^  und  von  a  —  oi  statt  w) 

K 
für  das  Verhältniss  -^r-  die  Gleichung: 


260) 


K  sin  (a  -f-  2  flp)         cos  (Wj  —  q>) 

K^         sin  (ffj  —  2  y)      cos  (a  —  w  -f-  y) 


('kIN 


T'T 


'  r    fr  V 


ßi     . 
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Die  beiden  GleichaDgen  257)  und  260)  enthalten  die  Bedin- 
gungen,  welche  erfüllt  sein  mtlssen,  wenn  die  Verschiebungen  der 
drei  Keile  (in  dem  durch  die  Pfeile  angedeuteten  Sinne)  mit  con- 
stanten  Geschwindigkeiten  erfolgen  sollen,  d.  h.  wenn  ein  anfangs 
vorhandener  Bewegungszustand  solcher  Art  unverändert  sich  fort- 
setzen soll.  Sie  gelten  übrigens  für  jede  beliebige  Geschwindig- 
keit einer  solchen  Verschiebung ,  folglich  auch  noch  für  die  Ge- 
schwindigkeiten Null.  Das  ErfUlltsein  jener  Gteichungen  bedingt 
daher  unter  Anderen  auch  die  Fortdauer  eines  anfänglich  vorhan- 
denen Ruhezustandes. 


§  75. 
Scbeitrechtes  Gewölbe. 

Setzt  man  qp  =  0  in  den  obigen  beiden  Gleichungen  y  so  er- 
hält man  die  Bedingungen,  unter  welchen  das  System  der  drei 
Keile  ganz  ohne  Reibung  im  Gleichgewicht  sich  halten  würde. 
Die  Gleichung  260)  nimmt  alsdann  die  Form  an: 

K sin  g  cos  (Oj 

K^       sin  ffj  cos  (a —  tS) 

Wenn  zugleich  die  Kräfte  K  und  K^  in  den  Gewichten  der  Keil- 
Stücke  bestehen ,  so  ist  a^  =  u)^  —  ia  zu  setzen  und  man  erhält 
die  Bedingnngs- Gleichung: 

K  sin  [(«  —  fai)  -f  ctf]  cos  w.^        tg  (er  —  cu)  +  tg  cu 


K^        sin  (cuj  —  tS)  cos  («  —  cu) 


Fig.  310. 


ötK 


tg  w,  —  tg  cu 

Bei  einem  scheitrech- 
ten Gewölbe  (Fig.  310), 
dessen  Fagen  nach  einem 
und  demselben  Punkte  O 
convergiren,  ist  diese  Be- 
dingung unter  allen  Um- 
ständen erfcdlt  —  wie 
auch  immer  die  Grenz- 
fugen der  Gewöibestacke 
ausgewählt  werden  mö- 
gen. Denn  die  Gewichte 
K  und  K^  sind  resp.  den 
Längen  L  N  und  NP  pro- 
portional; es  ist  folglich: 


K  ^  LM  +  MN       tg(tt~o>)  +  <ga> 
Z,       MP—MN'^     <gö>,  — tgfl»      ' 

Da  auf  gleiche  Weise  das  ErfOlltsein  der  anderen  (auf  das  MittelstQck  und 
das  Endstück  an  der  linken  Seite  sich  beziehenden)  Gleichgewichta-fiedingung 
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nachzuweisen  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  bei  einem* solchen  scheitrechten  Ge- 
wölbe der  Einsturz  durch  Gleiten  auf  die  in  Fig.  SLO  angedeutete  Weise  selbst 
dann  nicht  eintreten  würde,  wenn  die  Fugen -Fl&chen  absolut  glatt  w&ren. 
Der  etwaige  Einsturz  eines  solchen  Grewölbes  ist  daher  immer  mit  einem 
Kippen  der  einzelnen  Gewölbstücke  verbunden,  die  Bedingungen  der  Stabilit&t 
sind  denmach  mittelst  der  in  §  73  erklärten  Methode  zu  bestimmen. 

Betrachtet  man  zunächst 


Fig.  8U. 


jede  der  beiden  Hälften  als 
aus  einem  Stücke  bestehend, 
so  findet  man  durch  Anwen- 
dung jener  Methode,  dass  ein 
solches  (von  zwei  auf  festen 
Ebenen  ruhenden  einander  ge- 
genseitig stützenden  Keilen  ge- 
bildetes) symmetrisches  Keil- 
System  an  der  Grenze  des 
Gleichgewichtes  sich  befindet, 
wenn  die  Schwerpunkte  der 
beiden  Keile  resp.  mit  den 
Eckpunkten  P  und  jP|  der  in 
Fig.  811  schraffirten  Flächen  in  denselben  Yerticalen  li^en.  Um  diese  Be- 
dingung in  Form  einer  Gleichung  darzustellen,  hat  man  den  Abstand  x  der 

Yerticalen  des  Schwerpunktes  von 
pig.  ^2.  ^6™  Eckpunkte  A  das  eine  Mal 

Jg  CiSo>E rtff<'> M  durch  den  Rdbungswinkel  y  aus- 
zudrücken, das  andere  Mal  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  zu 
bestimmen,  und  die  beiden  auf 
solche  Weise  erhaltenen  Ausdrücke 
einander  gleich  zu  setzen.  Aus 
Fig.  311  ergiebt  sich  für  o;  die 
Gleichung: 


261)    Ä« 


tg(tt>  — y) 


Die  zweite  Gleichung  erhält  man 
aus  Fig.  312,  indem  man  (nach  §  47) 
das  Moment  der  ganzen  Trapez- 
Fläche  ABMN  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  Momente  der 
beiden  Flächentheile  setzt  (nämlich 

des  rechteckigen  Theiles  F^  '^AMNE  und  des  dreieckigen  Theiles  F^  ^^ABE). 

Es  ergiebt  sich  hieraus  zunächst  die  Gleichung: 

(F,  +F^)x^  F^  x^  —F^x^y   oder: 

J^l  «Ti  —  F^  x^ 

* — iPT+Ji 

in  welcher  alsdann  nach  Fig.  312  folgende  Werthe  zu  substituiren  sind: 

Bitter,  MMhanilc.    5.  Avil.  20 


/- 


m:/' 


tri 

;l 


il 


'-1 


306 


Dritter  Abschnitt.    Cap.  XIII.  §  75. 


r  tg  0} 


X 


F^ 


X, 


2 

ctgto 
3 


'  woraus  sich  für  x  der  Werth  ergiebt: 

3r«  — <;« 


262) 


6r+3<7^ 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Gleichungen  261)  und  262)  erhält  man 
die  Gleichung: 

C  .       /3r»~-c*\  ,^^       _,  ,.  c(6r  +  3c) 


tg  (Ol  —  ^) 


-g^q-y^j,      oder:      tg(a?  — y)tg 


o> 


3r«  — c« 


Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  durch 
c^  dividirt  und  das  Verhältniss  — =»n  gesetzt  wird,  die  Form  an: 

263)    t«(«-sP)tg«=-^j3~- 

Aus  dieser  Gleichung  l&sst  sich  jede  der  drei  Grössen  n,  <p,  a>  bestimmen,  so- 
bald die  zwei  anderen  gegeben  sind.  Bezeichnet  man  abkürzungsweise  den 
numerischen  Werth  der  beiden  in  dieser  Gleichung  einander  gleich  gesetzten 
Grössen  mit  z,  so  lässt  dieselbe  sich  auch  darstellen  durch  folgende  zwei 
Gleichungen: 

tg  (oi  —  9?)  tg  a>  =  z     und     ^^^^    ' 


264) 


265) 


3n*  — 1 
Diese  letztere  Gleichung  nimmt,  für  n  aufgelöst,  die  Form  an: 


z. 


266) 


,-ir,+|/ 


1  + 


2  (^  +  3) 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  aus  den  g^;ebenen  Werthen  von  a» 
und  <p  der  Werth  von  n  berechnen,  sobald  darin  für  z  der  aus  Gleichung  264) 
sich  ergebende  Werth  substituirt  wird.    Setzt  man  femer  in  Gleichung  264): 

SO  nimmt  dieselbe,  für  /  aufgelöst,  die  Form  an : 

tgoi*  —  z 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  erforderliche  Werth  des  Reibungs- 
coefficienten  /  berechnen,  sobald  a  und  n  (folglich  nach  Gleichung  265)  auch  z) 
gegeben  sind.  Wenn  man  endlich  Gleichung  267)  für  tg  o»  auflöst,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


268)     tg  m 


,     +)M2iS^ 


aus  welcher  a>  berechnet  werden  kann,  wenn  /  und  n  (folglich  nach  Gleichung 
265)  auch  z)  gegeben  sind. 

Setzt  man  in  der  letzteren  Gleichung  /=  0.  so  erhält  man  die  Gleichung: 

269)    \%<o^Yzy 


■K 


r 
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ans  welcher  ffir  einen  gegebenen  Werth  von  n  der  Winkel  oi  berechnet  werden 
kann,  den  die  Fnge  am  Widerlager  höchstens  mit  der  Yerticalen  einschliessen 
darf,  wenn  bei  absolut  glatten  Fugenfl&chen  noch  Gleichgewicht  möglich  sein 
solL  Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  die  Grössen  n  und  a>  folgende 
zusammengehörige  Werthe: 


n—      2,5275             5                50              100           oo 

z=           1             0,446         0,0404        0,0201          0 

o»»  I      45»      I   33«  45'   I   11»  22'   |     8»  5'     |     0» 

Setzt  man  (dem  Beibungscoefficienten  für  Mauerwerk  ungefähr  entspre- 
chend) den  Reibungswinkel  ^-^  30»,  also:  /»  tg  30»  »  0,577,  so  ergeben  sich 
aoB  den  obigen  Gleichungen  folgende  zusammengehörige  Werthe  für  jene  drei 
Grössen : 


n»    2,5275 

5            10           20           30           40           50          100 

oc 

z=         1 

0,446     0,2107    0,1026    0,0678    0,0506    0,0404    0,0201 

0 

I»  -=  I    60»     1 50»  20'  1 42»  50'  1 37»  35'  1 35»  2^  1 34»  15'  |  33»  30'  1 31»  50^  |    30» 

Welche  Grösse  auch  immer  der  Reibungswinkel  ^  haben  möge  —  sobald 
4»  SS  45»  4-  -^  ist,  wird  stets  nach  Gleichung  264)  z  =  1  (und  nach  Gleichung 

265)  it» 2,5275,  d.h.  wenn  die  Fuge  am  Widerlager  den  Winkel  45»  +  -|- 

mit  der  Yerticalen  einschliesst,  so  muss  unter  allen  Umständen  die  (in  verti- 
caler  Richtung  gemessene)  Dicke  des  Gewölbes  mindestens  die  Grösse  haben: 

Die  Werthe  2-^1    und  4»  »-  45»  -f-  -^  bilden  überhaupt  die  Grenz*en, 

über  welche  hinaus  die  oben  gefundenen  Gleichungen  nicht  mehr  zur  Berech- 
nung eines  scheitrechten  Gewölbes  benutzt  werden  dürfen.  Denn  wenn  man 
zur  YerYoUst&ndigung  der  obigen  Untersuchung  die  Winkel  bestimmt,  um 
welche  bei  den  übrigen  Fugen  die  Druckrichtnng  von  der  Normalen  abweicht, 

80  findet  man,  dass  in  solchen  F&Uen,  wo  o»  grösser  als  45»  -|-  -^  ist,  es  nicht 

mehr  die  Widerlager-Fuge,  sondern  die  um  den  Winkel  45»  -)-  -^  geneigte  Fuge 

ist,  bei  welcher  die  Abweichung  der  Druckrichtung  von  der  Normalen  und 
somit  auch  der  zur  Yerhinderung  des  Gleitens  erforderliche  Reibungswinkel 
am  grössten  wird.  Die  hierdurch  bedingte  Beschränkung  der  Gültigkeit  obiger 
Gleichungen  kommt  jedoch  in  Bezug  auf  praktische  Anwendungen  derselben 
kaum  in  Betracht,  da  bei  wirklich  ausgeführten  Constructionen  dieser  Art 
solche  Fälle,  in  denen  m  grösser  als  60»  wäre,  selten  oder  nie  yorkommen. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  809  dargestellten  Keil -Systeme  die 
Winkel  anf  der  einen  Seite  den  gleichliegenden  Winkeln  anf 
der  anderen  Seite  gleich  sind,  so  ergeben  sich  ans  den  beiden 
Oleichnngen  257)  nnd  260)  gleiche  Werthe  fttr  die  beiden  Eraft- 

20» 


'S 


'f.V> 
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Verhältnisse  -^  und  -^>  und  verschwindet  überhaupt  jeder  Unter- 
schied zynischen  jenen  beiden  Gleichungen.  Dieser  Fall  tritt  z.  B. 
dann  ein,  wenn  durch  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  die  ganze 
Figur   in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt  wird.    In  solchen 

Fällen  lässt   sich   also   die 
Fig.  318.  Bedingung    des    Gleichge- 

wichtes in  Bezug  auf  fort- 
schreitende Verschiebung 
durch  eine  einzige  Glei- 
chung ausdrücken,  und  es 
ist  dabei  gleichgültig,  ob 
die  eine  oder  die  andere 
von  jenen  beiden  Gleichun- 
gen dazu  benutzt  wird. 

Wenn  ausserdem  die  Kräfte 

Ky  K^j  K^  in  den  Gewichten 

der  Keile  bestehen,  so  ist  in 

jenen  Gleichungen  a=2w  und  «1=^,  —  w  zu  substituiren.    Für 

den  in  Fig.  313  dargestellten  Fall  nimmt  demnach  die  Gleichung 

257)  [oder  auch  die  Gleichung  260)]  die  Form  an: 

K  sin  (2  Ol  4-  2  y)  cos  (cu,  —  y)     2  sin  (cu + y)  cos  (a>^  —  y) 

K^  sin(Wi  —  (x)  —  2y)cos(w-hy)  sin[(w,  —  y)  —  (w  +  y)] 
oder: 

2ür,  _  tg  (oii  -  y)        ^    ^^^     2K,+K  ^is{m,-cp)  ^ 
tg  (w  +  y)  '         *  K  tg  (w  +  y)  ' 


Kr^K. 


270) 


K         tg(ü>-fy)         ^''—  K 

und,  wenn  hierin  2Äi  +  K=^G  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  die 

Gleichung: 

K  ^   tg  (ctf  -h  y) 

G         tg  (ci>,  —  y)  ' 

in  welcher  K  das  Gewicht  des  mittleren  Keiles  und  G  das  Ge- 
wicht des  ganzen  Keil- Systems  bezeichnet  Aus  dieser  Gleichung 
lässt  sich  also  der  Grenzwerth  K  berechnen,  welchen  das  Gemcht 
des  Mittelkeiles  nicht  überschreiten  darf,  wenn  durch  'das  Ge- 
wicht desselben  nicht  die  beiden  andern  Keile  zur  Seite  geschoben 
werden  sollen. 

Für  horizontale  Lage  der  ünterstützungs- Ebenen  ist  a>,  »  90®  zu  sub- 
stituiren,  und  wird: 

-g-=rtg(Ä>  +  ^)tgy>. 


k 
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Wenn  man  ferner  beispielsweise  (o  »  15®  und  ^  »  30®  setzt,  so  erb&lt 
man  die  Gleicbung: 

—-  —  1«  30®  =  0,58. 

In  diesem  Falle  dürfte  also  das  Gewicht  des  mittleren  keilförmigen  Blockes 
höchstens  58  Procent  vom  Gewichte  des  Ganzen  betragen,  wenn  die  beiden 
anderen  Blöcke  durch  den  Druck  desselben  nicht  fortgeschoben  werden  sollen. 


§  76. 
Kreia-Gew5lbe. 

Wenn  die  drei  Keile  die  Fonnen  von  Sector  -  Stttcken  eines 
Ereisringes  haben,  so  verhalten  sich  ihre  Gewichte  wie  die  zu- 
gehörigen Centn- Winkel.  Fttr  diesen  Fall  nimmt  also  die  obige 
Gleichung  die  Form  an: 

ig  ^  tg  (cu  +  y) 

tg  (Wf  —  (f)  ' 

Setzt  man  in  dieser  Glei- 


271) 


Wi 


^^•^^*"  chnng    w,  =  90«,    so    erhält 

man  fttr  den  anf  horizontaler 
Grandebene  rahenden  aus 
drei  Stücken  symmetrisch  za- 
sammengesetzten  Halbkreis- 
ring (Fig.  814)  die  Bedingongs- 
gleichang: 

272)  -^  =  1«(cc;-4-g))tg9). 

Je  nach  der  Grösse  des  Winkels  cu  ergeben  sich  aas  dieser 
Gleichung*)  verschiedene  Werthe  fttr  den  Reibungswinkel  (p.  Man 
erhält  z.  B.  fttr: 


€0 


0« 


15<> 


27 


70 


28«» 


29« 


30« 


40« 


90« 


y  —  I  0«  I  15«  4(K  I  17«  W  I  17«  11'  I  17«  11'  |  17«  10'  |  16«  25'  |      0« 

Der  zum  Gleichgewicht  erforderliche  Reibungscoef&cient  /«>  tg^) 
nimmt  also  den  grössten  Werth : 

/«.x  =  tgl7Ml'  — 0,309 

an,  wenn  m  zwischen  28  und  29  Grad  beträgt.    Hieraus  folgt,  dass 
bei  einem  unbelasteten  Halbkreisgewölbe  mit  radialen  Fugen  nur 


*)  Durch  Auflösung  derselben  für  tg  9>  l&sst  sich  die  obige  Gldchang 
auch  auf  die  Form  bringen: 

(■+w)+l/w+(^)'( 


tgy  «  — 


tg» 


1  + 


90 


r 
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dann  Gleichgewicht  möglich  ist,  wenn  dasselbe  ans  einem  Mate- 
rial besteht  y  dessen  Beibnngscoef&cient  mindestens  die  Grösse 
0,309  hat;  femer  dass  bei  einer  Verminderung  des  Reibungs- 

coefGicienten  unter  diesen  Werth 
^^8'  *^'  herab  zunächst  in  den  um  unge- 

fähr 28,5  Grad  gegen  die  Verti- 
cale  geneigten  Fugen  das  Gleiten 
eintreten  würde,  während  bei  den 
anderen  Fugen  kleinere  Beibungs- 
coef&cienten  schon  ausreichen,  um 
das  Gleiten  zu  v^hindem. 

Die  beiden  Gleichungen  270) 
und  271)  gelten  auch  fttr  solche 
Fälle,  in  denen  w,>  90°  ist.  Setzt 
man  z.B.  ((>t  =  120°  in  Gleichung 
271),  so  erhält  man  fttr  den  in  Fig.  816  dargestellten  Fall  die  Be- 
dingungs-Gleichung : 

120         tg(120°  — y)  ' 


273) 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  fttr  cd  und  q>  die  zusam- 
mengehörigen Werthe: 

0»  I      15«     I      23<>     I      24'>     I      25«     1      26«     1      35«     1    90« 


Ol 


y  =a  I  30«  I  35«  49'  I  36«  2V  |  36«  28'  |  36«  28'  |  36«  26^  |  35«  48'  |  16«  53' 

Bei  einem  unbelasteten  Ereisgewölbe ,  dessen  halber  Gentri- 
Winkel  120°  beträgt,  mttsste  also  der  Beibungscoefficient  min- 
destens die  Grösse: 

/«.x  =  tg  36°  28'  =  0,74 
haben,  wenn  ein  Gleiten  nicht  eintreten  soll;  und  die  Fugen,  in 
welchen  bei  kleinerem  Werthe  des  BeibungscoefScienten  das  Gleiten 
zunächst  beginnen  würde,  bilden  einen  Winkel  von  ungefähr  24^ 
mit  der  Verticalen. 

Fttr  ein  Elreisgewölbe,  dessen  halber  Gentri -Winkel  nur  60^ 
beträgt,  erhält  man  die  Bedingungs-Gleichung: 

274^      ^  —  tg  (ü)  +  y)  ^ 
^     60        tg  (60°  —  <p) ' 

aus  welcher  fttr  cu  und  q>  die  zusammengehörigen  Werthe  sich  er- 
geben: 

'  0«  I      15«     I      24«     I      25«     I      26«     I      30«     I      60« 


Ol 


y  =  I  0«  I    4«  45'    I    5«  23'   I  5«  23,5'  |    5«  23'    |    5«  18'   | 


0« 
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Bei  einem  solchen  Gewölbbogen  reicht  daher  der  Beibnngs- 
coefficient 

/u...  =  tg  5«  23,5'  =  0,094 

schon  aas,  nm  das  Gleiten  zu  verhindern.  Würde  jedoch  der 
wirkliche  Beibungscoefficient  kleiner  als  0,094,  so  würde  zunächst 
in  den  Fugen  von  25^  das  Gleiten  beginnen. 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  w»  =  90®  und  der  für  w,  =  60" 
gefundenen  Zahlenwerthe  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  dem 
Halbkreisgewölbe  ausser  den  Fugen  von  28,5®  es  immer  die  hori- 
zontalen Fugen  am  Widerlager  sind,  in  welchen  gleichzeitig  das 
Gleiten  stattfindet,  da  für  die  Zwischenfngen  —  z.  B.  für  die  Fugen 
von  60®  —  als  untere  Begrenzungen  der  beiden  Seiten-Keile  ein 
kleinerer  Beibungscoefficient  schon  ausreichen  würde,  um  das 
Gleiten  zu  verhindern. 

Die  hier  gefundenen  Bedingungs  -  Gleichungen  betreffen  — 
wie  im  Eingange  des  §  74  ausdrücklich  bemerkt  wurde  —  aus- 
schliesslich das  Gleichgewicht  in  Bezug  auf  fortschreitende  Ver- 
schiebungen der  keilförmigen  Gewölbstücke  und  bedingen  den 
wirklichen  Gleichgewichtszustwd  nur  in  den  (vergleichsweise  sel- 
tener vorkonmienden)  Fällen,  in  welchen  die  Ausdehnung  der 
Fugenflächen  oder  die  Dicke  des  Gewölbbogens  so  gross  ist,  dass 
eine  Drehung  der  Gewölbstücke  nicht  in  Frage  kommt.  Bei  Ge- 
wölbconstructionen,  wie  sie  in  der  Praxis  vorkommen,  pflegt  die 
Dicke  des  Bogens  meistens  so  klein  zu  sein,  dass  der  etwaige 
Einsturz  desselben  fsust  immer  mit  einer  Drehung  der  einzelnen 
Stücke  verbunden  ist  Die  oben  gefundenen  Gleichungen  bilden 
daher  nur  einen  Theil  der  Gleichgewichts-Bedingungen,  und  darf 
aus  dem  ErfttUtsein  jener  Gleichungen  für  sich  allein  noch  keines- 
weges  ein  Schluss  auf  die  Stabilität  der  Gewölbconstruction  ge- 
zogen werden. 


§  77. 
Keil-Presse. 

Für  den  Fall,  dass  die  beiden  Strafte  K^  resp.  den  festen 
Unterstützungsebenen  parallel  wirken  —  wie  bei  der  in  Fig.  316 
dargestellten  Keil-Presse  die  Gegendrücke  der  zusammengepressten 
Substanzen  —  ist  o^i  =  0  und  ausserdem  (wegen  synmietrischer 
Anordnung)  a  =:  2  co  zu  substituiren  in  der  allgemeinen  Gleichung 
257),  welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt: 
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K^ 
K, 


sin  (2  CD  +  2  y)  cos  y 


oder: 


275) 


cos  (w  +  y)  sin  (a,  —  2  y) 

K  2  sin  (ctf  +  y)  cos  y 

Kx  sin  (ai  —  2  y) 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  ftlr  jeden  Werth  des  Winkels 
o,  die  zum  Hervorbringen  eines  bestimmten  Druckes  K^  erforder- 
liche Kraft  K  berechnen. 

Wenn  man  in  obiger  Gleichung  «i  =  90®  +  y  substituirt,  so 
erhält  man  für  die  in  diesem  Falle  erforderliche  Triebkraft  jK'=  P 
die  Gleichung: 

P 
276)    -gr-  =  2  sin  (cü  +  y), 


Fig.  816. 


welche  zeigt,   dass 

p 
das  Verhältniss  f^ 

in  diesem  Falle  ge- 
nau übereinstimmt 
mit  dem  in  Glei- 
chung 255)  ftlr  das 

Verhältniss  -jj  ge- 
fundenen Werthe 
(sobald  auch  dort 
o  =:  2  cu  substituirt 
wird).  In  diesem 
speciellen  Falle 
wird  also  K^  =  D^  d.  h.  es  wird  der  von  dem  Mittelkeile  auf 
den  Seitenkeil  übertragene  Druck  in  unveränderter  Richtung  und 
Grösse  auf  die  zusammenzupressende  Substanz  übertragen,  ohne 
dass  durch  Reibung  an  der  festen  Unterstützungsebene  Elraft  ver- 
loren ginge.  Die  festen  Unterstützungsebenen  leisten  in  diesem 
Falle  gar  keinen  Gegendruck  und  könnten  daher  ganz  weggenom- 
men werden,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  dadurch  gestört 
würde. 

Setzt  man  ein  anderes  Mal  ai  =  90®  —  co  in  der  Gleichung 
275),  so  erhält  man  für  die  bei  horizontaler  Lage  der  Unter- 
stützungsebene erforderliche  Triebkraft  Q  die  Gleichung: 

Q        2  sin  (a>  +  y)  cos  y 
K^  cos  (w  +  2  y) 

welche  durch  Gleichung  276)  dividirt  die  Form  annimmt: 


277) 


Keil-Presse. 


313 


Setzt  man  beispielsweise  qp  =  5"  45'  (also  tg  r/)  =/=  0,1)  und 
u}  =  V  30',  so  wird: 

-^  =  0,287,     -Sr-  =  0,294    und  -^=1,025. 

Ä,  Ä,  x' 

Die  zum  Hervorbringen  des  Druckes  K^  erforderliche  Triebkraft 
ist  also  bei  horizontalen  Gleitflächen  um  2,5  Procent  grösser  als 
in  dem  Falle,  wenn  die  Gleitflächen  um  90^  +  5M5' +  2^  30^ 
gegen  die  Verticale  oder  um  8°  15'  gegen  die  Horizontale  ge- 
neigt sind. 

Um  die'  beiden  verschiedenen  Anordnungen  ihrem  mechani- 
schen Werthe  nach  mit  einander  zu  vergleichen,  darf  jedoch  nicht 
lediglich  die  Kleinheit  der  zum  Ueberwinden  eines  gegebenen 
Widerstandes  erforderlichen  Triebkraft  K  als  Maassstab  gewählt 
werden  —  denn  eine  Verkleinerung  der  Grösse  K  liesse  sich  auch 
durch  eine  Verkleinerung  des  Winkels  (a  erreichen  —  sondern  es 
mtlssen  die  mechanischen  Arbeiten  mit  einander  verglichen 
werden,  welche  von  der  Triebkraft  in  jenen  beiden  Fällen  ver- 
richtet werden,  um  die  gegebenen  Widerstände  K^  längs  einer  ge- 
gebenen Strecke  w  zu  tiberwinden. 


Fig.  ai7. 


so  erhält  man  die  Gleichung: 

280) 


Für  das  Verhältniss  der 
Wegeslängen  x  und  w^ 
welche  der  vordringende 
Mittelkeil  und  die  zu- 
rückweichenden Seiten- 
keile gleichzeitig  zurück- 
legen, ergiebt  sich  aus 
dem  Dreieck  ABC  (Fig. 
817)  der  Werth: 

279)    ±  =  ^^. 
w        sin  CO 

Wenn  man  die  beiden 
Gleichungen275)  und  279) 
mit  einander  multiplicirt 
und  durch  zwei  dividirt, 


Ka;  sin  (w  +  w)  cos  <p  sin  «i 

2  Ki  w  sin  (ffi  —  2q))  sin  (o 


314  Dritter  Abschnitt.   Cap.  XÜI.  §  78. 

Auf  der  linken  Seite  steht  im  Zähler  die  von  der  Triebkraft 
K  zu  leistende  Arbeit,  und  im  Nenner  die  bei  Ueberwindnng  der 
Widerstände  K^  prodncirte  (Nntz-)  Arbeit.  Wenn  man  die  letztere 
mit  %  bezeichnet,  ferner  mit  %  die  Arbeit,  welche  die  Triebkraft 
zu  verrichten  hat,  wenn  die  Gleitflächen  nm  den  Winkel  ci>  -f-  9 
gegen  die  Horizontale  geneigt  sind  und  mit  %^  die  bei  horizon- 
talen Gleitflächen  von  der  Triebkraft  zu  verrichtende  Arbeit,  so 
erhält  man  ans  Gleichung  280)  nach  Substitution  der  entsprechen- 
den Werthe  für  a^  die  Gleichungen: 

ätp   sin  (fai  +  y)  cos  q> 

21  sin  CO 

gq  sin  {(o  +  y)  cos  y  cos  iu 

31  sin  cj  cos  (w  +  2  y) 

und  wenn  man  die  letztere  durch  die  erstere  dividirt,  so  erhält 
man  fllr  das  Verhältniss  der  in  jenen  beiden  Fällen  von  der  Trieb- 
kraft zu  verrichtenden  Arbeiten  den  Werth: 

281)   |l ^^r^, 

äp         cos(cD-f-2y) 

und  speciell  für  die  oben  angenommenen  Winkel  cu »»  2®  30'  und 
y  =  5M5'  den  Werth: 

g,   __    0,999    __ 

%  ~  0,9703  ~    '^  ' 

Die  zum  Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Arbeitsgrösse 
von  der  Triebkraft  zu  leistende  Arbeit  beträgt  also  (fllr  die  hier 
angenommenen  Grössen  der  Winkel  cd  und  y)  bei  horizontalen 
Gleitflächen  etwa  3  Procent  mehr,  als  bei  Flächen,  Welche  nm 
8®  1 5'  gegen  die  Horizontale  geneigt  sind. 
\ 

§  78. 

Druck-  oder  StOtz-Unieii. 

Die  in  §  74  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  257)  und 
260)  geben  in  Bezug  auf  das  ruhende  Keil -System  nur  die 
Grenzwerthe  an,    über  welche  hinaus   die  Eraftverhältnisse 

4-  ™d  4-  nich.  w«tae.  Mm,»,  olme  i«,  ein  Vorr.*«, 

des  Mittelkeils  und  ein  Zurückweichen  der  Seitenkeile  beginnt; 
ebenso,  wenn  darin  —  y  statt  +  y  substituirt  wird,  die  Gren- 
zen unter  welche  hinab  jene  Eraftverhältnisse  nicht  abnehmen 


Druck-  oder  Stütz-Linien. 
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dürfen,  ohne  dasB  ein  Znrttckweichen  des  Mittelkeiles  und  ein 
Vorrttcken  der  Seitenkeile  eintritt.  Die  Gleichgewichts- Bedin- 
gungen des  rahenden  Keil-Systems  erfordern  also  nur,  dass  jene 
Eraftverhältnisse  zwischen  den  Grenzen  liegen,  welche  in 
dem  einen  and  dem  anderen  Falle  aus  den  obigen  Gleichungen 
sich  ergeben,  and  innerhalb  dieser  Grenzen  giebt  es  unendlich 
viele  verschiedene  Werthe  derselben,  welche  den  Gleichgewichts- 
Bedingungen  genügen. 

Dasselbe  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  von  jenen  Kräften  her- 
vorgerufenen Gegendrücke,  welche  von  den  festen  Ebenen  auf  die 
Keile,  und  von  den  letzteren  aufeinander  gegenseitig  übertragen 
werden.  Nur  in  den  beiden  Grenzfallen  ergeben  sich  bestimmte 
Sichtungen  und  Grössen  für  diese  Druckkräfte,  insofern  dieselben 
alsdann  immer  um  den  Beibungswinkel  von  den  Normalen  der 
Druckflächen  abweichen  müssen  —  in  dem  einen  Grenzfalle  wie 
in  Fig.  318,  in  dem  anderen  Falle  wie  in  Fig.  319.    In  jedem 


Fig.  318. 


Fig.  319. 


dieser  beiden  Fälle  lässt  sich  zwischen  den  beiden  Punkten  A 
und  B  als  Ehidpunkten  nur  auf  eine  Weise  eine  gebrochene  Linie 
so  legen,  dass  die  Seiten  derselben  die  Bichtungslinien  der  ein- 
zelnen Druckkräfte  darstellen.  (Diese  gebrochene  Linie  stellt  zu- 
gleich die  labile  Gleichgewichtsform  einer  in  den  Punkten  A 
und  B  unterstützten  Stangenverbindung  dar,  deren  drei  Gelenk- 
punkte die  AngriflTspunkte  der  Kräfte  K^  K^  und  K^  bilden; 
und  die  beiden  allgemeinen  Gleichungen  des  §  74  können  daher 
auch  als  Gleichgewichts -Bedingungen  einer  solchen  Verbindung 
von  vier  Stangen  benutzt  werden.  Vergl.  Fig.  229.)  In  jedem 
Zwischen&lle  dagegen  —  d.  h.  sobald  die  Grössen  der  beiden 

K  K 

Kraftverhältnisse  -w-  und  -^-  innerhalb  der  oben  angegebenen 

Grenzwerthe  liegen  —  lässt  sich  zwischen  den  beiden  Punkten 
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A  und  B  bei  genügender  Länge  der  Fugen  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Arten  eine  gebrochene  Linie  so  legen,  dass  die  Seiten 
derselben  als  Richtungslinien  der  einzelnen  Druckkräfte  gelten 
können.  Die  wirkliche  Form  dieser  Druck-  oder  Stütz-Linie  wird 
in  jedem  bestimmten  Falle  bedingt  durch  die  Richtungen  und 
Grössen  der  von  den  beiden  festen  Ebenen  auf  das  Keil -System 
übertragenen  Druckkräfte,  hängt  also  ab  von  der  Art  und  Weise, 
in  welcher  das  Keil -System  zwischen  die  beiden  festen  Ebenen 
hineingezwängt  wurde, 

Diese  Unbestimmtheit  wird  um  so  grösser,  je  kleiner  die 
Summe  der  Convergenzwinkel  der  drei  Keile  wird,  und  wenn  die 
letztere  kleiner  ist  als  der  doppelte  Reibungswinkel,  so  können 
die  Drücke  i?,  I)  der  festen  Ebenen  gegen  das  Keil-System  un- 
endlich gross  werden,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichgewichtes 
eintritt.  Denn  der  Winkel  a,  um  welchen  die  rechtwinkelig  zur 
Halbirungslinie  des  Gonvergenzwinkels  der  beiden  festen  Ebenen 

gezogene    Linie   AB    von 
Fig.  820.  den  Normalen  derselben  ab- 

weicht, ist  in  diesem  Falle 
kleiner  als  der  Reibungs- 
winkel (Fig.  320),  und  wenn 
die  Drücke  i?,  i?  in  die 
Richtungslinie  A  B  fallen, 
so  halten  dieselben  für  sich 
allein  wirkend  bei  jeder  be- 
liebigen Grösse  einander  im 
Gleichgewicht,  in  welchem 
Falle  die  gerade  Linie  AB 
selbst  die  Druck -Linie  bil- 
det. Je  grösser  aber  diese 
Drücke  sind,  d.  h.  je  fester 
das  Keil-System  zwischen  den  beiden  Wänden  eingeklemmt  sich 
befindet,  um  so  mehr  wird  auch  den  sonstigen  auf  die  Keile  etwa 
vnrkenden  Kräften  £,  i^t  7  ^  jede  beliebige  Grösse  und  Richtung 
gegeben  werden  können,  ohne  dass  eine  Störung  des  Gleichge- 
wichtes durch  sie  hervorgebracht  würde  (vergl.  Fig.  294). 

Wenn  z.  B.  der  mittlere  von  den  drei  (gewichtlos  gedachten) 
Keilen  mit  einem  Gewichte  Q  belastet  wird,  so  nimmt  zwar  die 
Drucklinie  eine  von  der  horizontalen  A  B  abweichende  Form  A  CB 
an,  insofern  nunmehr  zu  dem  horizontalen  Gegendruck  Z>  noch 


Druck-  oder  Stütz-Linien. 


eine  verticale  Seitenkraft  V^=^-^Q  an  jeder  von  beiden  Unter- 
sttttznngaBtellen  hinzutritt  (Fig.  321).  Diese  Abweichung  igt  aber  nm 

V        'iQ 
so  kleiner,  je  kleioer  das  Verhältniss  tg  e  =  jj^    j^    ist,  oder 

je  grösser  der  Druck  D  im  Verhältnißs  zur  Grösse  des  angehängten 
Gewichtes  war.  Es  iet  also  nor  nOthig,  beim  Hineinzwängen  des 
Keil-Syetems  zwischen  die  Wände  einen  hinreichend  grossen  Dmck 
hervorzubringen  —  bevor  noch  das  Gewicht  Q  zur  Wirkung  ge- 
langte —  um  zu  erreichen,  dass  die  uachherige  Abweichung  der 
Drucklinie  von  der  Horizontalen  beliebig  klein  und  innerhalb  der 
durch  den  Beibnngswinkel  bedingten  Grenzen  bleibt  Bei  diesem 
sowohl  als  bei  dem  umgekehrten  in  Fig.  322  dargestellten  Falle 


Fig.  321. 


Fig.  323. 


ist  demnach  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  nttr  an  die  Be- 
dingung geknöpft,  dass  die  Winkel  zwischen  den  äusseren  Fugen 
und  der  Verticaleo  kleiner  sein  mUssen  als  der  Reibongswinkel. 

Die  Möglichkeit  des  Gleichgewichtes  eines  solchen  zwischen 
zwei  festen  Wänden  eingeklemmten  mit  Gewichten  belasteten  Keil- 
Systems  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig  von  der  Anzahl 
der  Keilstflcke  oder  von  der  Anzahl  der  Fugen.  Wenn  eine  ge- 
rade Linie  durch  sämmtliche  Fugen  so  hindurcbgelegt  werden 
kann,  dass  die  Abweichung  dieser  Linie  von  der  Normalen  der 
einzelnen  Fuges  tiberall  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel ,  so 
ist  hinreichender  Druck  die  einzige  Bedingung,  von  welcher  der 
Gleichgewichtszustand  abhängt. 

Der  kleinste  zur  Aufrechterhaltung  des  Gleichgewichtsznstan- 
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des  noch  ausreichende  Druck  wird  in  diesem  Falle  entweder  durch 
die  Grosse  des  Reibungswinkels  oder  durch  die  Länge  der  Fugen 
—  durch  die  Lage  von  deren  Endpunkten  —  bedingt.  Denkt 
man  sich  die  Horizontal -Drücke  der  Wände  gegen  das  belastete 
Keil-System  anfänglich  unendlich  gross  —  in  welchem  Falle  die 
Drucklinie  unter  allen  Umständen  eine  gerade  Linie  bildet  —  und 
nachher  allmählich  abnehmend  so  lange  bis  schliesslich  eine  Stö- 
rung des  Gleichgewichts  eintritt,  so  findet  man,  dass  auf  zweierlei 
Weise  die  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  erreicht  werden 
kann ;  entweder  dadurch,  dass  an  einzelnen  Stellen  die  Abweichung 
der  Druck -Richtung  von  der  Normalen  der  Fuge  die  Grösse  des 
Reibungswinkels  erreicht,  oder  auch  dadurch:  dass  in  einzelnen 
Fugen  die  Druck -Punkte  bis  an  die  oberen  oder  unteren  End- 
punkte der  Fugen  hinanrücken.  Jedem  dieser  beiden  Grenzfälle 
entspricht  eine  bestimmte  Grösse  des  Horizontaldruckes,  und  der 
grössere  von  diesen  beiden  Werthen  ist  als  das  Minimum  des  zum 
Gleichgewicht  erforderlichen  Horizontaldruckes  anzusehen. 


§  79. 
Parabolische  StOtz-Unie. 

Um  den  kleinsten  Horizontaldmck  zu  bestimmen,  bei  wel- 
chem ein  zwischen  verticalen  Wänden  eingeklemmtes  System  von 
Parallel  -  Platten  noch  im  Gleichgewichtszustande  sich  befindet, 

hat  man   sich    die 
^^8-  ^^  beiden  Hälften  zu- 

nächst auf  die  in 
Fig.  323  angedeu- 
tete Art  unterstützt 
zu  denken,  nämlich 
in  dem  oberen  End- 
punkte C  der  Mittel- 
Fuge  einander  ge- 
genseitig stützend 
und  in  den  unteren 
Endpunkten  A  und  B  der  Aussen-Fugen  von  den  verticalen  Wän- 
den gestützt. 

Bei  dieser  Art  der  Unterstützung  ist  jedenÜEtUs  der  Druck  in 
der  Mittel -Fuge  horizontal  gerichtet.  Denn  wenn  man  für  das 
Ganze  die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 


Parabolische  Statz-Linie. 
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Pnnkt  B  als  Drehpunkt  anfistellt,  so  erhält  man  für  die  verticale 
Seitenkraft  des  von  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendruckes 
die  Gleichung:  0  =  F.  2/  —  2  G/  oder  V=  G,  und  da  die 
Summe  der  auf  die  Hälfte  A  C  wirkenden  Verticalkräfte  Null  sein 
muss,  so  folgt  hieraus,  dass  der  in  dem  Punkte  C  wirkende  Druck 
keine  verticale  Seitenkraft  enthalten  kann.  Dieser  Druck  ist  also 
horizontal  gerichtet  und  gleich  der  horizontalen  Seitenkraft  H  des 
Yon  dem  Stützpunkte  A  geleisteten  Gegendruckes. 

Wenn   man    femer  für  die 


Fig.  824. 
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Hälfte  A  C  (Fig.  824)  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Punkt  A  als 
Drehpunkt  aufstellt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

282)    0  =  G-y  —  fl^.A, 
Gl 


oder:    H  = 


2h 


Wenn  die  Gewichte  der  einzelnen  Platten  —  wie  vorausge- 
setzt werden  soll  —  den  Dicken  derselben  proportional  sind,  und 
das  Gewicht  einer  Platte,  deren  Dicke  gleich  der  Längeneinheit 
ist,  mit  p  bezeichnet  wird,  so  ist  6r  =  /i  /  zu  setzen,  und  man  er- 
hält die  Gleichung: 


283) 


Fig.  325. 
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Um  die  Stelle  P  zu  finden,  in  welcher  irgend  eine  andere 

Fuge  von  der  Stütz-Linie  getroffen 
wird,  hat  man  sich  die  beiden 
Platten-Gruppen  AP  und  CP  in 
dem  Punkte  P  einander  gegen- 
seitig stützend  zu  denken  und  ftlr 
das  Stück  CP  die  Gleichung  der 
statischen  Momente  aufiEustellen  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P  als  Dreh- 
punkt; man  erhält  dann  nach 
Fig.  826  die  Gleichung: 

284)     0=;;^  ^  -^-.V» 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  den  Gleichungen  283)  und 
284)  gefundenen  Werthe  von  H  führt  alsdann  zu  der  Gleichung: 


1 

1» 


oder: 


2y 
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285) 


y  ar 

T  ~1^ 


welche  ihrer  Form  nach  genau  übereinstimmt  mit  der  fllr  die  para- 
bolische Eettenlinie  gefundenen  Gleichung  189)  und  zeigt,  dass 
die  Punkte,  in  welchen  die  einzelnen  Fugen  von  der  Drucklinie 
geschnitten  werden,  in  einer  Parabel  liegen,  deren  Scheitelpunkt 
mit  dem  Punkte  C  zusammenfällt. 

Die  Abweichungen  der  Druckrichtungen  von  den  Normalen 
der  Fugen  (also  hier  von  den  Horizontalen)  sind  am  grössten  bei 
den  Sttltzpunkten  A  und  B.  Der  Winkel  €,  welchen  die  Mittel- 
kraft W  der  Seitenkiilfte  V  und  H  mit  der  Horizontalen  einschliesst, 
ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

V        pl 

welche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  283)  für  H  gefundenen 
Werthes  die  Form  annimmt: 

286)    tg€=^. 

Dieser  Werth  ist  zu  vergleichen  mit  der  Grösse  des  Beibungs- 
coefficienten  /  =  tg  y.  Wenn  der  Winkel  e  kleiner  ist  (oder 
wenigstens  nicht  grösser)  als  der  Reibungswinkel  <jp,  so  ist  die 
in  Gleichung  283)  gefundene  Grösse  des  Horizontaldruckes  aus- 
reichend. Wenn  dagegen  e  grösser  ist  als  9,  so  wird  das  Mini- 
mum des  Horizontal- 
Fig.  326.  druckes     durch    die 

Grösse  des  Beibungs- 
winkels  bedingt.  Die 
derGrenze  desGleich- 
gewichts -  Zustaides 
entsprechende  Stütz- 
Linie  A,  C,  B,  (Fig. 
328)  hat  alsdann  eine 
kleinere  Pfeilhöhe  A,,  welche  aus  Gleichung  286)  zu  bestimmen 
ist,  nachdem  darin  £  mit  q)  vertauscht  wurde.    Es  ist  also  für 
diesen  Fall  zu  setzen: 

2Ä,        .j_.     I,  _  l^V 


287)    tgy 


>     oder:     A, 


/    '      ™ '  2 

Dieser  kleineren  Pfeilhöhe  entspricht  ein  grösserer  Horizontal- 
druck ^,,  für  welchen  nach  Gleichung  283)  der  Werth  sich  er- 
giebt: 


Parabolische  Stütz-Linie. 
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288)    ^==|f  =  /L. 

Wenn  also  das  zwischen  den  beiden  verticalen  Wänden  einge- 
klemmte Platten -System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist 
der  wirkliche  Horizontaldmck  jedenfalls  nicht  kleiner  als  der 

grössere  von  den  beiden  Werthen  -^r-  iind  ~— • 

In  tg  (p 

Die  parabolische  Form  der  Stütz -Linie  wird  ausschliesslich 
durch  die  gleichförmig  über  die  Horizontal -Projection  vertheilte 
Belastung  bedingt  und  ist  im  Uebrigen  unabhängig  von  der  Form 
der  Linien,  in  welchen  die  Endpunkte  der  Fugen  liegen.  Die 
Durchschnittspunkte  der  Stütz-Linie  mit  den  einzelnen  Fugen  bil- 
den daher  auch  in  dem  Falle  noch  eine  Parabel,  wenn  das  Platten- 
System  oben  und  unten  krummlinig  abgegrenzt  ist,  vorausgesetzt: 
dass  die  Fugen  vertical  gerichtet  sind,  und  dass  die  Gewichte 
der  Platten  den  Dicken  derselben  proportional  sind  (oder:  dass 
die  Fugen  sämmtlich  gleiche  Länge  haben).  Wenn  jedoch  die 
Pfeilhöhen  jener  krummen  Begrenzungslinien  so  gross  (oder  die 
Längen  der  Fugen  so  klein)  sind,  dass  der  tiefste  Punkt  der  Mittel- 
fuge höher  liegt  als  die  höchsten  Punkte  der  Aussenfugen,  so  tritt 
hier  der  von  dem  vorigen  abweichende  Fall  ein,  dass  nicht  nur 
eine  Verminderung,  sondern  auch  eine  Vergrösserung  des  Hori- 
zontaldruckes über  eine  gewisse  Grenze  hinaus  eine  Störung  des 
Gleichgewichtes  zur  Folge  hat. 

Denkt  man  sich  die  beiden  Hälften  des  Systems  das  eine 
Mal  —  wie  in  Fig.  827  angedeutet  —  in  den  tiefsten  Punkten  A 


Fig.  828. 


E"^^^ 


und  B  der  Aussenfugen  an  die  festen  Wände,  und  in  dem  höchsten 
Punkte  S  der  Mittelfuge  an  einander  gegenseitig  sich  anlehnend, 
so  erhält  man  nach  Gleichung  283)  für  die  Grösse  des  Horizontal- 
druckes entsprechend  dieser  Art  der  Unterstützung  den  Werth: 

Kitter,  tfeehanik.    5.  Aafl.  21 
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289) 


Wenn  man  dagegen  ein  anderes  Mal  —  wie  in  Fig.  328  an- 
gedeutet —  den  tiefsten  Punkt  T  der  Hittelfuge  und  die  höchsten 
Punkte  C  und  D  der  Aussenfngen  als  Stützpunkte  betrachtet,  so 
erhält  man  für  den  Horizontaldruck  die  Gleichung: 


290) 


'~  2(A  — c) 


Es  ist  femer  derjenige  Horizontaldruck,  bei  welchem  die 
Stütz-Linie  an  den  Endpunkten  um  den  Reibungswinkel  q>  von  der 
Horizontalen  abweichen  wtlrde ,  nach  Gleichung  288) : 

.    Pi 


291)     H, 


^g> 


Wenn  also  das  Platten-System  im  Gleichgewichtszustande  sich 
befindet,  so  ist  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls  nicht 
grösser  als  H^  und  nicht  kleiner  als  der  grössere  von  den  beiden 
Werthen  Hi  und  H^.  Der  Gleichgewichtszustand  ist  daher  nur 
dann  überhaupt  möglich,  wenn  B^^B^  ist,  oder  wenn  die  Be- 
dingung erfällt  ist: 

iyz)    tg  qp  ^ j 


§  80. 

Stütz- Linie  fOr  ungieicIifSrinig  Ober  die  Horizontal -Projeetloii  vertliellte 

Betastung. 

Wenn  die  Länge  der  Fugen  von  der  Mittte  aus  nach  den 

Seiten  hin  gleichförmig  zunimmt,  so 
kann  das  Gewicht  der  einen  Hälfte 
AECD  (Fig.  829)  als  aus  zwei  Thei- 
len  bestehend  angesehen  werden,  de- 
ren Gewichte  sich  verhalten  wie  die 
Flächeninhalte  des  Rechtecks  FECD 
und  des  Dreiecks  A  FD.  Wenn  also 
pl  das  Gewicht  des  ersteren  ist,  so 
ergiebt  sich  für  das  Gewicht  des 
letzteren  die  Grösse: 

293)    Q^^^pL 


Druck-  oder  Stfltc-LmieD.  323 

Das  statische  Homeot  des  Gewichtes  der  ganzen  Hälfte  in  Bezng 
aof  den  Punkt  >4  ist  also: 

Die  OrOsee  dieses  Homentee  bleibt  genan  dieselbe,  wenn  das 
Platten -System  —  wie  bei  den  in  Fig.  330  und  Fig.  381  darge- 

Fig.880.  Fig.  381. 


Stellten  Fällen  —  oben  and  unten  knuamlinig  (statt  geradlinig)  ab- 
gegrenzt ist  —  Toransgesetzt,  dass  die  Längen  der  Fngen  dieselben 
GrOsBen  behalten  (folglich  auch  das  Gesetz  der  Lastrertheilang 
dasselbe  bleibt).  Hiemach  ergiebt  sich  fUr  den  kleinsten  Hori- 
zontaldmck  —  entsprechend  der  in  Fig.  880  dargestellten  Form 
nnd  Lage  der  Sttttz-Linie  —  die  Gleichnng: 

295)  //,  (J  -f  a  +  2  c)  —  9R, 

nnd  fHr  den  grSsBten  HorizoDtaldmck  —  entsprechend  der  in 
Fig.  881  dai^estellten  Lage  der  Sttltz-Linie  —  die  Gleichnog: 

296)  ff,a  =  SK, 

endlich  für  denjenigen  Horizontaldmck,  bei  welchem  die  lUcfa- 
tnng  des  von  der  festen  Wand  ansgeheodea  totalen  Gegendmckes 
am  den  Reibnngswinkel  ip  von  der  Horizontalen  abweicht,  die 
Gleichung : 

297)  ^y^  =  tg  9>. 

Bei  vorhandenem  Gleichgewichtszustände  liegt  also  der  wirk- 
liche Horizontaldruck  jedenfalls  zwischen  folgenden  zwei  Grenz- 
werthen:  den  oberen  bildet  der  aus  Gleichnng  296)  zu  bestim- 
mende Werth: 

*'«'  "---Irl'  +  T)' 

31* 
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den  nnteren  Grenzwerth  bildet  der  grössere  von  den  beiden  resp. 
ans  den  Gleichungen  295)  und  297)  zu  bestimmenden  Werthen: 


299)     H,  = 


6  (5  +  a  +  2 


300)     fls 


-V 


und 


Vorausgesetzt  sind  bei  diesem,  sowie  auch  bei  dem  vorigpn 
Falle,  solche  Formen  der  Begrenzungscurven ,  bei  welchen  die 
verschiedenen  Stütz -Linien  überall  in  das  Innere  der  von  jenen 
beiden  Gurven  eingeschlossenen  Fläche  hineinfallen.  Wenn  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  so  hat  im  Uebrigen  die  Form  jener  Cnrven 
keinen  Einfluss  auf  die  Grenzwerthe  des  Horizontaldruckes. 

Wenn  irgend  eine  den  Gleichgewichts  -  Bedingungen  entspre- 
chende —  also  zwischen  den  obigen  Grenzen  liegende  —  Grösse 
des  Horizontaldruckes  mit  H  bezeichnet  und  als  eine  gegebene 
Grösse  angenommen  wird,  so  lässt  sich  alsdann  die  Form  der- 
jenigen Stütz-Linie,  welche  dieser  Grösse  des  Horizontaldruckes 
entspricht,  auf  folgende  Weise  ermitteln.  Es  kann  zunächst  die 
Pfeilhöhe  h  dieser  Stütz-Linie  bestimmt  werden  aus  der  Gleichung: 


301)     Hh  =  m 


PJL 
6 


hi) 


Fig.  332. 


Um  femer  die  Lage  des  Punktes  P  zu  finden,  in  welchem  die 

in  der  Entfernung  a:  von  der  Mitte 
liegende  Fuge  von  der  Stütz-Linie 
geschnitten  wird,  bildet  man  für 
das  Stück  PS  (Fig.  882)  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in 
Bezug  auf  den  Punkt  P.  Das  Ge- 
wicht dieses  Stückes  setzt  sich  zu- 
sammen aus  den  beiden  Theilen 
px  und  G,  welcher  letztere  zu 
der  ganzen  ungleichförmig  ver- 
theilten  Last  Q  sich  verhält  wie  o^  zu  /';  es  ist  also  nach  Glei- 
chung 293): 


ps 


a:*. 


n  2cl 

Die  Gleichung  der  statischen  Momente  ftlr  das  Stttck  PS  ist 
demnach : 


302) 


By-£f  + 


ps 

TT 


6 


Stütz-Linien  in  Gewölben.  325 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  dividirt  durch  Gleichung  30 1), 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Stütz -Linie: 

o^ox     y         (3c/  +  ^^)^ 
^"^^     T=      (3c  +  *)/'     ' 

Eine  Vergleichung  derselben  mit  der  frtther  gefundenen  Glei- 
chung 201)  zeigt,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Form  der  Sttitz- 
Linie  genau  übereinstimmt  mit  der  Gleichgewichtsform  einer  EettCi 
deren  Belastung  nach  demselben  Gesetze  über  die  Horizontal-Pro- 
jection  vertheilt  ist. 

§  81. 
Stütz-Unlen  in  Gewölben. 

Auch  bei  nicht  verticaler  Fugen  -  Stellung  kann  das  an  den 
vorigen  Beispielen  erklärte  Verfahren  angewendet  werden,  um  die 
einem  bestimmt  gegebenen  Horizontaldrucke  entsprechende  Stütz- 
Linie  ihrer  Form  und  Lage  nach  zu  bestimmen,  und  damit  zugleich 
die  Bedingungen  der  Möglichkeit  des  Gleichgewichtszustandes  auf- 
zufinden. 

Der  Gleichgewichtszustand  eines  von  festen  Widerlagern  unter- 
stützten, aus  keilförmigen  Stücken  zusammengesetzten  (auf  be- 
liebige Weise  belasteten)  Gewölbbogens  ist  an  folgende  zwei  Be- 
dingungen geknüpft: 

Erstens :  Es  muss  für  den  Horizontaldruck  in  der  Scheitelfuge 
irgend  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachweisbar  sein,  bei  wel- 
cher die  diesem  Horizontaldruck  entsprechende  Stütz-Linie  weder 
die  äussere  noch  die  innere  Wölblinie  irgendwo  überschreitet. 

Zweitens :  Von  den  Winkeln,  welche  die  bei  Annahme  dieser 
Stütz -Linie  sich  ergebenden  Druckkräfte  in  den  einzelnen  Fugen 
mit  den  Normalen  derselben  einschliessen ,  darf  zugleich  keiner 
grösser  sein  als  der  Reibungswinkel. 

Die  letztere  Bedingung  betrifft  die  Sicherheit  gegen  Störung 
des  Gleichgewichtes  durch  Gleiten  der  einzelnen  Gewölbtheile, 
und  da  im  §  76  bereits  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde, 
auf  welche  Weise  die  zum  Gleichgewichte  erforderliche  Grösse  des 
Beibungswinkels  bestimmt  werden  kann,  so  ist  es  hier  —  unter 
Voraussetzung  einer  genügenden  Grösse  des  Reibungswinkels  — 
nur  noch  nöthig,  zu  untersuchen,  von  welchen  Umständen  das  Er- 
flllltsein  der  ersteren  Bedingung  —  betreffend  Störung  des  Gleich- 
gewichtes durch  Umkippen  der  einzelnen  Gewölbstücke  —  abhängt. 
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Um  für  den  Horizontaldrnck  zanächst  zwei  vorläufige  Grenz- 
werthe  zu  finden,  zwischen  denen  der  wirkliche  Horizontaldruck 
des  im  Gleichgewichtszustände  befindlichen  Gewölbbogens  jeden- 
ialls  liegen  muss ,  hat  man  das  eine  Mal ,  wie  in  Fig.  338  ange- 
deutet, den  höchsten  Punkt  E  der  Scheitelfuge  und  die  inneren 
Endpunkte  A,  B  der  Widerlagerfugen  —  das  andere  Mal,  wie  in 
Fig.  334  angedeutet,  den  tiefsten  Punkt  F  der  Scheitelfuge  und 


Flg.  884. 


die  äusseren  Endpunkte  C,  D  der  Widerlagerfugen  als  Stützpunkte 
der  beiden  (symmetrisch  vorausgesetzten)  Gewölbhälften  anzusehen, 
und  beide  Male  fär  eine  der  beiden  Grewölbhälften  die  Gleichung 
der  statischen  Momente  au&ustellen  in  Bezug  auf  den  Stützpunkt 
der  Widerlagerfuge. 

Für  den  unteren  Grenzwerth  ^,,   entsprechend  der  Stütz- 
Linie  AEB  in  Fig.  333,  erhält  man  die  Gleichung: 


304)    0=Q.AN—H,.  EM,    oder: 


EM 


und  für  den  oberen  Grenzwerth  £?,,  entsprechend  der  Stütz-Linie 
CFD  in  Fig.  334,  erhält  man  die  Gleichung: 


305)    0  =  Q.CL  —  H,  .  FR,     oder:    H^=Q 


CL 
FR 


Der  wirkliche  Horizontaldruck  muss  mindestens  so  gross 
sein  als  ^t,  um  zu  verhindern,  dass  die  beiden  Gewölbhälflen 
nach  innen  hin  umkippen,  und  darf  höchstens  so  gross  sein 
als  H^,  wenn  dieselben  nicht  nach  aussen  hin  umkippen  sollen. 
Wenn  jede  der  beiden  Gewölbhälften  aus  einem  ungetheilten  Stücke 
bestände,  so  würden  die  beiden  Grössen  H^  und  H^  zugleich  die 
Grenzwerthe  bilden,  welche  der  Horizontaldruck  wirklich  er- 
reichen dürfte,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören.  Für  den  durch 
Fugen  getheilten  Gewölbbogen  sind  jedoch  jene  beiden  Grössen 
nur  in  dem  Falle  als  wirkliche  Grenzwerthe  des  Horizontaldruckes 
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ZQ  betrachten,  wenn  die  Stütz -Linien,  welche  diesen  Horizontal- 
drttcken  entsprechen,  beide  ganz  in  den  zwischen  der  inneren  und 
äusseren  Wölblinie  liegenden  Fläohenraum  hinein&Uen,  was  im 
Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird.  Es  ist  daher  femer  zu 
untersuchen,  um  wie  viel  die  Grenzwerthe  des  Horizontaldruckes 
einander  näher  rücken  —  oder  welche  andere  Grenzwerthe  an 
die  Stellen  der  oben  gefundenen  treten  —  wenn  die  Bedingung 
hinzugefügt  wird,  dass  die  entsprechenden  Stütz -Linien  zugleich 
in  das  Innere  jener  Fläche  hineinfallen  sollen. 

Um  zunächst  die  Aenderung  (Vergrösserung)  zu  bestimmen, 
welche  der  untere  Grenzwerth  ^i  durch  Hinzufügung  dieser  Be- 
dingung erleidet,  hat  man. zu  berücksichtigen,  dass  der  im  Scheitel 
wirkende  Horizontaldruck  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Widerlager- 
fage,  sondern  auch  in  Bezug  auf  jede  andere  Fuge  gross  genug 
sein  muss,  um  das  Umkippen  des  oberhalb  dieser  Fuge  liegen- 
den GewOlbstückes  nach  innen  zu  verhindern.  Für  den  kleinsten 
Werth,  welcher  in  Bezug  auf  das  Stück  JE  dieser  Bedingung 
genügt,  ergiebt  sich  aus  Fig.  386  die  Gleichung:  


Flg.  885. 


306)     F=  G  . 


JN 


E   H 


EM 
Wenn  es  sich  zeigt,  dass 

der  auf  solche  Art  zu  bestim- 
mende Werth  von  H  in  Bezug 
auf  irgend  eine  der  Zwischen- 
fugen grösser  wird  als  ^i, 
so  erkennt  man  daraus,  dass 
die  dem  Horizontaldrucke  H^ 
entsprechende  Stütz-Linie  AE 
(Fig.  83S)  stellenweise  die  in- 
nere Wölblinie  überschritt. 
Damit  dieses  Ueberschreiten 
an  keiner  Stelle  mehr  stattfinde,  hat  man  jenen  Horizontaldruck 
zu  yergrössem  und  zwar  so  lange,  bis  derselbe  dem  grössten 
aller  Werthe  gleich  geworden  ist,  welche  für  die  Grösse  H  in 
Bezug  auf  die  einzelnen  Zwischenfugen  nach  Gleichung  306)  sich 
ergeben  würden. 

Diesem  grössten  Werthe  Hju^x  entspricht  eine  Stütz -Linie, 
welche  die  innere  Wölblinie  nicht  mehr  schneidet,  sondern  be- 
rührt und  zwar  eben  bei  derjenigen  Zwischenfuge,  für  welche 
die  Grösse  H  ihren  grössten  Werth  annimmt. 


'1 
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Die  Grösse  H^n  bildet  den  unteren  (kleinsten)  Grenzwerth 
des  wirklichen  Horizontaldruckes,  und  jene  Zwischenfuge,  fttr 
welche  dieser  Werth  sich  ergab,  wird  die  Bruch  fuge  genannt 
(insofern  bei  abnehmendem  Horizontaldrucke  zuerst  an  dieser 
Stelle  eine  Störung  des  Gleichgewichtes,  d.  h.  eine  Drehung  des 
oberen  Gewölbtheiles  um  den  inneren  Endpunkt  der  Fuge  erfolgen 
würde). 

Soll  der  Gleichgewichtszustand  überhaupt  möglich  sein,  so 
darf  ebendieselbe  Stützlinie,  welche  die  innere  Wölblinie  bei  der 
Bruchfuge  berührt,  in  ihrem  weiteren  Verlaufe  zugleich  nirgend 
die  äussere  Wölblinie  überschreiten.  Es  darf  also  der  zur  Ver- 
hinderung des  Umkippens  nach  innen  erforderliche  Horizontal- 
druck nicht  grösser  sein,  als  der  kleinste  Horizontaldruck,  welcher 
in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  Fuge  schon  ein  Umkippen  nach 
aussen  hin  bewirken  würde.  In  der  Regel  wird  es  die  Wider- 
lagerfuge sein,  in  Bezug  auf  welche  das  Umkippen  nach  aussen 
hin  am  leichtesten  möglich  ist.  Diesen  Fall  vorausgesetzt,  würde 
das  Gewölbe  also  an  der  Grenze  der  Stabilität  sich  befinden, 
wenn  der  in  Bezug  auf  die  Bruchfuge  als  erforderlich  gefundene 
Horizontaldruck  gerade  gross  genug  wäre,  um  die  ganze  Gewölb- 
hälfte um  den  äusseren  Endpunkt  der  Widerlagefuge  nach  aussen 
hin  umzukippen,  in  welchem  Falle  die  jenem  Horizontaldrucke 
entsprechende  Stützlinie  die  Form  CJEl^D  (Fig.  836)  annehmen, 
und  der  etwaige  Einsturz  in  der  Weise  erfolgen  würde,  dass  die 
beiden  Widerlagerfugen  nebst  der  Scheitelfuge  an  der  Innenseite, 

die  beiden  Bruchfugen 
aber  an  der  Aussen- 
Seite  anfangen  sich  zu 
öflfnen.  Die  Stabilität 
ist  dagegen  gesichert 
(d.  h.  ein  Ueberschuss 
derselben  vorhanden), 
wenn  jene  Stützlinie  — 
wie  in  Fig.  386  bei- 
spielsweise angedeutet 
—  zwischen  den 
Punkten  A  und  C  durch 
die  Widerlagerfuge  hindurchgeht.  In  diesem  Falle  giebt  es  mehr 
als  eine  Stützlinie  fttr  den  Gewölbbogen,  und  unter  allen  diesen 
möglichen  Stützlinien  wird  es  eine  geben,  deren  kleinster  Abstand 
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von  den  beiden  Wölblinien  grösser  ist  als  bei  den  übrigen.  Die 
Grösse  dieses  kleinsten  Abstandes  kann  als  Maass  der  Stabilität 
des  Gewölbbogens  gelten. 

Um  z.  B.  die  Stabilität  eines  unbelasteten  concentrischen  Halbkreisge- 
wölb-Bogens  zu  prtlfen,  hat  man  zunächst  nach  Gleichung  306)  den  unteren 
Grenzwerth  des  Horizontaldruckes  zu  bestimmen. 

Der  Hebelarm  des  Horizontaldruckes  H  in  Bezug  auf  den  Punkt  /  ist 
nach  Fig.  837 : 

307)    ^^=:jR  — rcosa, 


Fig.  837. 
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und  der  Hebelarm  des  Gewichtes  G 
in  Bezug  auf  denselben  Punkt  ist: 

=  r  sin  a  —  0  S  ^m  -^  a. 

Für  die  Grösse  OS  (als  Schwer- 
punktsabstand der  Fläche  JE  vom 
Kreismittelpunkte  0)  findet  man  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  —  in- 
dem man  jene  Fläche  als  Di£ferenz 
zweier  Sector-Flächen  behandelt  (s. 
Fig.  1&8  und  Gleichung  160)  —  die 
Gleichung: 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an : 
308,7ir-rsin«-l(-§5^)Ü^\ 

Wenn  femer  mit  p  das  Gewicht  des  Gewölbbogens  pro  Flächeneinheit 
der  Ringfläche  bezeichnet  wird,  so  ist: 

p  (Ä»  —  r')  g 


309)    G 


Die  Gleichung  306)  nimmt  nach  Substitution  der  drei  Werthe  307),  30S) , 
309)  die  Form  an: 

—  4(Ä5-H)(8in4 

COSa 

-^^^ — ^  Statt  (sin  4  «)'  substituirt,  und  das  Verhältniss 


£^  p  (Ä*— r«)  r  a  sin  a— 4 
"*  6  L  Ä  — rc( 


;in  4  a)«"| 


oder:    wenn  darin 

—  mit  n  bezeichnet  wird,  die  Form: 
r 


310) 


Q      pr*  p  (n« 


—  1) «  sin  o  —  2  (n'  —  1)  (1  —  cos  «) 


n  —  cos  a 
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In  dieser  Gleichung  sind  (nach  Substitution  des  gegebenen  Werthes  der 
Zahl  n)  für  den  Winkel  a  probeweise  die  verschiedenen  Werthe  von  0^  bis  90® 
zu  substituiren:  derjenige  Werth  von  a,  für  welchen  ß  am  grössten  wird,  ist 
der  Bruchwinkel,  und  der  zugehörige  Werth  von  H  ist  der  untere  Grenzwerth 
des  Horizontaldruckes.  Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  man  beispiels- 
weise folgende  zusammengehörige  Werthe  der  drei  Grössen  n,  a,  H: 

M=   1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

as=62»14'  61«  15'  59*41'  57M*  53*15' 

Ä  =  0,1433  ;>r>    0,1285 |?r*    0,1114pr«    0,09176pr«    0,06754  pr»; 

Um  den  kleinsten  Werth  des  Verhältnisses  n  zu  finden,  bei  welchem  noch 
Gleichgewicht  möglich  ist,  hat  man  die  auf  solche  Weise  ermittelten  Werthe 
von  B  zu  vergleichen  mit  derjenigen  Horizontalkraft  JT,  welche  in  dem  Punkte 
E  angreifend  dem  Gewichte  der  ganzen  Gewölbh&lfte  das  Gleichgewicht  halten 
würde  in  Bezug  auf  Drehung  um  den  äusseren  Endpunkt  C  der  Widerlagerfuge. 
Das  statische  Moment  des  Gewichtes  der  Gewölbh&lfte  in  Bezug  auf  den 
Punkt  C  ist: 

311)    aR«pr»    -^n(n«— 1)  — y(n>— 1)    , 

und  wenn  man  diese  Grösse  dem  Producte  KR  =  Knr  (als  dem  statischen 
Momente  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  denselben  Punkt)  gleichsetzt,  so  erh&lt 
man  für  K  die  Gleichung: 


312)    ir-p..[^(n.-i)-|(!^)] 


aus  welcher  für  die  beiden  Grössen  n  und  JT  z.  B.  folgende  zusammengehörige 
Werthe  sich  ergeben: 

n=    1,30  1,25  1,20  1,15  1,10 

£"— 0,235;>r>      0,1876  j[>r»      0,14335i?r»      0,1023;?r*      0,06463pr*. 

Die  Yergleichung  der  für  B  und  K  gefundenen  Werthe  zeigt,  daas  der 
gesuchte  Werth  von  n  zwischen  1,15  und  1,10  liegt,  und  bei  weiterer  Ausfüh- 
rung der  Rechnung  findet  man,  dass  die  Werthe  von  B  und  K  einander  gleich 
werden,  wenn  »»1,114  ist^  d.  h.  wenn: 

R  =»  1,114 r,      oder:    Ä  —  r »  ,,  - ..   ist. 

17,544 

Das  Gleichgewicht  ist  daher  nur  dann  möglich,  wenn  die  Dicke  des  Ge- 
wölbbogens  mindestens  den  1 7,544- ten  Theil  von  dem  inneren  Durchmesser 
desselben  beträgt. 

§  82. 
Frictiona-Verbindungen. 

Die  Druckkräfte,  welche  auf  die  Seitenflächen  eines  zwischen 
zwei  anderen  Körpern  eingeklemmten  Keils  von  diesen  Körpern 
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Fig.  S88. 
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übertragen  werden,  können  höchstens  nm  den  Reibnngswinkel 
▼on  den  Normalen  der  Seitenflächen  abweichen.  Die  Winkel,  um 
welche  eine  rechtwinkelig  zur  Halbimngslinie  des  Convergenz- 
winkels  der  Seitenflächen  gelegte  gerade  Linie  NN  von  der  Nor- 
malen der  letzteren  abweicht,  sind  dem  halben  Convergenzwinkel 

des  Keiles  gleich  (Fig.  338).  Wenn  dieser 
halbe  Convergenzwinkel  a  gerade  gleich  dem 
Beibnngswinkel  q>  wäre,  so  würde  also  jene 
Normale  NN  die  einzige  mögliche  Sichtung 
für  die  Drucklinie  bilden.  Wenn  dagegen  a 
kleiner  ist  als  q>j  so  ergiebt  sich  ein  ge- 
wisser Spielraum  fUr  die  möglichen  Rich- 
tungen der  Drucklinie,  insofern  dieselbe  als- 
dann nach  beiden  Seiten  hin  um  eine  gewisse 
Grösse  von  der  Richtung  NN  abweichen 
kann,  ohne  die  durch  den  Reibungswinkel 
bedingten  Grenzen  zu  überschreiten.  Man 
findet  den  geometrischen  Ort  für  alle  Rich- 
tungen, welche  (bei  hinreichender  Ausdeh- 
nung der  Berührungsflächen)  die  Drucklinie  möglicherweise  an- 
nehmen kann,  indem  num  den  Winkel: 

313)  €^<p  —  a 
von  der  Normalen  N  N  aus  nach  beiden  Seiten  hin  abträgt.  Die 
beiden  auf  solche  Art  gefundenen  Richtungen  AC  und  BD  wei- 
chen resp.  bei  A  und  D  um  den  Reibungswinkel  q>  von  den  Nor- 
malen der  betreffenden  Seitenflächen  ab  und  bilden  die  Grenz- 
Richtungen,  bis  zu  welchen  die  Drucklinie  von  der  Richtung  NN 
sich  entfernen  kann. 

Es  soll  der  Einfachheit  wegen  in  Bezug  auf  den  Punkt  Jf, 
als  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinie  mit  ihrer  Normalen, 
eine  solche  Form  und  Lage  des  Keiles  vorausgesetzt  werden,  bei 
welcher  die  in  dem  Punkte  M  einander  durchkreuzenden  Linien 
der  grössten  Abweichung  die  Berührungsflächen  in  ihren  Grenz- 
punkten Aj  By  Cy  D  treffen,  der  Kreuzungspunkt  M  kann  alsdann 
abkürzungsweise  der  Mittelpunkt  des  Keiles  genannt  werden. 

Die  Construction  des  nach  Gleichung  313)  zu  bestimmenden 
Winkels  e  kann  —  in  analoger  Weise  wie  im  §  70  die  Construc- 
tion des  Reibungswinkels  q>  —  benutzt  werden  zur  geometrischen 
Yeranschaulichung  der  Gleichgewichts -Bedingungen  für  ein  be- 
lastetes Stangenpaar,  welches  auf  die  in  Fig.  389  (als  Aufriss) 


^ 
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Fig.  889. 


und  Fig.  340  (als  Grundriss)  angedeutete  Art  an  zwei  neben  ein- 
ander stehenden  Vertieal  -  Ständern  aufgehängt  ist  mittelst  keil- 
förmiger zu  beiden  Seiten  der 
Ereuzungsstellen  eingeschobener 
Querstangen.  Wenn  man  auf  der 
Halbirungslinie  des  Ereuzungs- 
winkels  in  den  Mittelpunkten  M 
und  My^  der  Keil  -  Querschnitte 
Normalen  errichtet  und  von  die- 
sen Normalen  aus  die  Winkel  6 
abträgt,  so  bilden  die  auf  solche 
Weise  gefdndenen  Linien  MO 
und  M^  0  die  Grenz-Richtungen, 
bis  zu  welchen  die  Druckrich- 
tungen W  und  W^  von  jenen 
Normalen  abweichen  können.  Der 
Durchschnittspunkt  0  bildet  da- 


Q 


fli^ 


Fig.  840. 


T57 


\57 


her  den  Grenzpunkt,  bis  zu  wel- 
chem die  Vertical-Ebene  der  Be- 
lastungen Q  den  Vertical-Ständem 
genähert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  des  Stangenpaares 
eintritt.  (Die  Stangen  selbst  sind 
hier  wie  früher  als  gewichtlos 
betrachtet.) 
Wenn  an  dem  ersten  beweglichen  Stangenpaare  ein  zweites, 
und  an  diesem  wiederum  ein  drittes  Stangenpaar  in  gleicher  Weise 
aufgehängt  ist,  so  können  die  Gleichgewichts-Bedingungen  durch 
Wiederholung  des  obigen  Gonstructions -Verfahrens  auf  die  in 
Fig.  841  angedeutete  Art  geometrisch  dargestellt  werden.  Von 
den  Durchschnittspunkten  0,  0^,  0,  bildet  der  am  weitesten 
rechts  liegende  den  Grenzpunkt,  bis  zu  welchem  die  Vertical- 
Ebene  der  Belastungen  den  Vertical-Ständem  höchstens  genähert 
werden  darf,  wenn  an  keiner  Ereuzungsstelle  ein  Gleiten  ein- 
treten soll. 

Das  gleiche  Gonstructions- Verfahren  lässt  sich  auch  auf  den 
in  Fig.  34ß  dargestellten  Fall  anwenden.  Wenn  von  den  ver- 
schiedenen —  wie  in  dem  vorigen  Falle  zu  construirenden 
Durchschnittspunkten  0,  0^ . . .  die  am  weitesten  von  der  Mitte 
entfernt  liegenden  gerade  in  die  Verticalen  der  Sttltzpunkte  A,  B 


Frictions-Yerbindangen. 


333 


Fig.  S41. 


.hineinfallen  —  wie  in  der 
Figur  angegeben  —  so  befin- 
det sich  das  Stangen -System 
an  der  Grenze  des  Gleich- 
gewichtszustandes. Je  grösser 
die  Längen  der  unteren  Stan- 
genpaare und  je  grosser  in 
Folge  dessen  die  Entfernungen 
der  Stützpunkte  von  der  Mitte 
sind,  um  so  grösser  wird  die 
Sicherheit  der  Stabilität.  Wenn 
dagegen  die  unteren  Stangen- 
paare kurzer  wären  als  in  der 
Figur  angegeben  I  so  würde 
das  Gleichgewicht  nicht  mehr 
möglich  sein. 


Flg.  842. 
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VIERZEHNTES  CAPITEL. 

Wirkung  der  ReibimgswiderBtände  bei  rotireiiden 

Körpern. 

§  83. 
Bediigungen  der  gleichförmigen  Drehbewegung. 

Nach  der  im  §  39  gegebenen  Erklämng  befindet  sich  ein 
System  von  materiellen  Punkten  im  Gleichgewichtszustände,  wenn 
jeder  einzelne  materielle  Pnnkt  desselben  im  Gleichgewichtszu- 
stande sich  befindet,  d.  h.  wenn  an  jedem  einzelnen  materiellen 
Punkte  die  Mittelkrait  sämmtlicher  auf  denselben  wirkenden  Kräfte 
Null  ist.  Jeder  materielle  Punkt  eines  gleichförmig  um  eine  feste 
Achse  sich  drehenden  Körpers  bewegt  sich  gleichförmig  längs  der 
Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  gleich  der  Entfer- 
nung des  Punktes  von  der  Drehachse  ist.  Bei  einem  in  gleich- 
förmiger Kreisbewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  ist  nach 
§  27  die  Mittelkraft  sämmtlicher  wirkenden  Kräfte  unter  aUen 
Umständen  gleich  der  Gentripetal -Kraft  (Gleichung  64),  folglich 
von  Null  verschieden.  Es  befindet  sich  also  in  dem  gleichförmig 
rotirenden  Körper  keiner  von  den  ausserhalb  der  Drehachse  lie- 
genden materiellen  Punkten  im  Gleichgewichtszustande,  und  darf 
daher  nach  der  gegebenen  Definition  auch  der  ganze  Körper  nicht 
als  ein  im  Gleichgewichtszustande  befindliches  System  betrachtet 
werden  —  wenn  auch  die  Drehbewegung  eine  gleichförmige  ist 

Der  Bewegungszustand  des  gleichförmig  rotirenden  Körpers 
kann  indessen  auch  aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezu- 
stand in  Bezug  auf  einen  Raum,  welcher  die  gleiche  Drehbe- 
wegung ausführt.  Es  ist  daher  nur  nöthig,  nach  der  im  §  38 
gefundenen  Regel  an  jedem  einzelnen  piateriellen  Punkte  die  Gen - 
trifugal-Kraft  den  sonstigen  wirkenden  Kräften  noch  hinzuzn- 
fögen,  um  zu  erreichen,  dass  nunmehr  auf  jeden  einzelnen  mate- 
riellen Punkt,  folglich  auch  auf  den  ganzen  Körper,  die  Bedin- 
gungen des  absoluten  Gleichgewichtes  angewendet  werden  dürfen. 

Bei  einem  gleichförmig  um  eine  bestimmte  Achse 
sich  drehenden  Körper  bilden  die  wirklich  vorhan- 
denen Kräfte  mit  den  Centrifugal-Kräften  der  ein- 
zelnen   materiellen    Punkte    zusammen    ein    Kräfte- 
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System,  welches  detf  allgmeinen  GleichgewichtB-Be- 
dingnngen  entspricht. 

Die  Gentrifngal-Eräfte  sind  nach  §  38  anzusehen  als  Kräfte, 
welche  in  den  Richtungen  der  Drehungshalbmesser  nach  aussen 
wirken,  ihre  Bichtungslinien  schneiden  die  Drehachse,  ihre  stati- 
schen Momente  in  Bezug  auf  die  Drehachse  sind  daher  sämmtlich 
gleich  Null.  Denkt  man  sich  die  Drehachse  des  EOrpers  durch 
Widerstände  fester  Punkte  —  etwa  durch  Gegendrücke  fester 
Zapfenlager  —  derartig  festgehalten,  dass  nur  von  einer  Art  der 
Veränderung  des  Bewegungszustandes,  nämlich  von  Aenderungen 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit,  die  Rede  sein  kann,  so  reducirt 
sich  die  Zahl  der  in  Betracht  kommenden  Gleichgewichts-Bedin- 
gungen auf  eine  einzige,  nämlich  diejenige,  welche  ausdrückt, 
dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  Null  sein  muss.  Da  nun  die 
Centrifngal- Kräfte  zu  dieser  Momenten  -  Summe  keine  Beiträge 
liefern,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Bedingung  der  Gleichförmigkeit 
der  Drehbewegung  identisch  mit  der  Bedingung  für  die  Fortdauer 
des  absoluten  Ruhezustandes,  also  ganz  unabhängig  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Drehbewegung. 

Was  dagegen  die  von  den  festen  Zapfenlagern  geleisteten 
Gegendrücke  betrifft,  durch  welche  die  Drehachse  in  unveränder- 
licher Lage  erhalten  wird,  so  wird  deren  Grösse  im  Allgemeinen 
durch  die  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit  wesentlich  beeinflusst, 
insofern  die  zur  Bestimmung  jener  Drücke  anzuwendenden  Gleich- 
gewichts-Bedingungsgleichungen  auch  die  Gentrifugal-Kräfte  ent- 
halten und  diese  letzteren  von  der  Drehgeschwindigkeit  abhängen. 
Denkt  man  sich  jedoch  die  Masse  des  Körpers  um  die  Drehachse 
herum  vollkommen  syn^metrisch  vertheilt,  in  der  Weise  also,  dass 
jedem  einzelnen  materiellen  Punkte  ein  anderer  von  gleicher  Masse 
in  gleichem  Abstände  von  der  Drehachse  gegenüberliegt,  dessen 
Centrifugal  -  Kraft  die  des  ersteren  aufhebt,  so  bilden  in  diesem 
Falle  die  (je  paarweise  einander  aufhebenden)  sämmtlichen 
Centrifhgal-Kräfte  ein  Kräfte-System,  welches  für  sich  allein  schon 
den  Gleichgewichts  -  Bedingungen  genügt,  und  müssen  daher  die 
wirklich  vorhandenen  Kräfte  für  sich  allein  ebenfalls  ein  den 
Gleichgewichts-Bedingungen  entsprechendes  Kräfte-System  bilden. 
Bei  solcher  Massenvertheilung  sind  demnach  die  Bedingungen  des 
relativen  Gleichgewichtes  in  jeder  Beziehung  identisch  mit  denen 
des  absoluten  Gleichgewichtes,  folglich  auch  jene  Gegendrücke 
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vollkommen  unabhängig  von  der  Drebgeschwindigkeit  und  ganz 
wie  bei  dem  ruhenden  Körper  zu  bestimmen. 

Die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Centrifugal  -  Kräfte  bei 
unsymmetrischer  Massenverth eilung  bleibt  einem  späteren  Ab- 
schnitte vorbehalten.  Bei  den  hier  folgenden  Untersuchungen 
werden  ausschliesslich  solche  Fälle  vorausgesetzt,  in  denen  wegen 
Gleichgewichtes  der  Centrifugal-Kräfte  es  überhaupt  nicht  erfor- 
derlich ist,  auf  das  Vorhandensein  der  Drehbewegung  irgend  Rück- 
sieht  zu  nehmen. 

§  84. 
Zapfenreibung. 

Zwei  auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräftepaare  halten 
einander  im  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Momente  gleich,  und  ihre 
Drehungsrichtungen  entgegengesetzt  sind.  Nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Erklärung  wird  also  die  Drehbewegung 
des  rotirenden  Körpers  eine  gleichförmige  sein,  wenn  sämmtliche 
auf  denselben  wirkende  Kräfte  zwei  Kräftepaare  bilden  von  glei- 
chen Momenten  und  entgegengesetzten  Drehungsrichtungen.  Um- 
gekehrt: wenn  ausser  einem  bestimmten  Kräftepaare  K^  K  noch 
andere  Kräfte  auf  den  rotirenden  Körper  wirken,  so  erfordert  die 
Bedingung  der  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  dass  diese 
tlbrigen  ELräfte  zusammen  ebenfalls  ein  Kräftepaar  bilden  von 
gleichem  Momente  und  entgegengesetzter  Drehungsrichtung. 

Hiernach  lässt  sich  das  Moment  S02  =  ÜT/  des  treibenden 
Kräftepaares  bestimmen,  welche  gerade  ausreicht',  um  die  Dreh- 
bewegung einer  horizontalen  Welle  vom  Gewichte  G  trotz  der 
Zapfenreibungswiderstände  gleichförmig  zu  erhalten.  Es  soll  an- 
genommen werden,  dass  ausser  den  dre|  Kräften  K,  K,  G  nur 
noch  diejenigen  Kräfte  wirken,  welche  von  den  cylindrischen 
Zapfenlagern  auf  die  cylindrischen  Oberflächen  der  Zapfen  über- 
tragen werden,  und  dass  die  letzteren  ohne  geklemmt  zu  sein 
(also  mit  einem  gewissen  beliebig  klein  zu  denkenden  Spielräume) 
in  den  Lagern  sich  drehen.  Die  Mittelkraft  W  der  von  den 
Zapfenlagern  auf  die  Welle  übertragenen  Kräfte  bildet  eine  zu 
jenen  drei  Kräften  noch  hinzukommende  vierte  wirkende  Kraft 
und  muss  mit  der  Kraft  G  zusammen  ein  Kräftepaar  bilden,  folg- 
lich eben  so  gross  sein  als  G  und  vertical  aufwärts  wirken. 

Die  Kraft  W  kann  angesehen  werden  als  die  Mittelkraft  aus 
dem  normal  gegen  die  Zapfenoberfläche,  also  in  der  Richtung 
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dee  Zapfenhalbmeaaers  wirkenden  Gegendrücke  N  und  dem  io 
tangentialer  Riebtang  wirkenden  Reibnngswiderstande  fN.  Kacb 
Cap.  XIII  weiebt  die  Mittelkraft  ans  Normaldmck  und  Reibungs- 
wideretand  Biete  um  den  Reibungewinkel  ip  von  der  Richtung  der 
Normalen  ab,  sobald  —  wie  hier  —  ein  wirkliches  Gleiten  statt- 
findet. Die  Mittelkraft  W  wird  also  aar  dann  vertioal  aufwärts 
gerichtet  eein,  wenn  die  Berübrung  zwiechen  dem  Zapfenlager 
und  der  Zapfenoberfläche  an  derjenigen  Stelle  P  des  Zapfeo- 
umfangs  stattfindet,  deren  Halbmesser  OP  am  den  Reibungewinkel 
tf>  von  der  Verticalen  abweicht  (Fig.  348).  Der  "Hebelarm  des 
ans  den  beiden  Kräften  G  und 
Ffg.  SM.  H'  (=  G)  bestehenden   Krtlfte- 

paareB  ist  also  OP  .  sin  ^,  und 
es  ergiebt  sich  fUr  das  Moment 
•m=-=Kl  des  treibenden  Krftfte- 
paares  die  Gleiehnng: 

314)    aOi  —  G  .  e  .  sin  y. 
Das  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  siebende  Pro- 
dnct    wird    das    Moment    des 
Zapfenreibungswidersiandes  ge- 
nannt.    In   der   Regel    ist   der 
ReibnngBwinkel  (f>  so  klein,  dass  man  den  Unterschied  zwischen 
sin  (/>  und  tg  tp  vernachlässigen  nnd  ohne  Bedenken  sin  f  mit 
dem  Reibungseoefßcienten  /  Tertanschen  darf.    Da  der  genane 
Werth  des  Reibnngscoefficienten  ohnebin  nicht  zu  ermitteln  ist 
(§  66),  so  kann  das  Moment  des  ZapfenreibungswiderBtandes  Wr  die 
Praxis  hinreichend  genan  beetimmt  werden  nach  der  Gleichung: 

315)  m=fGe- 

Dieser  Vertauschnng  entspricht  die  Vemacblässigung  des  Un- 
terschiedes zwischen  den  Grössen  der  Krtlfte  A'  nnd  G,  also  die 
Annahme ,  dass  der  normale  Gegendruck  -V  der  Zapfenlager  nur 
wenig  yerschieden  ist  von  dem  Gewichte  der  Welle.  Wenn 
also  dieser  normale  Gegendruck  A'  —  anstatt  von  dem  Gewichte 
der  Welle  —  von  irgend  einer  anderen  in  gleicher  Weise  wir- 
kenden Kraft  />,  welche  der  Zapfendruck  genannt  werden  soll, 
hervorgerufen  wird,  so  ergiebt  sieb  in  analoger  Weise  filr  das 
Moment  des  ZapfenreibungswiderBtandes  die  Gleichung: 

316)  an=/i>p. 

Billti.  UecbiDlk.    &.  AaS.  3! 
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Fig.  844. 


r^ 


1 


fl> 


Das  Moment  des  Zapfenreibungswiderstandes  ist 
gleich  dem  Produete  der  drei  Factoren:  Reibungs- 
coefficient,  Zapfendruck,  Zapfenhalbmesser. 

Man  kann  sich  die  Wirkung  des  Zapfenreibungswiderstandes 
veranschanlichen  durch  ein  OewichtyZ>,  welches  an  einem  um 

den  Zapfen  gewickelten  Faden  hängend 
von  dem  drehenden  Kräftepaare  hinauf- 
gewunden wird  (Fig.  844).  Die  Geschwin- 
digkeit v^  mit  welcher  dieses  Gewicht 
steigt,  ist  gleich  der  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  der  Faden  sich  aufwickelt, 
also  gleich  der  Umfangsgeschwindigkeit 
des  Zapfens.  Die  zum  gleichförmigen 
Heben  dieses  Gewichtes  in  jeder  Zeit- 
einheit erforderliche  mechanische  Arbeit 
ist  also: 

317)    %=fDv. 

Ebenso  gross  ist  auch  die  mechanische 
Arbeit,  welche  die  zum  Ueberwinden 
des  Zapfenreibungswiderstandes  erforderliche  Drehkraft  in  jeder 
Zeiteinheit  zu  verrichten  hat,  oder  die  mechanische  Arbeit,  welche 
durch  den  Zapfenreibungswiderstand  in  jeder  Zeiteinheit  consumirt 
wird.  Wenn  die  Geschwindigkeit  v  in  Metern  pro  Secunde,  und 
der  Zapfendruck  D  in  Kilogrammen  ausgedrückt  wird,  so  erhält 
man  aus  Gleichung  317)  den  Arbeitsverlust  91  in  „Meterkilogram- 
men pro  Secunde  "*.  Bei  Berechnung  der  Arbeitsleistungen  der 
Maschinen  pflegt  man  eine  in  jeder  Secunde  geleistete  Arbeit  von 
75  Meterkilogrammen  eine  Pferdekraft  zu  nennen: 

318)  1  Pferdekraft  =  75  Meterkilogramm  pro  Secunde. 

Um  also  den  Arbeitsverlust  in  Pferdekräften  ausgedrückt  zu  er-' 
halten,  würde  man  die  aus  Gleichung  317)  gefundene  Zahl  noch 
durch  75  zu  dividiren  haben. 

Wenn  z.  B.  der  Zapfendruck  D  ^  10000  Kil.  und  der  Reibungscoeffident 
/*«.  0,08  w&re,  so  würde  jenes  in  Fig.  844  den  Zapf enreibongswiderstand  reprä- 
sentirende  Gewicht  die  Grösse  haben: 

fD  —  0,08  .  10000  —  800  Kil. 

Wenn  femer  der  Zapfenhalbmesser  ^»0»y075y  und  die  Zahl  der  Um- 
drehungen pro  Minute  nn6  beträgt,  so  ist  die  Umfangsgeschwindigkeit  des 
Zapfens  pro  Secunde: 


'■»Ifs^ 


f^ 
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V'=2Qn.  -^«2.0,075.3,14.  -^  =  0»0471. 

r 

Die  zum  Ueberwinden  des  ZapfeureiboBgswiderstandes  in  jeder  Secunde 
erforderliche  mechanische  Arbeit  beträgt  daher  gerade  so  viel  als  diejenige 
mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Gewicht  von  800  Kil.  in 
jeder  Secnnde  nm  0'",0471  zu  heben;  es  ist  also: 

a  =r  800  .  0,0471  =  37»S68  =  0,502  Pferdekrftfte. 

Bei   keilnuthenför- 
^^'  **^*  migem       Zapfenlager 

(Fig.  346)  bildet  die 
Mittelkraft  R  der  an 
beiden  Berühmngsstel- 
len  A  und  B  wirken- 
den Gegendrücke  W 
nnd  W^  mit  dem  Zapfen- 
dmcke  D  zusammen 
dasjenige  Eräftepaar, 
welches  dem  treiben- 
den Eräftepaare  als 
Widerstand  entgegen- 
wirkt. Man  erhält  also 
nach  Fig.  845  fttr  das 
Moment  des  Zapfen- 
reibongs-Widerstandes 
die  Gleichung: 

319)     a»  =  Da;. 

Die  beiden  Gegendrücke  W  und  W^  weichen  um  den  Reibungs- 
winkel von  den  Halbmessern  der  Bertthrungsstellen  ab ;  die  Lage 
des  Durchschnittspunktes  P  kann  daher  auf  ähnliche  Weise  wie 
in  Fig.  280  die  des  Punktes  0  bestimmt  werden.  Aus  der  in 
Fig.  846  angegebenen  Construction  erhält  man  die  Gleichungen : 

ME  =^07  —  r  sin  2qp,     -^  =  sin  5, 

und  wenn  man  den  hieraus  für  a:  sich  ergebenden  Werth: 

ooA.  sin  2  w 

320)  a?  =  ^  •   ^    .    Z 

^      2  sm  o 

in  Gleichung  319)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

321)  m=~D(,-p^' 


2  sind 


32  ♦ 


340 


Dritter  Abschnitt.  Cap.  XIY.  §  84. 


Wenn  der  Reibongswinkel  q>  sehr  klein  ist,  so  kann  man 
statt  sin  2  9)  auch  2  sin  9)  oder  2  tg  qp  setzen ,  und  fttr  practische 
Anwendungen  hinreichend  genau  das  Moment  des  Zapfenreibungs- 
widerstandes bestimmen  nach  der  Gleichung: 


322)    ü» 


sind 


welche  nach  der  in  Gleichung  234) 
eingeführten  Bezeichnungsweise  die 
Form  anninunt: 

323)   m=f,nQ. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die 
für  cylindrische  Zapfenlager  gefun- 
denen Gleichungen  316)  und  317) 
auch  für  keilnuthenfttrmige  Zapfen- 
lager gelten,  sobald  in  jenen  Glei- 
chungen statt  des  gewöhnlichen  Bei- 
bungscoef&cienten  /  der  in  §  69  für 
Bewegung  in  Eeilnuthen  gefundene 
Reibungscoefficient /,  substituirt  wird.  Da^J  immer  grösser  ist 
als  /,  so  sind  bei  keilnuthenförmigen  Zapfenlagern  sowohl  Moment 
als  mechanische  Arbeit  der  Zapfenreibung  stets  grösser  als  bei 
cylindrischen  Lagern. 

Wenn  z.  B.  der  Gonvergenzwinkel  2  ^  «  60^  also  sin  ^  »  y  w&re,  so 
würde  /,  » 2/  folglich  sowohl  Moment  als  mechanische  Arbeit  der  Zapfen- 
reibung gerade  doppelt  so  gross  als  beim  cylindrischen  Zapfenlager  sein.  Für 
die  im  vorigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Werthe  /»  0,08,  i)«- 10000  Eil., 
^«0'°,075,  n  — 6  erhielte  man  z.  B.: 

/,  2>  — 1600  Kil.    und    «  =  75«S36  «  1,005  Pferdekr&fte. 

Wenn  der  Zapfendruck  D  in  der  Bichtung  der  Achse  wirkt 
—  statt  rechtwinkelig  zu  derselben  —  und  die  ebene  ringförmige 
Endfläche  des  Zapfens  die  Beibungsfläche  bildet,  so  entwickelt 
sich  an  jedem  einzelnen  Theile  dieser  Fläche  ein  Beibungswider- 
stand  von  bestimmter  Grösse,  und  das  von  dem  treibenden  Kräfte- 
paare  zu  überwindende  Moment  der  Zapfenreibung  ist  gleich  der 
Summe  der  Momente  aller  dieser  einzelnen  Widerstände  zu  setzen 
(Fig.  847  und  Fig.  848).  Der  Halbmesser  R  der  äusseren  Peri- 
pherie ist  der  grösste,  und  der  Halbmesser  r  der  inneren  Peri- 
pherie ist  der  kleinste  von  den  verschiedenen  Hebelarmen,  an 
welchen  diese  Beibungswiderstände  wirken.  Das  gesuchte  Mo- 
ment SW  muss  also  zwischen  den  Grenzwerthen /i> Ä  und  fDr 
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liegeD,  welche  maa  erhalteo  wBrde,  weno  man  als  gemeinfichaft- 
liehen  Hebelarm  aller  Reibangswiderstände  das  eine  Mal  den 
grÖBsten  Hebelarm  B,  das  andere  Mal  den  kleinsten  Hebelarm  r 
annimmt;  ea  kann  daher  bestimmt  werden  nach  der  Gleichung: 

324)  aw=-/i>e, 

^*8-**7.  worin  p  eine  noch  näher  zu 

beBtimmende  zwischen  R  nnd 
r  liegende  Grösse  bezeichnet, 
welche  von  der  Art  der  Druck- 
vertheilnng  abhängt. 

Wäre  der  Dmck  gleich- 
förmig aber  die  ganze  Ring- 
fläche vertheilt,  80  wtlrde  die 
Abnntznng  der  reihenden  Flä- 
chen eine  ungleichförmige 
sein,  weil  die  Geschwindigkeit 
des  Gleitens  an  der  änsseren 
Peripherie  grflaser  ist  als  an 
der  inneren.  In  Folge  dieser 
nngleiehfOrmigen  Abnntznng 
würde  der  Dmck  an  der  äusse- 
ren Peripherie  allmählich  ab- 
nehmen, an  der  inneren  Peri- 
pherie zunehmen,  und  diese 
Aendernng  in  der  DruckTer- 
theilung  würde  sich  so  lange 
fortsetzen,  bis  der  EinSnss  des 
Unterschiedes  der  Geschwindigkeiten  durch  den  Einflnss  des  ent- 
standenen Dmckonterschiedes  ausgeglichen  wird.  Sobald  diese 
Aasgleichung  eingetreten  ist,  wird  die  fernere  Abnutzung  Überall 
gleichmässig  stattfinden,  und  in  der  DruckTertheilung  keine  weitere 
Aendernng  mehr  erfolgen.  Man  darf  annehmen,  dass  bei  solcher 
Druckvertheilung  die  pro  Flächeneinheit  wirkenden  Drücke  im 
umgekehrten  Verhältnisse  der  Geschwindigkeiten  stehen,  dass  also 
zwei  Flächentheilchen  a  nnd  A  gleichen  Druck  empfangen,  wenn 
ihr  GrOssenverhältniss  dem  umgekehrten  Verhältniss  ihrer  Ent- 
fernungen von  der  Drehachse  gleich  ist 

Denkt  man  sich  die  ganze  Riogfläche  auf  die  in  Fig.  348 
angedentete  Art  zerlegt  in  noendlich  schmale  concentrische  Ringe 
von  gleichen  Breiten,  und  aus  diesem  Ring-System  den  unendlich 
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kleinen  Sector  Fig.  849  heransgeschnitten,  so  findet  man,  dass  die 

Hitteikmit  ron  den  beiden  gleich  groasen  in  den  FIftcheDtbeilchen 

a   und  Ä   wirkenden  Reibnngswider- 

Fig.  318.  ständen  den  Abstand  derselben  halbirt, 

dass  aleo  dieae  beiden  ReibongBvrider- 

stände  gerade  so  wirken,  wie  wenn: 

325)     p-^^ 


ihr  gemeinschaftlicher  Hebelarm  wäre. 
Das  Gleiche  läset  sieb  in  Bezug  anf 
die  Übrigen  Paare  von  Flächen-Ele- 
menten nicht  nor  dieses  einen,  sondern 
anch  aller  flbrigen  Sectoren  nachweisen. 
Es  wirken  daher  bei  einem  ringförmigen  Stutzzapfen  die  Reibungs- 
widerstände gerade  so,  wie  wenn  der  ganze  Zapfendrnck  D  anf 
eine  Kreislinie  sich  concentrirte,  deren  Halbmesser  dem  arith- 
metischen Mittel  des  äusseren  und  inneren  Halbmessers  gleich  ist. 
Das  Moment  des  Zapfenreibnngswiderstandes  für  einen  solchen 
StUtzzapfen  ist  also: 

326)  m-fo(^^^y 

Für  den  Fall,  dass  die  Reibnngefläche  eine  rolle  Kreisfläche 
bildet,  hat  man  r  -=  0  zu  setzen,  und  erhält: 

Fig.  850.  327,    3II=/Z>^. 

4^-.  Wären  die  Reihnngsflächen  — 

wie  in  Fig.  MtO  angedeutet  —  mit 
concentrischen  Keilnnthen  vom 
CouTergenzwinkel  2<J  versehen, 
so  wUrde  statt  des  Reibnngscoef- 
ficienten/der  Beibnngscoefficient 

ftir  Keibathenflächen  f.  —  -Ar 
""       sin  0 

zu  setzen  sein,  und  man  erhielte 

die  Gleichung: 

Da  nach  §  69  die  OrOsse  des  Reibungswiderstandes  unab- 
hängig ist  von  der  Anzahl  der  neben  einander  liegenden  Keil- 


nntheD,  bo  wUrde  diese  Gleichung  anch  dann  noch  gültig  h 

wenn  die  ganze  Lagerfläche  durch  eine  einzige  Keilnnth  gebildet 

wflrde.    Denkt  man  sich  als- 

*■  dann  die  innere  Wand  dieser 

Keilnnth  hinweggenommen,  so 

erhält  man  die  Form  des  koni- 

Bchen  StUtzzapfens,  fUr  welchen 

'  ebenfallB  die  obige  Gleichung 

noch  richtig  bleibt 

Um  anf  directem  Wege  jene 

"^     Gletchong   abzuleiten ,    würde 

man  in  Fig.  361  die  algebraische 

Summe    der    in    der  Ächsen- 

richtUDg  wirkenden  Kräfte,  und 

in  Fig.  Kt2    die   algebraische 

Snmme  der  statischen  Momente 

-    in  Bezug  auf  die   Drehachse 

gleich  Mull  zu  setzen  haben, 

woraus  sich  die  beiden  Olei- 

chuDgen  ergeben: 

Durch  Elimination  der  Grösse 
^(.V)  erhält  man  hieraus  die 
Gleichung: 


-■■y^' 


?-r  De  —f.  D 


'R  +  r\ 


Dass  Auch  hier  die  Reibungswideretände  gerade  so  wirken,  wie 
wenn  der  Zapfendruck  auf  die  mittlere  Kreislinie  vom  Halbmesser 

— '^—  sich  concentrirte,  läset  sich  anf  dieselbe  Art,  wie  oben  in 
Bezug  auf  den  ebenflächig   begrenzten   Sttttzzapfen  geschehen, 
'  nachweisen. 


§  85. 
FrioUomrollflii. 

Die  Mittelkraft  W  der  beiden  von  den  FrictionsroUen  ge- 
leisteten Gegendrücke  IV,,  ir,  bildet  mit  dem  Zapfendmcke  D 
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zusammen  dasjenige  Kräfte-Paar,  welches  dem  treibenden  Kräfte- 
Paare  SDt  entgegenwirkt;  es  ist  also  nach  Fig.  368  zu  setzen: 
332)    m—W.ÖN. 


Fig.  858. 


Statt  des 
statischen  Mo- 
mentes der 
Mittelkraft  W 
kann  die  Sum- 
me der  stati- 
schen Momen- 
te ihrer  bei- 
den Seiten- 
kräfte \V, ,  W^ 
gesetzt  wer- 
den, deren  je- 
de an  dem  He- 
belarme Qsme 
wirkt,  also  ist: 

333)  aÄ  =  (Tr,  +  Wg^sin€. 

Aus  der  in  Fig.  863  angedeuteten  Parallelogramm-Construc- 
tion  ergeben  sich  die  Werthe  PF,  »»=  i>  cos  e  und  W^  =  D  sin  €, 
und  nach  Substitution  derselben  erhält  man  die  Gleichung: 

334)  äß  =«  i>  ^  sin  6  (cos  €  -f-  sin  e). 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  €  dient  die  aus  dem  Dreieck 
ABC  sich  ergebende  Gleichung: 

oder: 


335)     -;-  =  ii5_L 
R       sm  cp 


sm  e 


r     , 
-p-  sm  (p. 


Da  €  kleiner  ist  als  <jp,  so  kann  bei  kleinen  Reibungsi/iünkeln 
der  Factor  (cos  e  +  sin  c),  als  wenig  von  Eins  verschieden,  ver- 
nachlässigt werden,  und  wenn  man  ausserdem  /  statt  sin  (p  (also 

annähernd  sin  £"-/-„-]  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

336)    m^^f^DQ. 

Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem  in  Gleichung  316) 
gefundenen  zeigt,  dass  durch  die  Frictionsrollen  die  Wirkung  der 
Zapfenreibungswiderstände  vermindert  wird  im  Verhältniss: 

r        Frictionsrollen-Zapfen-Halbmesser 
R  FrictionsroUen-Halbmesser. 


FrictionsroIIeD. 
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Fig.  364. 
WmD 


Bei  der  in  Fig.  364  dargestellten  Lage  der  beiden  Frictions- 
roUen  ergiebt  sich  fUr  das  Moment  des  treibenden  Kräfte-Paares 

die  Gleichung: 
337)  m  =  I)a;. 

Der  Hebelarm  a?  ist 
auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  346  zu 
bestimmen.  Aus 
Gleichung  320)  er- 
giebt sich  —  wenn 
darin  rp  mit  e  ver- 
tauscht wird  —  der 
Werth: 

^  2smo 

und  nach  Substitu- 
tion   desselben    er- 


hält man  die  Gleichung: 
339)    m  =  Dq 


sin  2  € 
2  sin  d 


worin  der  Winkel  b  wiederum  nach  Gleichung  335)  bestimmt  wer- 
den kann. 

Die  beiden  Gleichungen  321)  und  339)  unterscheiden  sich 
nur  dadurch  von  einander,  dass  in  ersterer  %  in  letzterer  s  steht. 
Um  also  eine  für  praktische  Anwendungen  hinreichend  genaue 
Gleichung  zu  erhalten,  hat  man  nur  in  Gleichung  322)  statt /*  den 

Werth /-^  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Gleichung: 


34«)  ^ - [-iö]  ü)  ^^' 


welche  zeigt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  364  dargestellten  Art  der 

Anwendung  von  Frictionsrollen  die  Wirkung  der  Reibungswider- 

1        r 
stände  vermindert  wird,  sobald  — ; — r  -n  kleiner  ist  als  Eins. 

'  sin  0    ic 


Wäre  z.  B.  2  ^  »  60«  [  also  sin  S 


(' 


r         l 
und  -Q-  =*  TTT»  80  würde  durch 

die  Frictionsrollen  sowohl  das  Moment  als  auch  die  mechanische  Arbeit  des 
Zapfenreibungswiderstandes  auf  den  fünften  Theil  reducirt. 


t) 
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§  86. 
Hirn'sche  Reibungawaoe. 

Wenn  der  Gegendruck  W  des  rotirenden  Zapfens  dem  Total- 
gewichte G  des  belasteten  Wagebalkens  das  Gleichgewicht  halten 
soll,  so  mnss  die  Richtungslinie  der  Kraft  G  darch  die  Bertlh- 
rungsstelle  der  beiden  Körper  hindurchgehen ,  also  nach  §  84  in 
der  Entfernung  q  sin  (p  am  Mittelpunkte  des  Zapfenkreises  vor- 
beigehen (Fig.  366).     Bei  symmetrischer  Lastyertheilung  würde 


s 


Fig.  855. 


der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  der  Verticalen  des  Zapfenmittel* 
Punktes  liegen,  und  die  algebraische  Summe  der  statischen  Mo- 
mente sämmtlicher  Gewichte  in  Bezug  auf  den  Zapfenmittelpunkt 
gleich  Null  sein.  Durch  Hinzuftlgen  eines  Uebergewichtes  p  an 
der  linken  Seite  lässt  sich  erreichen,  dass  der  Schwerpunkt  um 
die  Grösse  q  sin  q)  seitwärts  rückt.  Das  statische  Moment  der 
Mittelkraft  G  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  statischen 
Momente  aller  einzelnen  Gewichte,  und  die  letztere  reducirt  sich 
auf  das  statische  Moment  des  Uebergewichtes  p.  Es  ergiebt  sich 
also  nach  Fig.  366  die  Gleichung: 

341)    p/=öp8ingp      oder:     8in(jp=f-?rj  ( —  ji 

aus  welcher  der  Zapfenreibungs-Coef&cient  berechnet  werden  kann, 
wenn  die  Gewichte  p  und  G  durch  directe  Beobachtung  bestimmt 
wurden*  Wegen  Kleinheit  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus  und 
Tangente  des  Reibungswinkels  kann  übrigens  —  wie  schon  im 
§  84  bemerkt  —  die  Grösse  sin  q>  ohne  Bedenken  mit  dem  Rei- 
bungscoefßcientan  selbst  verwechselt  werden. 
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Wäre  z.B.  ^»0»,05,  /— 1>»  und  £^»1000 Eil.,  ;7  =  0,5Eil.  gefunden, 
so  ergäbe  sich  fOr  den  ReibungscoeMcienten  der  Werth: 

f^Jfi. 1 001 

§  87. 
Bewegung  eines  von  rotirenden  Cylindem  unterstfltzten  KSrpers. 

Gleichförmige  Bewegung. 

Um  einen  auf  ruhender  horizontaler  Unterlage  rahenden 
Körper  vom  Gewichte  6?  in  Bewegung  zu  versetzen,  dazu  bedarf 
es  einer  Kraft,  welche  mindestens  so  gross  als  der  dem  Drucke  G 
entsprechende  Reibungswiderstand  /  6r  sein  muss.  Um  dagegen 
einen  auf  bewegter  Unterlage  ruhenden  Körper  in  Bewegung  zu 
versetzen,  dazu  ist  die  kleinste  Kraft  schon  ausreichend.  Denn 
der  ruhende  Körper  ist  im  letzteren  Falle  bereits  in  relativer 
gleitender  Bewegung  in  Bezug  auf  seine  Unterlage  begriffen ;  die 
mit  dem  Gleiten  verbundenen  Reibungswiderstände  sind  also  schon 
in  voller  Wirksamkeit  und  werden  aufgehoben  durch  diejenigen 
Kräfte,  welche  den  Körper  ruhend  erhalten.  Wenn  also  die  letz- 
teren unverändert  bleiben,  so  wird  die  geringste  neu  hinzukom- 
mende Kraft  diesen  Gleichgewichtszustand  stören,  folglich  Bewe- 
gung hervorbringen  mtlssen. 

In  solcher  Situation  befindet  sich  z.  B.  eine  horizontale  von 
zwei  entgegengesetzt  rotirenden  horizontalen  Gylindern  unterstützte 
Stange,  deren  Schwerpunkt  mitten  zwischen  den  beiden  Unter- 
sttttzungsstellen  liegt  (Fig.  366).  So  lange  die  Stange  im  Ruhe- 
zustande sich  befindet,  halten  die  beiden  Reibungswiderstände /-^ 

einander  gegenseitig  im  Gleichgewichte ;  es  bedarf  also  in  diesem 
Falle  gar  keiner  äusseren  Kräfte,  um  diesen  Ruhezustand  zu  unter- 
halten. Wenn  dagegen  durch  eine  Horizontalkraft  K  die  Stange 
parallel  zur  Richtung  der  Drehachsen  mit  der  Geschwindigkeit  v 
gleichförmig  fortbewegt  wird,  so  beschreiben  die  Bertihrungsstellen 
Schraubenlinien  auf  den  rotirenden  Cylinderflächen  (Fig.  367).  Die 
relative  Geschwindigkeit  w  der  Bertlhrungsstelle  in  Bezug  auf  die 
cylindrische  Untersttltzungsfläche  setzt  sich  (nach  §  36)  zusammen 
aus  der  wirklichen  Geschwindigkeit  v  der  Stange  und  der  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  genommenen  Umfan^geschwindigkeit  c 

des  Cylinders.    Die  Reibungswiderstände  /  -^  wirken  den  rela- 
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tiven  Bewegnngsrichtangen  entgegen,  und  für  den  Winkel  e,  den 

dieBclben  mit  der  Stangenrichtang  bilden,  ergiebt  sich  ans  den  in 

Fig.  367    angeden- 

Fig,  86«. 


JZL 


■'] 


teten  Parallelogram- 
men der  Geschwin- 
digkeiten die  Glei- 
chung: 

342)    sin  e  —  — 


^^      .-^- 


Die  beiden  pa- 
rallel zu  den  Dreh- 
achsen   gerichteten 

Seitenkiilfte/^sinfi 

bilden  zusammenge- 
nommen den  von  der 
Kraft  K  zu  aberwin- 
denden Widerstand. 
Die  Bedingung  der 
Gleichförmigkeit  der 


>  Fig.  867. 

fortschreitenden  Bewegung  ist  also: 

343)    K~fG  ein  e  =:  fG- 


Oiese  Gleichung  zeigt,  dase  K  gleich  Null  wird,  wenn  v  =  0 
iBt,  und  umgekehrt:  daes  v  um  so  mehr  der  Grenze  Null  sich 
nähert,  je  kleiner  die  Kraft  K  ist.  Wie  klein  aber  auch  die  Kraft 
K  sein  mOge:  es  wird  immer  eine  Geschwindigkeit  v  geben,  bei 
welcher  diese  Kraft  ausreicht,  um  die  Bewegung  bei  solcher  Ge- 
schwindigkeit gleichförmig  zu  unterhalten.. 

Wenn  die  Kraft  K  —  folglich  anch  das  Verhaltnies  ^^j^  —  n 
—  gegeben  ist,  and  diejenige  Geschwindigkeit  v  gesucht  wird, 
welche  die  Stange  haben  muss,  wenn  die  Bedingung  des  gleich- 
förmigen Fortschreitens  erfullt  sein  soll,  so  etgiebt  sich  f^r  die- 
selbe aus  obiger  Gleichung  der  Werth : 

344)    v——=J=- 


Bewegung  eines  von  rotironden  CjUndern  unterstatEten  Kärperc 


ÄnB  dieser  Gleichung  erbält  man  z.  B.  die  nachfolgei 
sammengeborigen  Werthe  fllr  n  aoA  v: 


VT 


/OMS«SJtl 


Wie  bei  horizonta 
der  Drehachsen  di 
zontalkraft  K,  so  v 
geneigter  Lage  de 
achsen  die  denselbi 
lele  Seitenkraft  G  e 
Gewichtes  (Fig.  S6 
Bedinj^g  der  glei 
fortschreitendeD  B' 
ist  für  diesen  Fall: 
G  sin  a  =/G  cos  a  .  ein  e,    oder: 

3455    ,g„_/,i„,_/_^=£=.. 

Setet  man  hierin  das  Verhältoiss  ■  .,- . — —  =  t^ 
(r  sin  «  tg  a 

erhält  man  dnrch  ÄuflöBung  der  Gleichung  fllr  v  den  W 


Vn'— 1 
also  wiederum  deueelben  Werth,  welcher  fUr  den  vori 
bereits  gefunden  wurde. 

Eb  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dass  jedem  !< 
Winkel  a  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  r  entspricht 
ringste  NeigQDg  der  Drehachsen  wird  sich  also  durch  e 
schreitende  Bewegung  der  Stange  kundgeben.  Ebenso 
mit  anten  angehängtem  Gewichte  belasteter  Ring  an  ei 
zelnen  rotirenden  Welle  aufgehängt  längs  derselben  allmäh 
rücken,  wenn  auch  die  Abweichung  der  Drehachse  tou  i 
zontalen  so  klein  ist,  dass  dieselbe  der  directen  Be^baeht 
entzieht 

Schwingende  Bewegung. 
Wenn  der  Schwerpunkt  der  Stange  dem  einen  Unters 
punkte  näher  liegt  als  dem  anderen,  so  entstehen  in  F 


f^r^^^-fc^' 
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«'*. 
'.t* 


gleichmässiger  Druckvertheilnng  ungleiche  Reibungswiderstände 
an  den  beiden  Untersttttznngsstellen ,  und  der  Ueberschuss  des 

p.    g^^  grösseren     treibt    die 


VrG{^ 


+— 


X 


G 


Stange  nach  ihrer 
Gleichgewichtslage  zu- 
rück. Bei  der  Entfer- 
nung 0?  von  der  Gleich- 
gewichtslage hat  die- 
ser Ueberschuss  nach 
Fig.  369  die  Grösse : 


^fV.  —  rr==Ä 


346)    K~fV,-fV 


l 


X, 


Die  zurttcktreibende  Kraft  ist  also  proportional  der  Entfer- 
nung von  der  Gleichgewichtslage,  folglich  (nach  §  28)  die  Bewe- 
gung der  Stange  eine  hin  und  her  schwingende. 

Um  die  Dauer  einer  Schwingung  zu  berechnen,  hat  man  (nach 
§  28)  zunächst  die  Beschleunigung  q  bei  der  Entfernung  x  '=:^\ 
zu  bestimmen.  Wenn,  mit  M  die  Masse  der  S tauige  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  70)  substituirt,  so  er- 
hält man:  

348)     ^  — -^  =  7rl/J_. 

Die  Schwingungsdauer  ist  also  gleich  der  eines  einfachen 

Pendels  von  der  Länge  -y  9  (z.  B.  gleich  der  eines  Pendels  von  der 

Länge  100  .  /,  wenn/—  0,01  ist). 

Vorausgesetzt  ist  bei  dieser  Berechnung,  dass  der  Reibungs* 
coefficient  /  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  Gleitens, 
was  (wie  schon  im  §  66  erwähnt)  der  Wirklichkeit  nicht  ganz 
entspricht. 

.  §88. 

Pron/SGher  Zaum. 

Die  beiden  gleichförmig  umlaufenden  Wellen  A  und  B  in 
Fig.  860  stehen  durch  ein  Zahnräder  -  Paar  mit  einander  in  Ver- 
bindung; die  Welle  ^1  ist  die  treibende,  die  Welle  B  die  ge- 


ProDy*Bcher  Zaum. 
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trieben e.  Die  beiden  Zahnräder  übertragen  an  der  Eingriflfs- 
stelle  auf  einander  wechselseitig  eine  Druckkraft  D^  welche  trei- 
bend auf  die  Welle  ß,  dagegen 
als  Widerstand  auf  die  Welle 
A  wirkt.  Dieser  Widerstand 
wirkt  auf  die  Welle  A  wie  ein 
Gewicht  i>,  welches  an  einem 
um  den  Badkreis  gewickelten 
Faden  hängend  mit  der  Umfangs- 
geschwindigkeit c  hinaufgewun- 
den wird.  Die  zum  Aufwinden 
eines  solchen  Gewichtes  pro  Se- 
cunde  erforderliche  mechanische  Arbeit  ist: 
349)  a  =  2?c. 
Ebenso  gross  ist  die  zum  Treiben  der  Welle  B  erforderliche 
—  d.  h.  die  von  der  Welle  A  auf  die  Welle  B  pro  Secunde  über- 
tragene —  mechanische  Arbeit.  Die  Grösse  dieser  Arbeit  kann 
mittelst   des   in   Fig.  361   dargestellten  Prony'schen   Zaums  auf 

folgende  Weise  ge- 
Fig.  861.  messen  werden.  Man 

4^  ^^ ^\  setzt   zunächst   die 

beiden  Zahnräder 
ausser  Eingriff.  Die 
von  dem  Wider- 
stände D  nunmehr 
befreite  Welle  A 
wird  alsdann  (bei 
gleich  bleibendem 
Eraftzuflusse)  rascher  umlaufen  als  vorher.  Die  Zahl  der  Umdre- 
hungen pro  Hinute  wird  von  n  bis  auf  n,  zunehmen.  Es  wird 
an  die  Welle  A  dann  der  Zaum  angelegt,  und  mittelst  Anziehens 
der  Schrauben  bewirkt,  dass  die  Umdrehungszahl  wieder  bis  auf 
die  Zahl  n  herabsinkt  Sobald  die  frühere  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit wieder  hergestellt  ist,  beträgt  die  jetzt  durch  Reibung  pro 
Secunde  verzehrte  mechanische  Arbeit  gerade  so  viel  wie  früher 
die  mittelst  der  Zahnräder  auf  die  Welle  B  übertragene  mecha- 
nische Arbeit 

Der  mittelst  des  Zaumes  hervorgebrachte  Reibungswiderstand 
wirkt  auf  die  Welle  A  wie  ein  Gewicht  TT,  welches  an  einem  um 
die  Welle  gewickelten  Faden  hängend  mit  der  Umfangsgeschwin- 


\w 
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digkeitt'  an  der  linken  Seite  hinaufgewunden  wird.    Die  hierzu 
erforderliehe  mechanische  Arbeit  ist: 

350)  81  =  Wv. 

Auf  den  Zaum  wirkt  der  Eeibungswiderstand  rechts  herum 
drehend  wie  ein  in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  aufge- 
hängtes Gewicht  W.  Dieses  Gewicht  kann  dadurch  gemessen  wer- 
den, dass  man  auf  der  linken  Seite  bei  C  so  viel  Gewicht  P  an- 
hängt, als  nöthig  ist,  um  dem  Gewichte  W  das  Gleichgewicht  und 
den  Balken  wagerecht  schwebend  zu  halten.  Nach  der  Gleichung 
des  Hebels  ist  alsdann: 

351)  PI  =  Wr,     oder:     TF  —  P  .  — . 

r 

Wenn  man  diesen  Werth  für  W  in  Gleichung  350)  substituirt, 
so  erhält  man: 


352)    31 


-d») 


Der  eingeklammerte  Factor  bezeichnet  die  Peripherie  -  Geschwin- 
digkeit, welche  ein  Kreis  vom  Halbmesser  /  besitzen  würde,  wenn 
derselbe  an  der  Drehbewegung  theilnähme.  Wenn  man  diese 
Geschwindigkeit  mit  F  bezeichnet,  so  erhält  man  die  einfachere 
Gleichung: 

353)    «  =  P  .  F. 

Die  gesuchte  mechanische  Arbeit  ist  also  gleich  dem  gefun- 
denen Gewichte  P  multiplicirt  mit  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  der  Aufhängepunkt  besitzen  würde,  wenn  der  Zaum  an 
der  Drehbewegung  theilnähme. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  der  Schwerpunkt  des  unbe- 
lasteten Zaumes  in  der  Verticalen  des  Drehpunktes  liegt.  Wäre 
dies  nicht  der  Fall ,  läge  der  Schwerpunkt  z.  B.  links  von  der 
Drehachse,  so  würde  in  Gleichung  353)  statt  des  Gewichtes  P 
ein  entsprechend  grösseres  Gewicht  in  Rechnung  zu  bringen  sein. 

'  Wenn  z.  B.  die  ümlaufszahl  n  -«  75  (Umdrehungen  pro  Minute)  w&re,  und 
das  an  dem  Hebelanne  /»  2'°,5  wirkende  Gewicht  i'«  100  Eil.  gefunden  w&re, 
Bo  ergäbe  sich  zunächst  für  die  Geschwindigkeit  V  der  Werth: 

F«2/7r-^==2  .  2,5  .  3,14  .  ^=:  19»,635, 

und  fOr  die  pro  Secande  übertragene  mechanische  Arbeit  nach  Gleichung  353) 
die  Grösse: 

a  =  100  .  19,635  =  1963»S5  «  26,18  Pferdekräfte. 
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§  89. 
Frictionsreder. 

Von  den  beiden  Wellen  Ä  und  B  in  Fig.  362  soll  A  die  trei- 
bende, B  die  getriebene  sein:  die  üebertragung  der  Drehbewegung 
soll  durch  die  beiden  auf  den  Wellen  befestigten  einander  berüh- 
renden Scheiben  vermittelt  werden. 

Den    Gesammtwiderstand, 
Fig.  362.  welcher   bei   Umdrehung   der 

getriebenen  Welle  B  zu  über- 
winden ist,  kann  man  sich 
durch  ein  Gewicht  W  veran- 
schaulichen, welches  an  einem 
um  die  Welle  —  oder  eine  mit 
der  Welle  umlaufende  Trom- 
mel —  gewickelten  Faden  hän- 
gend, bei  Umdrehung  derselben 
hinaufgewunden  wird.  Eine 
Erafi;  K^  welche  am  Umfange  der  Scheibe  vom  Halbmesser  R  in 
tangentialer  Bichtung  wirkend  den  am  Hebelarme  r  wirkenden 
Widerstand  W  überwinden  und  die  Welle  B  gleichförmig  treiben 
soll,  muss  der  Bedingung  genügen: 

354)  KR=Wr       oder:    K^W^. 

£1 

Wenn  durch  Kräfte,  welche  auf  die  Zapfenlager  der  beiden 
Wellen  wirken,  zwischen  den  beiden  Scheiben  an  der  Berührungs- 
stelle ein  Druck  D  hervorgebracht  wird  von  solcher  Grösse,  dass 
der  diesem  Drucke  entsprechende  Beibungswiderstand  fD  die 
Grösse  K  erreicht  oder  überschreitet,  so  wird  die  Beibung  zwi- 
schen den  beiden  Scheiben  schon  ausreichen,  um  zu  bewirken, 
dass  die  Bewegung  von  der  Welle  A  auf  die  Welle  B  übertragen 
wird,  und  dass  die  getriebene  Scheibe  mit  derselben  Peripherie- 
geschwindigkeit sich  bewegt  wie  die  treibende  Scheibe.  Für  den 
unteren  Grenzwerth  des  erforderlichen  Druckes  B  ergiebt  sich 
hiemach  die  Bedingung: 

355)  fD-^K        '         ^       ^ 


oder:    D  = 


/' 


oder  nach  Substitution  des  in  Gleichung  354)  ftir  K  gefundenen 

Werthes: 

Wr 
356)     1)  = 


SR 
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Wenn  z.B.  ^  =  100  Kil.,   r^O^lö,  Ä  =  0«5/ist,  und  als  Reibungs- 

coefficient  für  die  beiden  (gusseisernen)  Frictionsscheiben  /<=  0,20  gesetzt  wird, 

so  erhält  man: 

100.0,15_ 

0,20  .  0,5 

Bei  einem  Drucke,  der  weniger  als  150  Eil.  beträgt,  würde  ein  Gleiten 
eintreten;  bei  grösserem  Drucke  aber  würde  ein  Theil  des  Reibungswider- 
standes schon  ausreichen,  um  die  erforderliche  Triebkraft  K  auf  die  getrie- 
bene Scheibe  zu  übertragen. 

Je  kleiner  der  Reibungscoefficient  /  ist,  um  so  grösser  mnss 

der  Druck  D  sein,  und  um  so  grösser  wird  auch  die  durch  diesen 

Druck  entstehende  Vermehrung  der  Zapfenreibung  an  den  beiden 

Wellen.    Nach  §  69  hat  das  Anbringen  von  Keilnuthen  an  den 

Berührungsflächen  dieselbe  Wirkung  wie  eine  Vergrösserung- des 

BeibungscoefGcienten  im  Verhältniss  von  f  zvl  f^  (Gleichung  234). 

Es  ist  also  Yortheilhaft ,  die  Umfange  der  Frictionsscheiben  auf 

die  in  Fig.  363  angedeutete  Weise  mit  Keilnuthen  zu  versehen, 

für    welchen    Fall 

.  Fig.  363.  statt    /    der    Rei- 

,. '- *    bungscoefflcient  für 

'i^j  Keilnuthen: 

'  "^^  f 

•^*        sin  d 

in  Gleichung  356)  zu  substituiren  sein  würde,  welche  alsdann  die 

Form  annimmt: 

Wr 
357)     2?  =  sin<J-7r^- 

Wenn  z.  B.  der  Convergenzwinkel  der  Keilnuthen  2^=60^  also  sin^»— 

wäre,  80  würde  bei  den  im  obigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Werthen  ein 
Druck  von  75  Eil.  (statt  150  Kil.)  zur  Uebertragung  der  Triebkraft  schon  aus- 
reichen. 

§  90. 
Reibung  einea  Fadena  am  Umftuige  eines  Qylinders. 

Der  Gleichgewichtszustand  des  durch  die  spannenden  Kräfte 
K  und  P  ruhend  gehaltenen  vollkommen  biegsamen  Fadens  (Fig. 
364)  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn  auf  irgend  eine  Weise 
die  Biegsamkeit  desselben  aufgehoben,  und  der  Faden  in  eine 
feste  Stange  verwandelt  wtlrde.  Es  müssen  daher  die  auf  den 
Faden  wirkenden  Kräfte  den  allgemeinen  Gleichgewichts -Bedin- 
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gangen  in  derselben  Weise  genügen,  wie  wenn  der  Faden  ein 
fester  Körper  wäre. 

Anf  den  Faden  wirken  ausser  den  Kräften  K  und  P  noch  die 
radial  gerichteten  normalen  Gegendrtlcke  des  rotirenden  Cylinders 

nebst   den   ihnen    entsprechenden 
tangential    gerichteten    Keibnngs- 
widerständen.    Nach  den  allgemei- 
nen  Gleichgewichts  -  Bedingungen 
muss  die  algebraische  Summe  der 
statischen    Momente    sämmtlicher 
anf  den  Faden  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  Achse  0  gleich 
Null  sein.  Es  ist  also  nach  Fig.  364: 
358)    0  =  Pr— Ä:r  +  :S(/iVr), 
oder:   K-P=2(fN). 
Um  die  an  den  einzelnen  Be- 
rtlhrungsstellen  wirkenden  Normal- 
drücke N  und  die  zugehörigen  Rei- 
bnngswiderstände  fN  zu  bestimmen,  zerlegt  man  den  ganzen  vom 
Faden  umspannten  Bogen  in  n  gleiche  Theile,  denkt  sich  an  den 
Endpunkten  eines  solchen  Bogentheiles  den  Faden  durchschnitten 

und  durch  die  an  den  Schnittstellen 
angebrachten  Kräfte  S  und  S^  den 
Gleichgewichtszustand  dieses  Faden- 
theiles  wieder  hergestellt  (Fig.  366). 
Wenn  keine  Reibung  an  diesem  Fa- 
dentheile  stattfände,  so  würde  S^=S^ 
und: 


iSr=258in(i-f) 


gesetzt  werden  können.  Je  grösser 
die  Zahl  n  angenommen  wird,  um  so 
kleiner  würde  der  Fehler  sein,  den 
man  begeht,  indem  man  (die  Sinus- 
Zahl  mit  der  Winkel-Zahl  vertauschend): 

n 
setzt,  und  indem  man  annimmt,  dass  der  Kraft  S^   ausser  der 
Kraft  S  noch  der  jenem  Normaldrucke  entsprechende  Reibungs- 
widerstand: 

23  ♦ 


f  »7-;  N    '  ** 


^•a- 
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entgegenwirkt.    Hiemach  wtlrde  man  für  die  Spannung  S^  die 
Gleichung  erhalten: 

Der  eingeklammerte  Factor  bezeichnet  die  Zahl,  mit  welcher 
man  die  an  irgend  einem  Theilpunkte  stattfindende  Spannung  zu 
multipliciren  hat,  um  die  Spannung  in  dem  nächstfolgenden  Theil- 
punkte zu  erhalten. 

Um  also,  von  der  Spannung  P  an  der  Stelle  A  ausgehend, 
die  Spannung  K  an  der  Stelle  B  zu  finden,  hat  man  n-mal  nach 
einander  die  Zahl  P  mit  jenem  Factor  zu  multipliciren,  und  er- 
hält demnach  für  K  die  Gleichung: 

359)    K=p(l+^y- 

Je  grösser  die  Zahl  n  angenommen  wird,  um  so  mehr  wird 
diese  Gleichung  das  wirkliche  Verhältniss  zwischen  den  Kräften 
K  und  P  darstellen.    Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist: 


( 


1 +/!)■_, +/.  +  JL£L=i)iM 


V3 


«  («  -  1)  (a  -  2)      {Jaf 
"^  n'  1  .  2  .  3  "*" 


and  wenn  man  in  dieser  Reihe  n^  <x,  setzt,  so  erhält  man  als 
Grenzwerth: 

l.m(^l+—J=l+/«4-Y^2-  +  Tr2T3 +•••  =  *   ' 

worin  e  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmen-Systems  be- 
zeichnet (^  =  2,71828...).  Hiemach  erhält  man  fllr  K  die 
Gleichung : 

360)    K^pt^ 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Differenzial -Rechnung  würde  diese 
Gleichung  die  Form  annehmen: 

Si'-S^dS  ^fSda,     oder:     -^  » fda, 
und  durch  Integration  derselben  erhält  man: 

K  a 

C^^fCda,     oder:     lgir~lgi>-/««lg(J)'    also: 

K        f^ 
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welche  zeigt,  dass  das  dem  Gleichgewichtszustände  entsprechende 
Verhältniss  der  Kräfte  K  und  P  nur  von  den  Grössen  a  und  / 
abhängt  y  dagegen  unabhängig  ist  von  dem  Halbmesser  des  Cy- 
linders. 

Auf  den  rotirenden  Cjlinder  wirken  die  Reibungswiderstände 
fN  in  entgegengesetztem  Sinne,  also  der  Drehbewegung  desselben 
entgegen.  Als  statisches  Moment  der  zum  gleichförmigen  Drehen 
des  Cylinders  erforderlichen  ELraft  in  Bezug  auf  die  Drehachse 
erhält  man  demnach: 

3»  =  :^  (/iVT)  r, 

oder  nach  Gleichung  358),  wenn  darin  fttr  K  der  gefundene  Werth 
substituirt  wird: 

361)     m  =  {K  —  P)r  =  Pr{e''  —  \). 

Die  beiden  Gleichungen  360)  und  361)  gelten  fttr  jede  belie- 
bige Geschwindigkeit  der  Drehbewegung,  folglich  auch  noch  fttr 
die  Geschwindigkeit  Null,  oder  fttr  den  Ruhezustand  des  Cylinders. 
Für  letzteren  Fall  bezeichnet  die  Gleichung  360)  den  Grenzwerth, 
welchen  die  Kraft  K  nicht  tiberschreiten  darf,  wenn  der  durch 
den  Widerstand  F  zurtlckgehaltene  Faden  nicht  längs  der  ruhen- 
den Cylinderfläche  gleiten  soll ;  und  die  Gleichung  361)  bezeichnet 
fttr  diesen  Fall  den  Grenzwerth ,  welchen  eine  auf  den  Cylinder 
wirkende  Drehkraft  nicht  überschreiten  darf,  wenn  derselbe  nicht 
in  Drehbewegung  versetzt  werden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  Drehbewegung  des  Cylinders  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  stattfindet,  würde  in  den  obigen  Glei- 
chungen entweder  K  mit  P  zu  vertauschen,  oder  — /statt  -\-f 
zu  snbstituiren  sein,  insofern  alsdann  die  Reibungswiderstände  auf 
jeden  der  beiden  Körper  in  einer  der  vorigen  entgegengesetzten 
Richtung  wirken.  Es  kann  daher  der  Gleichung  360)  auch  die 
allgemeinere  Form  gegeben  werden: 

362    K=Pe^^'", 

in  welcher  das  Plus-Zeichen  gilt,  wenn  die  Reibung  der  Kraft  K 
entgegen,  das  Minus-Zeichen,  wenn  die  Reibung  im  Sinne  der 
Kraft  K  wirkt. 

Wenn  z.  B.  als  Reibungscoefficient  für  einen  hänfenen  Faden  auf  hölzer- 
nem Cylinder /«  0,4  gesetzt  wird,  so  erh&lt  man  für  den  in  Fig.  366  darge- 
stellten Fall,  in  welchem  a^mn  ist,  nach  Gleichung  360): 

Z=.  100  .  /•*•'•**«  100  .  3,51  =-351  Kü. 

Denkt  man  sich  den  Cylinder  unbeweglich  festgehalten  und  die  Zugkraft  K 
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aUm&hlich  sanebmend,  so  wird  das  Gleiten  des  Fadens  nnd  das  Hinaufziehen 
des  Gewichtes  P  beginnen  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Zugkraft  K  die  Grösse 
von  351  Eil.  überschreitet.    Ebenso  gross  würde  auch  die  zum  gleichförmigen 

Hinaufziehen  des  Gewichtes  P  erforderliche  Zugkraft 
K  w&hrend  der  Bewegung  sein  müssen.  Soll  dagegen 
die  Kraft  K  nur  das  Gleiten  des  Fadens  oder  das 
Hinabsinken  des  Gewichtes  P  verhindern,  so  würde 
der  untere  Grenzwerth  der  hierzu  erforderlichen  Kraft 
zu  bestimmen  sein  nach  der  Gleichung: 

100 


Fig.  866. 


Jr-100.<f""*^''" 


Cp]— lOOKü. 


3,51 


^  28,5  Kil. 


Ebenso  gross  würde  die  Kraft  K  auch  w&hrend 

des  Hinabgleitens  des  Gewichtes  P  sein  müssen,  wenn 

dieses  Hinabsinken  gleichförmig  erfolgen  soll.    Für  den  ruhenden  Faden  ist 

also  die  Fortdauer  des  Ruhezustandes  an  die  Bedingung  geknüpft:  dass  die 

Kraft  K  nicht  grösser  als  351  Kil.  und  nicht  kleiner  als  28,5  Kil.  sein  darf. 

Setzt  man  in  Gleichung  360)  —  statt  der  Grössen  selbst  — 
die  natürlichen  Logarithmen  derselben  einander  gleich^  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

363)    lgiS:=lgP+/a      oder:    a  =  irlg(^), 

ans  welcher  der  Winkel  a  bestimmt  werden  kann,  wenn  die  Kräfte 
K  nnd  P  gegeben  sind. 

Wenn  z.  B.  IT«  500  Kil.,  P—  1  Kil.,  /-=0,4  gegeben  ist,  so  erhalt  man 
aus  dieser  Gleichung: 

1       ,   ^^^        6,2146 

Fig.  867. 


15,5365, 


0,4     ^  0,4 

d.  h.  wenn  hei  dem  in  Fig.  367  darge- 
stellten Falle  die  an  dem  einen  Ende 
des  um  einen  unbeweglichen  Cylinder 
gewickelten  Fadens  wirkende  Kraft 
Ps=i\  Kil.  ausreichen  soll,  um  das 
Hinahsinken  des  an  dem  anderen  Ende 

/"»iKil  1^&°I^°<1^^  (Gewichtes  jrBr500  Kil.  zu 
verhindern,  so  muss  der  zu  dem  vom 
Faden  umspannten  Bogen  gehörige  Win- 
kel mindestens  die  Grösse  15,5365  hahen. 
Wenn  statt  dessen  die  Anzahl  n  der  er- 
forderlichen Umwindungen  berechnet  werden  sollte,  so  würde  man  zu  setzen 

haben: 

a    ^  15,5365 

2?r  ""     6,28 


Qx]«  500  Kil. 


n 


—  2,474. 


Die  gefundenen  Gleichungen  kOnnen  auch  auf  den  Fall  an- 
gewendet werden,  in  welchem  die  Cylinderfläche  mit  einer  Keil- 
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nnth  versehen  ist,  an  deren  Seitenwände  die  runde  Schnur  sich 
anlegt  (Fig.  368).  Es  ist  nar  nOthig,  für  diesen  Fall  statt  /  den 
Reibnngscoef&cienten  fttr  Keilnuthen  (§  69,  Gleichung  234) : 


Fig.  868.  Fig.  869.  Sin 

/       in  Gleichung  362)  zu  sub- 
stituiren,    welche  alsdann 
.  \^.  -      die  Form  annimmt: 

364)     K^Fe"'"''''^ . 

Nach  §  69  macht  es  hier- 
bei keinen  Unterschied,  ob 
eine  Eeilnuth,  oder  mehrere  neben  einander  liegende  Keilnuthen 
die  Seibungsflächen  bildeten.  Die  Gleichung  364)  gilt  daher 
auch  für  den  (in  Fig.  369  dargestellten)  Fall,  wenn  die  Schnur 
aus  mehrfach  neben  einander  in  Keilnuthen  liegenden  Theilen 
besteht 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  866  dargestellten  Falle  die  Gylinderfl&che  mit 

Keilnuthen    Yom   Gonyergenzwinkel    2^  =»  60^    versehen    wäre,    so    würde 

f  0  4 

•^ ^  =0,8  statt  /  zu  suhstituiren  sein,  und  man  erhielte  als  Grenz- 


sin  ^       0,5 

werthe  der  &aft  K  statt  der  gefundenen  Werthe: 

IT- 100..-  -{       g^^3j^ 

Unter  gleicher  Voraussetzung  würde  man  bei  dem  in  Bezug  auf  Fig.  867 
berechneten  Zahlonbeispiele  für  a  einen  Werth  erhalten: 

sin^    ,   tK\       0,5 


'«(pI-'m^«^^^""''^^^' 


/ 
der  nur  halb  so  gross  ist  als  der  oben  gefundene. 

§  91. 
Bremsband. 

(Dffferenzial-Bremse.) 

Das  Umlegen  eines  gespannten  Bandes  um  eine  Triebwelle 
(oder  eine  auf  derselben  befestigte  Scheibe)  erzeugt  einen  Rei- 
bungswiderstand,  welcher  die  Drehbewegung  derselben  in  ähn- 
licher Weise  verzögert,  wie  das  Anlegen  des  in  §  88  beschrie- 
benen Prony'schen  Zaumes.  Es  kann  daher  bei  der  Messung  der 
mechanischen  Arbeit,  welche  von  einer  treibenden  Welle  A  auf 
die  getriebene  Welle  B  Übertragen  wird,  statt  des  Pron/schen 
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Zanmes  anch  ein  einfaches  Bremsband  benutzt  werden^  am  die 
Bewegung  der  Triebwelle  durch  Reibung  zu  verzögern,  wobei  im 
üebrigen  dasselbe  Verfahren  anzuwenden  ist,  welches  in  §  88  mit 
Bezug  auf  Fig.  860  bereits  beschrieben  wurde. 

Um  die  erforderliche  Spannung  hervorzubringen,  befestigt 
man  das  eine  Ende  des  Bremsbandes  an  einem  festen  Punkte  und 
belastet  das  andere  Ende  mit  Gewichten  so  lange,  bis  durch  die 
erzeugte  Reibung  die  normale  Dreh  gesch  windigkeit  der  Trieb  welle 
wieder  hergestellt  ist.  Diesen  Versuch  hat  man  zwei  Mal  auf 
verschiedene  Arten  auszuführen :  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  370 
dargestellte  Art,  indem  man  dasjenige  Ende  direct  belastet,  bei 
welchem  die  Reibung  und  das  angehängte  Gewicht  in  gleichem 
Sinne  auf  das  Bremsband' wirken,  das  andere  Mal  auf  die  in 
Fig.  371  dargestellte  Art,  bei  welcher  Reibung  und  Gewicht  in 


Fig.  870. 


Fig.  871. 


Fig.  872. 


C]K-P 


^FT^.m 


entgegengesetztem  Sinne  wirken.  Jede  von  den  beiden  span- 
nenden Kräften  K  und  P,  welche  auf  die  Enden  des  Bremsbandes 
wirken  müssen,  um  die  erforderliche  Reibung  hervorzubringen, 
kann  auf  diese  Weise  durch  directe  Messung  bestimmt  werden. 

Nach  Gleichung  361)  wirken  die  von  den  spannenden  Kräften 
K  und  P  hervorgebrachten  Reibungswiderstände  auf  die  rotirende 
Scheibe  gerade  so  wie  ein  Gewicht  K  —  P,  welches  an  einem  um 
die  Scheibe  gewickelten  Faden  hängend  hinaufgewunden  wird  mit 
einer  Geschwindigkeit  v  gleich  der  Umfangsgeschwindigkeit  der 
Scheibe  (Fig.  372).  Zum  Heben  dieses  Gewichtes  würde  pro  Se- 
cunde  die  mechanische  Arbeit  erforderlich  sein: 
365)    %  =  (K—P)v. 
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Ebenso  gross  ist  auch  die  gesuchte  mechanische  Arbeit, 
welche  vor  Anstellung  des  Versuches  von  der  treibenden  Welle 
A  auf  die  getriebene  Welle  B  übertragen  wurde  (Fig.  860). 

Wenn  z.  B.  bei  normaler  Umlaufszahl  der  Triebwelle  die  Umfangs- 
geschwindigkeit der  Bremsscheibe  v^^l^^h  ist,  und  bei  den  Bremsversuchen 
PssiooKil.,  JT«  250  Eil.  gefunden  wurde,  so  ist  die  gesuchte  mechanische 

«  =-  (250  —  100)  2,5  »=-  375»^  =  5  Pferdekräfte. 

Wenn  an  einem  um  die  Welle  A  (oder  eine  auf  derselben 
befestigte  Trommel)  gewickelten  Faden  ein  Gewicht  G  hängt,  so 
würde  die  Wirkung  dieses  Gewichtes  im  Hervorbringen  einer  be- 
schleunigten Drehbewegung  bestehen,  und  die  Last  G  würde  in 

beschleunigter  Bewegung  vertical 
Fig.  873.  abwärts  sinken.    Soll  durch  ein 

Bremsband  diese  Beschleunigung 
verhindert,  also  entweder  ein 
gleichförmiges  Sinken  der  Last, 
oder  —  bei  einmal  vorhandenem 
Ruhezustande  —  eine  Fortdauer 
des  Ruhezustandes  bewirkt  wer- 
den, so  mnss  das  Moment  des 
am  Umfange  der  Bremsscheibe 
wirkenden  Reibungswiderstandes 
K — P  dem  Momente  der  Last 
G  gleich  sein.  Nach  Fig.  373 
ist  also  die  Gleichgewichts-Bedingung  für  die  Welle  A : 

366)  Gr  =  (K—P)R. 

Wenn  man  hierin  fttr  K  den  in  Gleichung  360)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

R      fa 

367)  G  =  P  —  (e   —  1). 

r 

Als  Gleichgewichts-Bedingung  des  Hebels,  durch  welchen  die 
Kraft  P  auf  das  Bremsband  übertragen  wird,  erhält  man  nach 
Fig.  373  die  Gleichung  Pl=QL  oder: 

368)  Q  =  P-^, 

und  wenn  man  diese  letztere  durch  Gleichung  367)  dividirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 
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Wenn  z.  B.  der  von  dem  Bremsbande  umspannte  Bogen  zwei  Drittel  des 

2 
ganzen  ümfanges  beträgt,  so  würde  as3---.29r»4,19  zu  setzen  sein;  und 

/         1        r        1 
wenn  ferner  /==  0,2,  -y-  ^-kttj   -n^-r  gesetzt  wird,  so  erh&lt  man: 


J?        J_     1     i  ^  \       — 1 

C  ""  20  *   4  '  X^^'^'^^x}^  104 


104,8 

Um  also  einer  Last  G «» 1048  KU.  das  Gleichgewicht  zu  halten,  würde  am 
Ende  des  Bremshebels  eine  Kraft  Q  » 10  KU.  angebracht  werden  müssen. 

Die  grössere  von  den  beiden  spannenden  Kräften  K  und  P  ist  aUemal 
diejenige,  welche  der  Umfangsgeschwindigkeit  der  Bremsscheibe  entgegen  wirkt. 
Es  ist  also  hinsichtlich  der  Wirkung  einer  solchen  Bremsyorrichtung  am  vor- 
theUhaftesten,  mit  dem  Bremshebel  dasjenige  Ende  des  Bremsbandes  in  directe 
Verbindung  zu  setzen,  an  welchem  die  hervorgebrachte  Zugkraft  in  der  Rich- 
tung der  Umfiangsgeschwindigkeit  wirkt.  Nach  Gleichung  360)  würde  z.  B.  im 
vorliegenden  FaUe  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  der  Werth  sich 

ergeben: 

K      /« 
-p^e     —2,31. 

Wenn  also  statt  der  in  Fig.  878  dargesteUten  Anordnung  die  entgegen- 
gesetzte gewählt  wäre  (nämlich  diejenige,  bei  welcher  das  stärker  gespannte 
Ende  des  Bandes  mit  dem  Bremshebel  verbunden  wäre),  so  würde  unter  sonst 
gleichen  Umständen  eine  2,31  mal  grössere  Kraft  ^»23,1  KU.  am  Endpunkte 
des  Bremshebels  angebracht  werden  müssen. 

D  if  f  er  enzial -Bremse. 

Bei  der  in  Fig.  378  dargestellten  Anordnung  ist  es  der  Wider- 
stand eines  festen  Punktes,  welcher  zum  Hervorbringen  der  grösse- 
ren von  den  beiden  Spannungen  K  und  P  benutzt  wird,  und  die 
kleinere  Spannung  bildet  diejenige  Kraft,  welche  der  Drehung 
des  Bremshebels  als  Widerstand  entgegenwirkt.  Eine  Steigerung 
der  Wirksamkeit  des  Apparates  kann  man  dadurch  erreichen,  dass 
man  statt  dessen  beide  Enden  des  Bremsbandes  mit  dem  beweg- 
lichen Hebel  verbindet  und  dabei  den  Befestigungspunkt  ftLr  das 
stärker  gespannte  Ende  so  wählt,  dass  die  von  demselben  auf 
den  Bremshebel  ttbertragene  Kraft  fördernd  auf  die  Drehung 
desselben  einwirkt  (Fig.  374  und  Fig.  376).  Wenn  das  Verhältniss 
der  Hebelarme  der  beiden  Kräfte  K  und  P  so  gewählt  wird,  dass 
Ka  =  Pb  wird,  oder: 

o^^x      b  K         fa 

370)    -  =  -p  =^    , 

so  halten  die  Kräfte  K  und  P  für  sich  allein  schon  den  Brems- 
hebel im  Gleichgewicht,  und  für  die  dritte  Kraft  Q  ergiebt  sich 
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demnach  die  Grösse  Nnll,  d.  h.  die  kleinste  am  Ende  des  Brems- 
hebels angebrachte  Kraft  würde  in  diesem  Falle  schon  ausreichen, 
nm  beliebig  grosse  Spannungen  in  dem  Bremsbande  heryorzu- 


Fig.  874. 


Fig.  375. 


bringen  und  die  Beschleunigung  der  Bremsscheibe  zu  verhindern 
—  wie  gross  auch  immer  das  Moment  der  auf  dieselbe  wirkenden 
Drehkraft  sein  möge. 

2 
Bei  den  oben  angenommenen  iSahlenwerthen  a  ^s  — •  .  2  9t  und  /«»  0,2 


würde  z.  B.  f&r  das  Verbältniss  der  Hebelarme  die  Grösse 
sein,  um  den  genannten  Zweck  zu  erreichen. 


2,31  zu  w&hlen 


§  92. 
Riemenscheiben. 

Von  den  beiden  Wellen  A  und  B  in  Fig.  376  ist  A  die  trei- 
bende, B  die  getriebene;  mittelst  eines  die  beiden  Scheiben  um- 
spannenden Frictionsbandes    (Riemens)    wird    die   gleichförmige 

Drehbewegung     von 
**  der    einen    auf    die 

andere  Welle  ttber- 
tragen  —  zugleich 
aber  auch  eine  ge- 
wisse mechanische 
Arbeit,  insofern  ein 
der  Umdrehung  der 
getriebenen  Welle  am 
Hebelarme  q  ent- 
gegen wirkender  Widerstand  W  dabei  zu  tiberwinden  ist.  Es 
sollen  die  Spannungen  K  und  P  bestimmt  werden,  welche  in  den 
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beiden  Theilen  des  Bandes  mindestens  vorhanden  sein  müssen, 
wenn  dasselbe,  ohne  an  den  Scheibennmfängen  zu  gleiten,  die 
Drehbewegung  mit  gleicher  Umfangsgeschwindigkeit  von  der  einen 
auf  die  andere  Scheibe  übertragen  soll.  Vorausgesetzt  wird  vor- 
läufig, dass  der  Scheibendurchmesser  —  folglieh  auch  der  Winkel 
des  von  dem  Bande  umspannten  Bogens  —  an  der  getriebenen 
Welle  kleiner  ist  als  an  der  treibenden,  woraus  folgt,  dass  bei 
gleicher  GrGsse  der  Beibungscoef&cienten  ein  etwaiges  Gleiten 
immer  nur  am  Umfange  der  getriebenen  Scheibe  stattfinden  wird. 
Die  Wirkung  des  Widerstandes  W  kann  man  sich  veran- 
schaulichen durch  ein  gleich  grosses  Gewicht,  welches  an  einem 
um  die  Trommel  vom  Halbmesser  q  gewickelten  Faden  hängend 
bei  Umdrehung  der  Welle  B  hinaufgezogen  wird.  Denkt  man 
_.    ^  _  sich  dieses  Gewicht  einstweilen  von  einer 

Fiir  877 

festen  Unterlage  unterstützt  und  die  Span- 
nungen anfänglich  so  klein,  dass  das  mit 
der  treibenden  Scheibe  umlaufende  Band 
längs  des  Umfanges  der  getriebenen  Scheibe 
gleitet,  ohne  die  Welle  B  zu  drehen  und 
das  Gewicht  W  dabei  zu  heben  (Fig.  377), 
so  findet  man  (nach  §  90,  Gleichung  360), 
dass  während  dieses  Gleitens  die  Kräfte  K 
und  P  beständig  der  Bedingung  entsprechen 

müssen : 

/« 
K=Pe    . 

Denkt  man  sich  alsdann  die  Spannung  in  dem  Bande  all- 
mählich vergrössert  —  etwa  durch  Druckkräfte,  welche  die  Zapfen- 
lager der  beiden  Wellen  von  einander  abwärts  nach  aussen  drän- 
gen —  so  wird  die  Differenz  der  beiden  Spannungen: 

371)  K  —  F  =  P(/^^—l) 

ebenfalls  zunehmen,  weil  von  den  beiden  Factoren  auf  der  rechten 
Seite  der  erstere  zunimmt,  während  der  andere  unverändert  bleibt. 
So  lange  das  statische  Moment  dieser  Spannungsdifferenz  noch 
kleiner  ist  als  das  Widerstandsmoment  TF^,  wird  der  Ruhezustand 
der  Welle  B  fortdauern  (nach  Gleichung  361),  und  erst  in  dem 
Augenblicke,  wenn: 

372)  (ÜT— P)r=  Wq 

wird,  beginnt  die  Welle  sich  zu  drehen^  wobei  das  Gewicht  W 
gehoben  wird. 
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Sobald  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Scheibe 
der  Geschwindigkeit  des  Bandes  gleich  geworden  ist^  hört  das 
Gleiten  desselben  auf,  und  die  Drehung  der  Welle  B  wird  eine 
gleichförmige.  Während  vorher  mit  dem  Wachsen  der  Spannungen 
auch  die  Differenz  derselben  zunahm,  würde  nunmehr  bei 
etwaiger  fernerer  Zunahme  der  Spannungen  ihre  Differenz  nicht 
weiter  zunehmen,  weil  die  Bedingung  der  gleichförmigen  Dreh- 
bewegung erfordert,  dass  das  Moment  der  Spannungsdifferenz  stets 
gleich  dem  Widerstandsmomente  bleibt;  die  Zunahme  wtlrde  viel- 
mehr zu  gleichen  Theilen  auf  die  beiden  Spannungen  K  und  P 
sich  vertheilen.  Während  der  gleichförmigen  Bewegung  der  beiden 
Wellen  sind  also  in  den  beiden  Riementheilen  die  Spannungen 
-ST  +  A  und  P  +  A  vorhanden,  worin  K  und  P  die  in  den  Glei- 
chungen 371)  und  372)  angegebenen  Bedeutungen  haben,  und  A 
die  in  Folge  jener  Spannungsvermehrung  noch  hinzugekommene 
SpannungsgrOsse  bezeichnet. 

Die  aus  der  Verbindung  obiger  beiden  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Werthe: 


Q  /        ^       \         _..     ,,       .,.0  1        e 


/« 


373)    P=T^^    _-^—   ,        3743    K=W-^ 


r   \    /« 

e    — 1 

bilden  demnach  die  unteren  Grenzwerthe  flir  die  Spannungen, 
welche  in  den  beiden  Riementheilen  während  der  Bewegung  vor- 
handen sein  mtlssen.  Wenn  bei  eintretendem  Ruhezustande  der 
beiden  Wellen  die  Spannungsunterschiede  sich  ausgleichen,  so  wird 
die  alsdann  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  des  Riemens  ver- 
theilte  Spannung  wenig  verschieden  sein  von  dem  arithmetischen 
Mittel  der  grössten  und  kleinsten  Spannungen,  welche  während 
der  Bewegung  eingetreten  waren.    Hb  kann  daher  die  Grösse: 

K+P        W    Q  fe^%l 


375)    5  = 


r  l    /«      , 
e    —  1 


angesehen  werden  als  der  untere  Grenzwerth  für  diejenige  Span- 
nung, welche  vor  Eintritt  der  Bewegung  dem  Riemen  beim  Auf- 
legen ertheilt  werden  mosste. 

Wäre  der  Scheibendurchmesser  —  folglich  auch  der  Winkel 
des  vom  Riemen  umspannten  Bogens  —  an  der  treibenden  Welle 
kleiner  als  an  der  getriebenen,  so  würde  die  oben  gefundene  Span- 
nung noch  nicht  ausreichen,  um  das  Gleiten  des  Riemens  an  der 
treibenden  Scheibe  zu  verhindern.    In  diesem  Falle  mttsste  viel- 
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mehr  die  Spannung  P  des  schwächer  gespannten  Theiles  noch  so 
weit  vergrössert  werden,  bis  die  nach  Substitution  des  kleineren 
Winkels  a^  (statt  a)  aus  Gleichung  371)  zu  berechnende  Span- 
nungsdifferenz die  in  Gleichung  372)  als  erforderlich  gefundene 
Grösse  erreicht.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  es  nur  nöthig  ist,  mit 
dem  Buchstaben  a  in  den  Gleichungen  373),  374),  375)  stets  den 
kleineren  yon  den  beiden  Winkeln  zu  bezeichnen,  um  zu  er- 
reichen, dass  die  Gleichungen  für  beide  Fälle  gültig  sind. 

Wenn  der  Widerstand  W  nicht  direct  gegeben  wäre,  sondern 
statt  dessen  die  pro  Secunde  übertragene  mechanische  Arbeit  und 
die  Umlaufsgeschwindigkeit  der  getriebenen  Welle,  so  wilrde 
durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke  für  die  mechanische 
Arbeit: 

in  denen  n  die  Umdrehungszahl  pro  Minute,  und  N  die  Anzahl 
der  übertragenen  Pferdekräfte  bezeichnet,  das  Widerstandsmoment: 

o7ßx       rrr  N        60.75 

376)     Wq  = 

zu  bestimmen  und  der  gefundene  Werth  alsdann  in  Gleichung  375) 
zu  substituiren  sein. 

Wenn  z.  B.  iV»2,  n»80,  r<=0'",4  a»7r,  und  (als  Rdbangscoefficient 
für  lederne  Riemen  auf  gusseisernen  Riemenscheiben)  /«»  0,28  gesetzt  wird,  so 
eigiebt  sich  zunächst  für  das  Widerstandsmoment  der  Werth: 

P^  2  .  60  .  75 

und  nach  Substitution  dieses  Weithes  in  Gleichung  375)  erh&lt  man  als  unteren 
Grenzwerth  der  erforderlichen  mittleren  Spannung: 

Bei  dieser  mittleren  Spannung  würden  während  der  Bewegung  in  den 
beiden  Riementheilen  die  Spannungen  entstehen  nach  Gleichung  373)  und 
Gleichung  374): 

^-04721tW^'^''^"- 
^  17,91  .  2,41  _  .  _, 

^^  0,4  .  (2,41  -  l)  ^  ^^^^  ^'*- 

Je  grösser  der  Reibungscoefficient  /  ist,  um  so  kleiner  wird 
die  erforderliche  Spannung  des  Riemens ,  und  da  durch  den  ge- 
spannten Riemen  die  beiden  Wellen  gegen  ihre  Zapfenlager  ge- 
drängt, folglich  die  Zapfenreibungswiderstände  dadurch  vermehrt 
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werden,  so  ist  das  Princip  der  Eeilnathen  auch  hier  mit  Vortheil 
anzuwenden  (vergl.  §  89).  Wenn  die  cylindrischen  Scheiben  durch 
Eeilnuthenräder,  und  die  flachen  Riemen  durch  runde  Schnüre 
ersetzt  werden  (s.  Fig.  368  und  369),  so  ergeben  sich  für  die  er- 
forderlichen Spannungen  kleinere  Werthe,  welche  man  erhält, 
indem  man  statt  des  Beibungscoef&cienten  /  den  Reibungscoeffi- 
eienten  fbr  Keilnuthen: 

/ L. 

•''        Bin  <J 

in  den  oben  gefundenen  Gleichungen  sabstitnirt.  Fttr  diesen  Fall 
würden  also  die  erforderlichen  Spannungen  ans  folgenden  Glei- 
chungen zu  berechnen  sein: 


> 


377)    P=    ,    fe         .         378)*  Z-       ^^' 


Sin  ö 


\e       —  1  /  r\e       —  1  / 


379)    5=Ä 


'     sin  o        ^ 

e       +1 


\     sin  ^       -     ^ 


Wenn  z.  B.  der  Gonyergenzwinkel  2  9  der  Eeilnathen  60  Grad  betrüge, 

f  0  28 

80  würde  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen     .•  ^  «  -^-~  » o,56 

®  sin  J        0,5         ' 

(statt  /«»  0,28)  zu  setzen  sein,  und  es  würden  für  die  erforderlichen  Span- 

nungsgröBsen  statt  der  oben  gefundenen  die  folgenden  kleineren  Werthe  sich 

ergeben: 

5«iyiZL«M±5V„3,,,Ki]. 


§  93. 
Ketten-  und  Seil-Biegungswiderstande. 

Auf  den  in  Fig.  378  dargestellten  an  einem  rotirenden  Zapfen 
in  seiner  Gleichgewichtslage  hängenden  belasteten  Ring  wirken 
zwei  Kräfte,  nämlich  erstens:  das  an  dem  Punkte  B  (einer  mit 
dem  Ringe  zu  einem  Körper  vereinigten  Stange)  angehängte  Ge- 
wicht ö,  zweitens  der  von  dem  rotirenden  Zapfen  geleistete  Gegen- 
druck JD.    Diese  letztere  Sjraft  ist  anzusehen  als  die  Mittelkraft 
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TOD  dem  rechtwinkelig  znr  ZapfeDoberSäcbe  gerichteten  Gegen- 
drücke N  und  dem  tangential  gerichteten  Reibnngswiderstande 
fN,  weicht  also  nm  den  Beibnngswinkel  <p 
Fig.  S!8.  Ton  der  Richtung  des  radial  wirkenden  Nor- 

maldmckes  ab.  Hieraus  folgt,  dass  die  6e- 
rQhning  zwischen  Zapfen  nnd  Ring  an  der- 
jenigen Stelle  C  des  Zapfennmfanges  statt- 
finden mnss,  deren  Halbmesser  AC  nm  den 
Winkel  y  von  der  Verticalen  abweicht.  Die 
1  Horizontal  -  Entfemnng    dieses   Punktes  vom 

\  Zapfenmittelpnnkte    hat  nach   Fig.  378    die 

Grösse: 

380)  e  =  ^  .  sin  9). 
Die  Gleichgewichts-Bedingnng  des  Ringes 
erfordert,  dass  die  Verticale  des  Belasttmgs- 
pnnktes  ebenfalls  um  die  Grösse  e  von  der 
Verticalen  des  Zapfenmittelpnnktes  abweicht 
Diese  Grösse  ist  anabhängig  von  der  Dreh- 
geschwindigkeit des  Zapfens;  es  wird  also  die 

in  Fig.  378  dargestellte  Lage  des  Ringes  anch 

dann  noch  eine  Gleichgewichtslage  sein,  wenn 
die  Drehgeschwindigkeit  sehr  klein  oder  auch  Null  ist. 

Denkt  man  sich  an  den  beiden  Enden  A  und  A,  eines  gleich- 
armigen borizoDtalen  Hebels  Zapfen  befestigt  nnd  an  jedem  dieser 
Zapfen  auf  die  eben  beschriebene  Art  einen  belasteten  Ring  in 
seiner  Gleichgewichtslage  angehängt  —  in  derjenigen  näm- 
lich, welche  einer  Drehung  des  Zapfens  nach  links  hemm  ent- 
sprechen würde  —  80  findet 
Fig.  87».  man  als  Gleichgewichts-Be- 

dingnng des  Hebels  AOA, 
nach  Fig.  379  die  Gleichung: 

oder: 

.         "4-4 


Wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  aof  der  rechten  Seite 
Zähler  nnd  Nenner  mit  1  H mnltiplicirt,  so  erhält  man: 
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K 

W  ' 


In  dieser  Gleichang  wQrde  fUr  s  der  gefandeae  Werl 
xa  sübstitairen  sein.  FUr  den  hier  voranszuBetzenden 
deßsen,  wenn  die  Grössen  q  und  rp  beide  sehr  klein  si 

im  Zähler  und  Nenner  das  Glied  [ — J  weggelassen,  und  a 

gesetzt  werden: 

K 


W 


=  1  +3 


alsi 


Fig.  SSO. 


Änsserdem  kann  fUr  diesen  Fall  ig  ^  statt  sin  r/ 
gesetzt  werden:  man  erhält  also  die  Gleichnng: 

381)    -^  =  1  +  2/^. 

Annähernd  kann  diese  Gleichung  anch  als  gtlltig  s 
werden  für  das  Verhältniss  von  Kraft  zu  Widerstand  b 
Fig.  380  dargestellten  Kette,  welche  um  eine  in  gleicl 
Drehung  begriffene  Rolle  umls 
dem  einen  Ende  mit  dem  6ei 
belastet  ist  und  durch  eine  an 
Ende  verttcal  abwärts  wirke: 
kraft  K  in  gleichförmiger  Bew< 
halten  wird.  Diese  Kette  ist 
zelnen  Stangen  znsammengeset] 
durch  Gelenkbolzen  mit  einai 
bunden  sind.  An  den  Stellen  . 
wo  die  Kette  resp.  ans  der  \ 
ausgestreckten  in  die  gekrtlmi 
and  aus  der  gekrümmten  wie 
die  geradlinige  Form  Ubergel 
eine  Reibnng  der  Bolzen  in  den  Gelenken  statt,  und  d 
bnng  wirkt  an  beiden  Stellen  einer  Krtlmmungsveränd« 
Kette  entgegen.  In  Folge  dessen  wird  der  Hebelann  dt 
stets  etwas  grOsser,  der  Hebelarm  der  Kraft  K  stets  etws 
sein  als  ohne  diesen  Widerstand  der  Fall  sein  wtlrde,  t 
die  Drehgeschwindigkeit  der  Rolle  so  klein  ist,  dass  die 
der  Gentrifngal- Kräfte  yemacblässigt  werden  darf,  so  k9a 
AenderuDgen  der  Hebelarme  auf  dieselbe  Weise  wie  iu 

KUlar,  XMhuik.  j.  Aul.  24 
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bestimmt  werden.  Wenn  also  mit  a  der  um  die  halbe  Dicke  der 
Kette  vermehrte  Rollen-Halbmesser,  mit  d  die  Dicke  der  Gelenk- 
bolzen bezeichnet  (also  2q  =  ö  gesetzt)  wird,  und  der  bei  Um- 
drehung der  Bolle  zu  überwindende  Zapfenreibungswiderstand 
vorläufig  unberücksichtigt  gelassen  wird,  so  ergiebt  sich  nach 
Gleichung  381)  für  die  zum  gleichförmigen  Hinaufziehen  der  Last 
erforderliche  Kraft  die  Gleichung: 

382)  K^W+f-^W. 

Wären  die  Reibungswiderstände  in  den  Gelenken  nicht  vor- 
handen, so  würde  K  =*  W  sein  müssen.  Es  bezeichnet  also  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  diejenige  Grösse,  um  welche 
die  Zugkraft  vermehrt  werden  muss,  um  ausser  dem  Widerstände 
W  noch  den  Biegungswiderstand  der  Kette  zu  überwinden.  Dieser 
Biegungswiderstand  hat  demnach  die  Grösse: 

383)  58=/~Fr. 

a 

Wenn  z.B.  das  Yerh&ltniss  —«0,1,  und  als  Reibungscoefficient  der 

ü 

Gelenkbolzen  /BrO,15  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Biegangswider- 

stand  die  Qrösse: 

©  =  0,15  .  0,1  .  FF—  0,015  W, 

Es  wflrde  also  der  BieguDgswiderstand  in  diesem  Falle  dieselbe  Wirkung 
baben,  wie  eine  Yergrösserung  der  angeh&ngten  Last  um  1,5  Procent. 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  bei  der  Kette  die  Beibung  in  den 
Gelenken  —  so  erzeugt  bei  geflochtenen  Seilen  die  Beibung  zwi- 
schen den  einzelnen  Litzen  oder  Drähten  einen  Biegungswider- 
stand ,  durch  welchen  auf  die  in  Fig.  380  angedeutete  Art  das 
Verhältniss  der  Hebelarme  von  Kraft  und  Last  modificirt  wird. 
Die  Grösse  des  8  e  i  1  -  Biegungswiderstandes  kann  jedoch  nicht 
durch  Bechnung,  sondern  nur  durch  directe  Versuche  ermittelt 
werden  und  hängt  natürlich  wesentlich  von  der  Beschafifenheit  des 
Seiles  ab.  Annäherungsweise  ist  der  Seilbiegungswiderstand  dem 
Quadrate  der  Seildicke  proportional  zu  setzen  und  (nach  Bedten- 
bacher)  zu  bestimmen  nach  der  Formel: 

384)  «  =  13  — fF, 

a      ' 

in  welcher  d  die  Seildicke  und  a  den  Bollenhalbmeser  (in  Metern 

ausgedrtickt)  bezeichnen. 

Hiemacb  würde  z.  B.  bei  einer  Seildicke  S  -^  0"*,02  und  einem  Rollen- 
halbmesser a  mm  Q\i  der  Biegungswiderstand  die  Grösse  haben : 
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also  wie  eine  LastvermehruDg  um  5,2  Proceut  wirken.*) 

§  94. 
Wlderetandscoefficleiiten  für  Ketten-  und  8ell-Rollen. 

Wie  die  Wirkung  des  BieguDgswiderstandes  aufg'efasst  werden 
kann  als  eine  Vennehrung  der  hinaufzuziehenden  Last  um  eine 
Grösse  Sdy  deren  Bestimmung  im  vorigen  Paragraphen  erklärt 
wurde:  so  kann  auch  die  Wirkung  des  bei  Umdrehung  der  Rolle 
zu  tiberwindenden  Zapfenreibungswiderstandes  aufgefasst  werden 
als  eine  Vermehrung  der  Last  um  eine  gewisse  OrOsse  3»  welche 
auf  folgende  Weise  zu  bestimmen  ist. 

Wäre  die  Kette  vollkommen  biegsam ,  so  hätte  die  Kraft  K 
neben  dem  Widerstände  W  nur  den  Zapfenreibungswiderstand  zu 
überwinden,  und  würde  fllr  die  zum  gleichförmigen  Hinaufziehen 
der  Last  W  erforderliche  Zugkraft  K  die  Gleichung  sich  ergeben 
(nach  Fig.  381): 

Ka  =  Wa  +f{K  +  \V)  r,      oder:       -^  ^ ~ 

1  — /ü 
•^   a 

Da  die  Grösse  / —  in  der  Regel  sehr  klein  sein  wird,   so  kann 


*)  Nach  Weisbach^s  Yeranchen  ist  für  getheerte  Hanfseile  von  1,6 Zoll 
Dicke  bei  Rollenhalbmessem  von  2  bis  3  Fuss  zu  setzen  (auf  Metermaass 
redacirt): 

«_l,5Kil.  +  i^..  »-. 

für  neue  und  nngetheerte  Hanfseile  von  |  Zoll  Dicke  bei  einem  Rollenhalbmesser 
TOn  10,5  Zoll: 

für  Drahtseile  von  }  Zoll  Dicke  (bestehend  aus  16  Dr&hten  von  je  ^  Zoll  Dicke) 
bei  Rollenhalbmessem  von  2  bis  3  Fuss: 

fOr  frisch  getheerte  Drahtseile  (mit  Hanfseelen  in  den  Litzen  und  im  Seile)  von 
7  Linien  Dicke  (bestehend  aus  4  mal  4  Drfthten  von  je  1,2  Linien  Dicke): 

'  a 

24» 
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—  wie  in  dem  analogen  Falle  des  vorigen  Paragraphen  mit  Bezug 
auf  Gleichung  381)  erklärt  wurde  —  statt  dessen  annähernd  ge- 
setzt werden: 


Fig.  381. 


W 

odw  wenn  der  Durchmesser  des  Bollen- 
zapfens 2r  =  ef  gesetzt  wird: 


385)    K 


W  +  f—W. 


In  dieser  Gleichung  bezeichnet  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  die 
gesuchte  Grösse  3}  ^^  welche  die  Last 
vermehrt  werden  mttsste,  wenn  die  Wir- 
kung dieses  hinzugefügten  Lasttheiles  mit 
der  Wirkung  des  Zapfenreibungswider- 
standes übereinstimmen  sollte.    Es  ist  also  zu  setzen: 

386)     ^^f±W. 

Hiernach  kann  man  sich  die  vereinigte  Wirkung  der  Biegungs- 
und Zapfenreibungs -Widerstände  auf  die  in  Fig.  382  dargestellte 

Weise  veranschaulichen,  indem  man  sich  zu 
der  Last  W  noch  die  beiden  Gewichte  S3 
und  3  hinzugefügt  denkt,  und  nunmehr  die 
erforderliche  Kraft  K  bestinmit  —  wie  wenn 
die  Kette  vollkommen  biegsam  und  der 
Bollenzapfen  vofikommen  glatt  wäre  —  nach 
der  Gleichung: 

387)    ür=]^+©  +  3. 

Nach  Substitution  der  beiden  in  Glei- 
chung 383)  und  386)  gefundenen  Wertbe 
erhält  man  die  Gleichung: 


Fig.  382. 


uns 


388) 


^-^{^+J\T+fi) 


in  welcher  der  Beibungscoefficient  der  Ketten- 
beizen zum  Unterschiede  vom  Zapfenreibungs-CoefGcienten  mit  /, 
bezeichnet  und  die  Bolle  selbst  als  gewichtlos  angenommen  ist. 

Der  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  bezeichnet 
diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  den  Widerstand  ^  zu  multipli- 
ciren  hat,  um  die  Grösse  der  erforderlichen  Zugkraft  K  zu  er- 
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halten,  und  soll  der  Widerstandscoefficient  genannt  wer- 
den. Für  Eettenrollen  kann  demnach  der  Widerstandscoefficient 
berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

389)    ^=l+./:A+/l. 

Wenn  z.  B.  die  Dicke  der  Gelenkbolzen  der  Kette  3^0^,01,  der  RoUen- 
halbmesser  a»0'",l,  der  Durchmesser  des  RoUenzapfens  (^«0%015,  und  als 
Reibungscoefficient  sowohl  far  die  Gelenkbolzen  als  für  den  RoUenzapfen 
/« 0,15  =/i  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  Widerstandscoefficienten 
der  Werth: 

^  -  1  +  0.15.  ML  +  0,15.  igi- 1,0375. 

Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  erforderliche  Zugkraft  K  um  3,75  Procent 
grösser  sein  müssen  als  der  Widerstand  W. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  als  Widerstandscoefficienten 


ftir  Seilrollen  —  indem  man  den  Factor  f.  —  im  zweiten  Oliede 

vertauscht  mit  dem  in-Gleichung  384)  angegebenen  Werthe  13  — 
—  die  Grösse: 

390)    ^  =  1  +  13-^+/-. 

Wenn  z.  B.  die  Seildicke  8  =  c^yOi,  der  Rollenhalbmesser  a  »-  0°>,08,  der 
Durchmesser  des  Rollenzapfens  ^=0'>,024,  und  der  Zapfenreibungscoefficlent 
/8=0,15  gesetzt  wird,  so  erhält  man  als  Widerstandscoefficienten: 

0  0^'  0  0^4 

Der  zu  überwindende  Widerstand  würde  in  diesem  Falle  durch  den  Seil- 
biegungswiderstand um  6,5  Procent,  durch  den  Zapfenreibungswiderstand  um 
4,5  Procent,  im  Ganzen  also  um  11  Procent  vergrössert,  d.  h.  zum  gleich- 
förmigen Hinaufziehen  eines  Gewichtes  von  100  Kil.  würde  eine  Zugkraft  von 
111  Kil.  erforderlich  sein. 
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FÜNFZEHNTES  CAPHEL. 

Wirkung  der  Kräfte  bei  zasammengesetzter  rotirender 
nnd  fortschreitender  Bew^nng  des  EOrpers. 

§  95. 

GlelohgfOmiigkeHs-Bedlnguiigen  f Br  die  zusammengeMizte  rotirende  und  fbrt- 

soiirettende  Bewagung. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichts  -  Bedingungen  eines  Systems 
von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  gelten  nicht 
nur  für  ein  ruhendes,  sondern  auch  für  ein  in  gleichförmiger  ge- 
radlinig fortschreitender  Bewegung  begriffenes  System.  Es  bleiben 
daher  die  in  §  83  gefundenen  Bedingungen  der  gleichförmigen 
Drehbewegung  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Drehachse  des 
rotirenden  Körpers  eine  gleichförmige  geradlinig  fortschreitende 
Bewegung  ausfuhrt. 

Eine  solche  zusammengesetzte  Bewegung  des  Körpers  kann 
aufgefasst  werden  als  relativer  Ruhezustand  in  Bezug  auf  einen 
Raum,  welcher  dieselbe  gleichförmige  Drehbewegung  und  gleich- 
zeitig dieselbe  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt. 
Da  die  Beschleunigung  dieser  letzteren  Null  ist,  so  sind  die  naoh 
den  Gesetzen  der  relativen  Bewegung  an  den  einzelnen  materiellen 
Punkten  hinzuzufügenden  Kräfte  genau  dieselben,  welche  in  §  83 
für  die  gleichförmige  Drehbewegung  allein  gefunden  wurden  — 
nämlich  die  Centrifugal-Kräfte. 

Wenn  also  —  wie  auch  hier  vorausgesetzt  werden  soll  — 
wegen  symmetrischer  Massenvertheilung  in  Bezug  auf  die  fort- 
schreitende Drehachse  der  Einfluss  der  Centrifugal-Kräfte  ver- 
schwindet, so  gelten  fQr  die  Gleichförmigkeit  dieser  zusammen- 
gesetzten Bewegung  genau  dieselben  Bedingungen,  welche  in  §  43 
ftlr  das  ruhende  System  gefunden  wurden.  Es  müssen  daher  unter 
anderen  folgende  zwei  Bedingungen  erfüllt  sein: 

Erstens:  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
achse muss  gleich  Null  sein. 

Zweitens:  die  algebraische  Summe  der  bei  rechtwin- 
keliger Zerlegung  in  die  Richtung  der  fortschreitenden 
Bewegung  fallenden  Seitenkräfte  muss  gleich  Null  sein. 
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Die  erstere  von  diesen  beiden  Bedingungen  bezieht  sich  auf 
die  Gleichförmigkeit  der  Drehbewegung,  die  letztere  auf  die 
Gleichförmigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung. 


§  96. 
Rollen  und  Ruchenzüge. 

Während  die  Last  W  von  der  Kraft  K  mittelst  des  um  die 
Rolle  laufenden  Seiles  gleichförmig  hinaufgezogen  wird,  hat  das 
(einstweilen  unbeweglich  vorausgesetzte)  Zapfenlager  der  Rolle 
den  Gegendruck: 

391)    K,  =  K+W 
zu  leisten,  um  die  fortschreitende  Bewegung  der  Rollenachse  zu 
verhindern.    Dieser  Gegendruck  lässt  sich  auch  dadurch  hervor- 
bringen, dass  das  Zapfenlager  der  Rolle  (oder  das  die  Rollen- 
Achse  enthaltende  Gehäuse)  an  einem  Faden  aufgehängt  wird,  der 

oben  an  einem  festen  Punkte 
Fig.  884-  p^  befestigt  ist  (Fig.  888).  In 

Kt=^K(t*^  diesem  Faden  wird  alsdann 
eine  Spannung  von  dersel- 
ben Grösse  K^  stattfinden 
—  abgesehen  von  dem  Ge- 
wichte des  RoUengehäuseSy 
welches  ebenso  wie  das  der 
Rolle  als  verhältnissmässig 
klein  vorausgesetzt  wird 
und  unberücksichtigt  bleiben 
soll  — .  Nach  Gleichung  388) 
ist  die  zum  gleichförmigen 
HinaufEiehen  der  Liast  W 
erforderliche  Zugkraft: 


Fig.  8SS. 


^ 


♦  r 


j^     2MU.4inWPlP4| 


392)  K  —  fi.  W, 

worin  /i  als  Widerstandscoefficient  die  in  Gleichung  390)  ange- 
gebene Bedeutung  hat    Wenn  man  den  hieraus  ftlr  W  sich  er- 

gebendea  Werth  W^—  —  in  Gleichung  391)  substituirt,  so  erhält 

man  als  Spannung  des  oberen  Fadens: 

393)  ir,  —  Ä'flH- 


(-^) 


Nach  §  95  wird  diese  Gleichung  auch  dann  noch  gültig  bleiben, 
wenn  der  ganze  Raum,  in  welchem  der  Vorgang  stattfindet  (und 
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in  welchem  der  Befestigungspnnkt  P^  relativ  unbeweglich  ist), 
eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  aosftihrt  mit  einer 
6 egch windigkeit  y  welche  der  vertical  aufwäcts  gerichteten  Ge- 
schwindigkeit V  der  aufsteigenden  Last  W  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist.  Durch  das  Hinzukommen  dieser  Bewegung  erhält  der 
Angriffspunkt  P  der  Kraft  K  die  Geschwindigkeit  2v,  und  wird 
die  absolute  Geschwindigkeit  der  Last  W  auf  Null  reducirt.  Es 
kann  also  dieselbe  Spannung,  welche  vorher  durch  die  angehängte 
Last  W  in  dem  rechts  herabhängenden  Fadentheile  erzeugt  wurde, 
nunmehr  auch  dadurch  hervorgebracht  werden,  dass  das  untere  Ende 
dieses  Fadens  an  einem  festen  Punkte  F  befestigt  wird  (Fig.  884). 
Der  obere  Faden,  welcher  vorher  im  Ruhezustande  sich  be- 
fand, bewegt  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit  v  abwärts,  wäh- 
rend seine  Spannung  die  in  Gleichung  393)  angegebene  Grösse 
behält.  Der  obere  Endpunkt  desselben  P,  wird  also  bei  dieser 
Anordnung  mittelbar  durch  die  Kraft  K  gleichförmig  abwärts  ge- 
zogen, und  die  an  diesem  Punkte  angreifende  Kraft  K^  dabei  als 
Widerstand  überwunden,  d.  h.  es  wird  eine  Zugkraft  von  der 
Grösse  K^  auf  den  Punkt  P,  übertragen.  Eine  Yergleichung  dieser 
indirecten  Wirkung  mit  derjenigen,  welche  die  Kraft  üT  bei 
unmittelbarer  Wirkung  auf  diesen  Punkt  hervorbringen  würde, 

zeigte  dass  bei  dieser  Anordnung  die  übertragene  Zugkraft  auf  das 

1 
1  -I fache  gesteigert  wird  dadurch, «dass  unter  Vermittelung 

der  beweglichen  Rolle  der  Widerstand  des  festen  Punktes  F  ge- 
zwungen wird,  zu  der  auf  den  Punkt  P,  übertragenen  Kraft  einen 

Beitrag  von  der  Grösse  W^  =  —  zu  liefern. 

Wenn  dasselbe  Verfahren,  durch  welches  auf  die  in  Fig.  384 
angegebene  Art  die  mittelbare  Wirkung  der  angewendeten  Zugkraft 
K  auf  die  Grösse  K^  gesteigert  wurde,  in  Bezug  auf  die  Kraft  K^ 
wiederum  angewendet  wird  (Fig.  386),  so  ergiebt  sich  ftlr  die 
Spannung  des  oberhalb  der  zweiten  Rolle  befindlichen  Fadens 
nach  Gleichung  393)  durch  entsprechende  Yertauschung  der  Indices 
die  Gleichung: 

394)  if.-zr,(,+±)_A:(i  +  i)* 

und  fttr  die  Spannung  des  an  dem  festen  Punkte  F^  befestigten 
Fadens  die  Gleichung: 

395)     ir,  =  A  ^  :^  fi  4.  .LV 
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Wenn  allgemein  mit  n  die  Anzahl  der  angewendeten  Rollen 
bezeichnet  wird ,  so  ergeben  sich  auf  analoge  Weise  durch  fort- 
gesetzte Wiederholung  der  obigen  Be- 
rechnung die  allgemeinen  Gleichungen : 


Fig.  385. 


IIA 


396) 
397) 


"Hj-K 


^ 


1  ■ 


K,^k(i  +  — y  und 


MMBSSH 


Wenn  z.  B.  als  Mittelwerth  des  nach 
S  94  za  berechnenden  Widerstandscoefficien- 
ten  fi'^tfl  gesetzt  wird,  so  erhält  man  für 
die  in  Fig.  8S5  angegebene  Rollen- Anzahl  die 
Werthe: 

Während  der  Angriffspunkt  der  Zagkraft  K 
mit  der  Geschwindigkeit  v  abwärts  gezogen 
wird,  steigt  die  Last  FF,  mit  der  Geschwin- 
digkeit -j  •  Es  wird  also  von  der  Zagkraft  K 


V 


die  Nntzarbeit  W^  .  -j  hervorgebracht,  während  die  unmittelbar  von  derselben 

verrichtete  Arbeit  gleich  Kv  ist;  das  Vcrhältniss  der 
beiden  Arbeitsgrössen  ist: 


Fig.  8S«. 


I 


W     — 
^s    -4 


V 
B 


1_ 
4 


3,31 .  K 


0,8275, 


r^ 


K^^i^^^K,: 


V* 


'^J^'^P^EB 


Kv  A         K 

der  Nutzeffect  beträgt  also  82,75  Procent  der  aufge- 
wendeten Arbeit,  und  17,25  Procent  derselben  werden 
durch  Reibungs-  und  Bi^gungs-Widentände  verzehrt. 

Wenn  man  in  den  gefundenen  allgemeinen 
Gleichungen  die  Zahl  fi  vertauscht  mit  der 

Zahl  —  7  so  gelten  dieselben  für  eine  Bewe- 

gung  des  ganzen  Systems  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  (Fig.  386),  bei  welcher  an  jeder 
einzelnen  Rolle  „Kraft"  und  „Widerstand" 
ihre  Bedeutung  gegen  einander  austauschen. 
Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Glei- 
chungen: 

398)  K^^KH  +  fiTf 

399)  \\\^,~fiK(l+^r-\ 
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fiel  der  in  Fig.  886  aDgenommenen  Rolleozabl  ergjebt  sich  z.  fi.  (weaa 
wiederum  ^  —  1,1  gesetzt  wird),  für  die  zum  Heben  der  Last  K  erforderliche 
Zugkraft  K,  der  Werth: 

£,  — ffjl  +  l,l)'=-=9>ä6l£ 

Das  TerhältnisB  der  too  diesen  beiden  Kr&ften  pro  Zeiteinheit  verrich- 
teteo  mechanischen  Arbeiten  ist: 

Es  werden  also  in  diesem  Falle  8f),4  Procent  der  aufgewendeten  Arbeit 
zum  Heben  der  Last,  und  13,6  Procent  zum  Uebcrwinden  der  Reibungs-  and 
BleguDgs-Widertt&nde  verwendet. 

Wenn  man  bei  der  in  ¥1g.  384  dargeBtellten  Anordanng,  an* 
statt  das  untere  Ende  des  an  der  rechten  Seite  befindlichen  Fa- 
dens an  dem  Punkte  F  zu  befestigen,  den  Faden  nm  eine  daselbst 
angehängte  Rolle  herumführt  und  das  Ende  desselben  alsdann  mit 
dem  Gehäuse  der  oberen 
F>g.88!.  Fig. #88.  g^jj^  verbindet,  so  ent- 

steht die  in  Fig.  887  dar- 
gestellte Anordnung  (bei 
welcher  die  Entfernung 
der  beiden  Rollen  so 
gross  vorausgesetzt  wird, 
dasB  die  Abweichung  der 
Faden -Richtungen  vom 
ParallelismuB  vemach- 
lässigt  werden  kann).  Die 
Spannungen  der  beiden 
Fadentbeile  rechts  und 
links  neben  der  unteren 
Rolle  verhalten  sich  bei 
der  in  der  Figur  ange- 
deuteten Bewegungsricb- 
tung  wie  Kraft  und  Wider- 
_  stand    zu    einander;    es 

[Jl'—^'}      ""SS  folglich  die  Span- 
'  nung  an  der  rechten  Seite 

/(-mal  BO  gross  sein  als  die  andere,  woraus  sich  fUr  letztere  der 
Werth  — i"  ergiebt.  FUr  die  an  den  Punkten  P  und  F  hervorge- 
brachten Kraftwirkungen  erhält  man  alsdann  die  in  der  Figur 
angegebenen  Werthe. 


F  f? 
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Auf  analoge  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  388  darge- 
stellten Flaschenzng,  indem  man  —  von  dem  freien  Ende  des 
Fadens  ausgehend,  den  Lauf  desselben  verfolgend  —  die  Spannung 
irgend  eines  Fadentheiles  durch  fi  dividirt,  die  Spannung  des 
nächstfolgenden  Fadentheiles,  worauf  dann  die  auf  die  Rollenge- 
häuse ausgetlbten  Kraftwirkungen  W  und  PF,  resp.  gleich  zu  setzen 
sind  den  Summen  der  Spannungen  sämmtlicher  Fadentheile,  welche 
mit  dem  betreffenden  Rollen-Systeme  in  directer  Verbindung  stehen. 
Hiernach  erhält  man  für  die  auf  das  obere  Rollengehäuse  ausge- 
übte Zugkraft  die  Gleichung: 


(in  welcher  ftlr  den  Widerstands-CoefiGcienten  fi  ein  dem  mittleren 
Durchmesser  der  verschiedenen  Rollen  entsprechender  Werth  zu 
setzen  sein  würde).  Indem  man  alsdann  dem  für  W  gefundenen 
Ausdrucke  die  Form  giebt: 


400) 


findet  man  leicht  das  allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  das  Yer- 
hältniss  der  beiden  Kräfte  W  und  K  mit  der  Anzahl  der  in  jedem 
Gehäuse  befindlichen  Rollen  sich  ändert.  Wenn  die  Zahl  der  in 
jedem  Gehäuse  befindlichen  Rollen  n  statt  2  betrüge,  so  würde 
zu  setzen  sein: 

401)  ^^-ii:  (;::::  z;,.)- 

Für  das  untere  Rollen  -  System  ist  die  Spannungssumme  der 
mit  den  Rollen  in  directer  Verbindung  stehenden  Fadentheile  um 
die  Spannung  K  kleiner  als  für  das  obere;  also  ist: 


402)     W;—  W  —  K'^K 


Die  1)eiden  allgemeinen  Gleichungen  401)  und  402)  gelten 
auch  für  die  in  Fig.  889  dargestellte  Anordnung,  bei  welcher  die 
in  jedem  der  beiden  Rollengehäuse  befindlichen  Rollen  nicht 
unter-  und  übereinander,  sondern  vor-  und  hintereinander 
liegend  angeordnet  sind  in  der  Weise,  dass  von  jedem  der  beiden 
Rollen -Systeme  nur  die  vornliegende  in  der  Figur  sichtbar  erscheint. 
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Wenn  z.  B.  die  Zahl  der  Rollen  in  jedem  Gehäase  4  beträgt,  an    wieder 
l,t  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  die  Werthe: 


Fig.  389. 


^,  =  ^—Jr  =  5,346  JT. 
Wenn  das  obere  Rollengehänse  an  einem 
festen  Funkte  aofgeh&ngt  ist,  und  der  an  dem 
unteren  Rollengehäuse  wirkende  Widerstand  W^ 
durch  eine  angehängte  Last  gebildet  wird,  so 
beträgt  die  Geschwindigkeit  des  Aufsteigens 
dieser  Last  den  8-ten  Theil  von  der  Geschwin- 
digkeit V,  mit  welcher  das  freie  £nde  des  Seiles 
durch  die  Kraft  K  abwärts  bewegt  wird.  Das 
Yerhältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten 
ist  demnach: 


5,346 


0,668. 


Kv  8 

Es  wird  also  bei  dieser  Anordnung  etwa 
ein  Drittel  der  Total- Arbeit  auf  Ueberwindung 
der  Reibungs-  und  Seilbiegungs- Widerstände 
verwendet. 

Wäre  statt  dessen  das  untere  Rollengehäuse 
das  befestigte  und  das  obere  das  bewegliche,  so 
würde  das  Geschwindigkeits-Verhftltniss  der  Angriffspunkte  von  Widerstand 

und  Kraft  gleich  -^  sein,  und  für  das  Yerhältniss  der  mechanischen  Arbeiten 


Fig.  890. 


der  Werth  sich  ergeben : 
W    ü. 


Kv 


0,705. 


^^i^k{t^) 


Bei  der  letzteren  Anordnung  würde  also  der 
Arbeitsverlust  nur  29,5  Procent  betragen. 

Für  den  in  Fig.  390  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  die  an  dem  oberen 
BoUengehäuse  wirkende  Kraft  W  die 
bewegende  Kraft,  und  die  am  freien  Ende 
des  Seiles  angreifende  Kraft  K  den  zu 
tlber windenden  Widerstand  bildet,  bei 
welchem  also  die  Bewegung  des  ganzen 
Systems  in  einem  dem  vorigen  entgegen- 
gesetzten Sinne  erfolgt,  hat  man  in  den 

gefundenen  allgemeinen  Gleichnngen  die 

1 
Zahl  u  mit  der  Zahl  —  zu  vertauschen 

und  erhält  dann  die  Gleichungen: 
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403)     \V=K 


1  \2n+l 


Br-(jT\ 


--(^f^)- 


404)     W,  =  W^K  =  fÄK(^^_^'^Y 

Wenn  auch  hier  wieder  fi » 1,1  und  it »  4  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 
fOr  die  zum  Ueberwinden  des  Widerstandes  K  erforderliche  Zugkraft  W  der 
Werth: 

und  das  VerhUtniss  der  beiden  mechanischen  Ärbdten  betragt  in  diesem  Falle: 

^TT  - 13:58  -  ^'^- 

Far  den  am  unteren  Rollengeh&use  wirkenden  Widerstand  ergiebt  sich 
der  Werth: 

W,^  ^—Ä'— 12,58  ä:. 

Wenn  das  untere  Rollengehäuse  statt  des  oberen  das  bewegliche  wäre, 
so  würde  das  Yerhältniss  der  Geschwindigkeiten  gleich  ~  sein  und  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  betrüge: 

Der  Arbeitsverlnst  würde  also  bei  der  ersteren  Anordnung  33,7  Procent, 
bei  der  letzteren  36,4  Procent  betragen. 

§  97. 
DHfBrenzial-Flasoheiniig. 

Die  oberen  beiden  Rollen  bilden  zusammen  ein  Stück  und 
drehen  sich  nm  eine  gemeinschaftliche  feste  Drehachse  0  (Fig. 
391).  Jede  der  beiden  Rollen  ist  am  Umfange  mit  Zähnen  oder 
Stegen  versehen,  durch  welche  ein  Gleiten  der  Kette  längs  des 
RoUen-Umfanges  verhindert  wird.  Während  diese  Doppel -Rolle 
in  der  Richtnng  des  Pfeiles  ein  Mal  um  ihre  Achse  sich  dreht, 
wird  links  an  der  grösseren  Rolle  ein  Kettenstttck  von  der  Länge 
2/2/r  aufgewickelt  und  rechts  ander  kleineren  Rolle  ein  Stttck 
von  der  Länge  2  r  n:  a  b  gewickelt,  im  Ganzen  also  die  Länge  der 
beiden  verticalen  Eettentheile,  an  welchen  die  untere  Bolle  nebst 
der  Last  W  hängt,  um  die  Grösse  2  (Ä  — r)7t  verkürzt,  wovon 
auf  jeden  der  beiden  Theile  die  Hälfte  kommt.  Während  also 
der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  die  Strecke  iRrc  zurücklegt,  wird 
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n 


^» 


die  Last  W  am  die  Strecke  {R  ^  r)7t  gehoben ;  das  Verhältniss 
der  beiden  Geschwindigkeiten  ist  daher: 

2R7t 


Flg.  891. 


V 


c  (R  —  r)  TT 

woraus  sich  für  die  Geschwindigkeit  der  auf- 
steigenden Last  die  Grösse  ergiebt: 


405) 


=t('-^) 


Wären  bei  der  Bewegung  keine  Reibungs- 
und  Biegungs- Widerstände  zu  überwinden, 
so  würde  in  jedem  der  beiden  Eettentheiley 

welche  zusammen  die  Last  W  tragen,  die 

W 
Spannung  —  stattfinden,  und  aus  der  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
die  obere  Drehachse  0: 

W  W 

0  =  KR  +  ^r-^R 

würde  fUr  das  Yerhältniss  von  Kraft  zu  Last 
der  Werth  sich  ergeben: 

406) 


W       2  V       R) 


r]j^=«) 


w 

Durch  die  in  Wirklichkeit  vorhandenen 
Reibungs-  und  Biegungs- Widerstände  wird 
jedoch  ein  Unterschied  in  den  Spannungen 
der  beiden  links  und  rechts  neben  der  unteren  Rolle  befindlichen 
Kettentheile  bedingt.  Bei  der  angenonmienen  Drehungsrichtung 
der  unteren  Rolle  wirkt  die  Spannung  rechts  als  Widerstand, 
und  die  Spannung  links  als  Kraft,  welche  diesen  Widerstand  zu 
überwinden  hat.  Es  muss  also  die  letztere  das  ju- fache  der  ersteren 
betragen,  wenn  mit  ^  der  nach  §  94  zu  bestimmende  Widerstands- 
coefficient  für  Ketten-Rollen  bezeichnet  wird.  Die  Summe  dieser 
beiden  Spannungen  muss  gleich  der  Last  W  sein,  also  ist: 

407)     W=P(\  +^). 

Wenn  der  Halbmesser  der  unteren  Rolle  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  von  den  Halbmessern  der  beiden  oberen  Rollen 
ist,  so  kann  für  den  Widerstandscoefficienten ,  welcher  bei  der 
Bewegung  des  oberen  Rollen  -  Systems  in  Rechnung  zu  bringen 
ist,  dieselbe  Grösse  wie  für  die  untere  Rolle  angenommen  werden. 
Am  oberen  Rollen- Systeme  wirkt  die  Spannung  /i  P  als  Wider- 
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Stand,  und  die  beiden  Kräfte  K  und  P  an  der  rechten  Seite  haben 
gemeinschaftlich  diesen  Widerstand  zu  überwinden.  Es  ist  also 
die  Momenten-Summe  der  beiden  letzteren  dem  [x  -  fachen  des  Mo- 
mentes der  ersteren  gleich  zu  setzen,  woraus  sich  die  Gleichung 
ergiebt: 

KR  +  Pr  =  (jL.  fiPR,     oder:     K^pU'  —  ^ 

Wenn  man  die  letztere  Gleichung  durch  Gleichung  407)  divi- 
dirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

K        ^^~li 


408) 


W  1+^ 


Setzt  man  als  mittleren  Werth  des  Widerstandscoefficienten  far  Ketten- 

r       10 
Rollen  i( BS  1,05  und  das  Verh&ltniss  -^»-7- -t  so  erhält  man: 
'^  Ä       11 

w — r+w— "•"^*'- 

Nach  Gleichung  405)  ist  in  diesem  Falle  c^  ^\   das  Yerh&ltniss  der 

stA 

beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  daher: 

Wc  1 


0,482. 


Kv        22  .  0,0943 
Der  Natzeffect  beträgt  also  48,2  Procent. 

Wenn  man  in  Gleichung  408)  die  Zahl  ^  vertauscht  mit  der 
Zahl  — ,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


K_\ix)        R 


409)    ^  = 

1  +  — 

Diese  letztere  Oleichnng  gilt  fllr  eine  Bewegung  des  ganzen 
Systems  im  entgegengesetzten  Sinne,  bei  welcher  die  Kraft  K  als 
Widerstand  und  die  Last  W  als  treibende  Kraft  wirkt.  Setzt  man 
in  dieser  Gleichung  ÜT  =>=  0,  so  erhält  man  die  Bedingung : 


410) 


welche  erfllllt  sein  muss,  wenn  die  der  Last  W  das  Gleichgewicht 
haltende  Kraft  K  die  Grösse  Null  haben  solL  Damit  also  durch 
die  Last  W  keine  rückgängige  Bewegung  des  sich  selbst  über- 


Ks? 
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lasBenea  Apparates  berrorgebracbt  werde,  rnnsB  die  Bedingung 
erfüllt  sein: 

Für  den  oben  angenomnieneii   Wertb  /i^l,(i[>  erhielte   min  z.  B.  die 
Bedingung:  _  , 

"Ä  ^  1,1025' 
d.  b.  ea  müsste  der  Halbmesser  der  kleineren  Rolle  mindestena  etwa  —  dcB 
Halbmessers  der  grosseren  ßolle  betragen,  wenn  ein  ZurOcksinken  der  ge- 
hobenen Last  Terhindert  werden  soll. 


Bedingungen  der  gleichförmigen  Sohrauben-Etewegung. 
Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  zwei  gleichförmige  Bewegungen 
ausfuhrt,  von  denen  die  eine  in  einer  Drehung  um  eine  bestimmte 
Drehachse,  die  andere  in  einer  fort- 
Bchreitenden  Bewegung  längs  dieser 
Achse  besteht,  so  bewegt  sich  jeder 
Punkt  des  Körpers  gleichförmig  längs 
einer  Schraubenlinie,  und  die  so  zu- 
sammengesetzte Bewegung  des  Kfirpers 
bildet  eine  gleichförmige  Schranben- 
bewegung. 

Die  Geschwindigkeit  irgend  eines 
Punktes  setzt  sieb  zusammen  ans  der 
allen  Punkten  des  Körpers  gemeio- 
schafllicben  Geschwindigkeit  c  der 
gleichförmig  fortsebreitenden  Bewegung 
und  einer  rechtwinkelig  dazu  gerich- 
teten (seinem  Abstände  von  der  Dreh- 
achse proportionalen)  Peripherie -Ge- 
^ — -^  Fig.  $S3.       Bchwindigkeit  r,  welche  der  Punkt  ver- 

/^    .  \  möge  der  gleichförmigen  Drehbewegung 

(     "^    ,  ]  besitzt  (Fig.  392  und  Fig.  393).    Wenn  t 

\        \f       /  die  Zeit  ist,   in  welcher  der  Körper 

\^  I  ^y^  eine  Umdrehang  ausfuhrt,  und  *  die 

*'"  Strecke,  welche  der  Körper  während 

dieser  Zeit  in  der  Acbsen-RicbtuDg  zurücklegt,  so  ergeben  sieb 

ftlr  die  beiden  Geschwindigkeiten  eines  in  der  Entfernung  g  von 

der  Drehachse  befindlichen  Punktes  die  Gleichungen: 


1 
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412)  *  =  c^,      oder:    c  =•  —  • 

413)  2Q7t  =  vt,      oder:    t?  ««=     ^    * 

Nach  der  in  Fig.  892  angedenteten  Parallelogramm-Constrac- 
tion  bildet  das  Yerhältniss  dieser  beiden  Geschwindigkeiten: 

414)  —  =  tga  — -jT^ 
^     V        ^  2p/r 

das  SteignngSYerhältniss  der  von  Miesem  Punkte  beschrie- 
benen Schraubenlinie. 

Fttr  irgend  einen  anderen  in  der  Entfemnng  ^,  von  der  Dreh- 
achse befindlichen  Pankt  erhält  man  in  gleicher  .Weise  als  Stei- 
gangsYerhältniss  der  von  diesem  Punkte  beschriebenen  Schrauben- 
linie: 

Die  Yon  den  einzelnen  Punkten  des  KOrpers  beschriebenen 
Schraubenlinien  haben  sämmtlich  dieselbe  Steigung  s]  die 
Steigungs^erhältnisse  dieser  Schraubenlinien  sind  dagegen 
verschieden  je  nach  den  Entfernungen  der  Punkte  von  der 
Drehachse. 

Die  Schraubenbewegung  des  Körpers  ist  eine  gleichförmige, 
wenn  jede  der  beiden  einzelnen  Bewegungen  gleichförmig  ist 
Nach  §  95  ist  daher  die  Gleichförmigkeit  der  Schraubenbewegung 
(unter  anderen)  an  folgende  zwei  Bedingungen  geknüpft: 

Erstens,  damit  die  Drehbewegung  gleichförmig  erfolge,  muss 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  auf 
den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achse  der  Schrau- 
benbewegung Null  sein. 

Zweitens,  damit  die  fortschreitende  Bewegung  gleichförmig 
erfolge,  muss  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel  zur 
Seh  rauben -Achse  gerichteten  SeitenkiMe  Null  sein. 

§  99. 
Raohoängige  Schraube. 

Es  soll  das  Moment  9ß  =  AT/  desjenigen  Kräftepaares  be- 
rechnet werden,  welches  erforderlich  ist,  um  die  von  festliegender 
Schrauben -Mutter  umschlossene  flach^gige  Schraube  (Fig.  894) 
gleichförmig  hinaufzuschrauben  und  den  in  der  Achsenrichtung 
wirkenden  gegebenen  Widerstand  W  dabei  zu  überwinden. 

Bltt«r,  ÜMbanik.  5.  Aufl.  25 
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Auf  die  bewegliche  Schraube  wirken  aaeser  dem  Widerstände 
H'  und  den  beiden  Kräften  K  des  treibeoden  Kräftepaares  nnr 


Fjg.  3flc  noch  die  von  der  nnbeweg- 
licben  Schraabcnmntter  auf  sie 
Übertragenen  Gegendrücke,  de- 
ren Angriffspunkte  die  Bertlh- 
ningsstellen  der  beiden  KOrper 
sind.  Die  Stellen,  in  welchen 
die  untere  Fläche  des  beweg- 
licben  Scbraubengewindegan- 
Ditoia^^  ''--..X...--''  ges  unterstützt  wird  von  der 

oberen  Fläche  des  unbeweg- 
lichen Ganges,  sollen  —  wie  in  Fig.  396  angedeutet  —  auf  einer 
mittleren  Schraubenlinie  vom  Halbmesser  q  =  — ^ —  stetig  ver- 
tbeilt  liegen.  Diese  mittlere  Schraubenlinie  bildet  die  ausschliess- 
liche Bertlbrnngslinie  der  beiden  KOrper,  enthält  folglich  die  An- 
griffspunkte sämmtlicber  Gegendrucke.  Das  Steignngsverbält- 
uisB  tg  a  dieser  mittleren  Schraubenlinie  kann  nach  der  gewählten 
Bezeichnungsweise  unmittelbar  aus  Gleichung  414)  bestimmt  und 
soll  hier  als  gegeben  angenommen  werden. 
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An  irgend  einer  Stelle  P  dieser  mittleren  Schraubenlinie  wird 
von  Seiten  der  Schranbenmntter  auf  die  bewegliche  Schraube  ein 
Druck  D  übertragen,  welcher  angesehen  werden  kann  als  die 
Mittelkraft  aus  dem  rechtwinkelig  zur  Berührungsfläche  gerichteten 
Drucke  N  und  einem  der  Sichtung  des  Gleitens  entgegenwirken- 
den Beibungswiderstande  fN.  Der  Normaldruck  N  wirkt  in  ver- 
ticaler  Ebene  rechtwinkelig  zur  mittleren  Schraubenlinie,  bildet 
also  den  Winkel  a  mit  der  verticalen  Achsenrichtung  der  Schraube. 
Der  Reibungswiderstand  fN  wirkt  längs  der  mittleren  Schrauben- 
linie tangential  abwärts,  bildet  also  den  Winkel  a  mit  der  Hori- 
zontalen. Da  ein  wirkliches  Gleiten  stattfindet,  so  weicht  (nach 
§  67)  die  Mittelkraft  aus  Normaldruck  und  Beibungswiderstand  um 
den  Beibungswinkel  (p  von  der  Bichtung  des  Normaldruckes  ab. 
Die  Kraft  D  bildet  also  den  Winkel  a  +  (p  mit  der  Verticalen. 
Dasselbe  gilt  von  den  an  allen  übrigen  Berührungsstellen  auf  die 
Schraube  übertragenen  Gegendrücken. 

Das  statische  Moment  des  Druckes  D  in  Bezug  auf  die  Achse 
der  Schraube  erhält  man  aus  Fig.  396,  indem  man  dessen  hori- 
zontale Seitenkraft  D  sin  (a  +  (p)  mit  dem  Hebelarme  q  multi- 
plicirt.  Wenn  die  Drehbewegung  der  Schraube  eine  gleichförmige 
sein  soll,  so  muss  das  Moment  ^  des  treibenden  Eräftepaares 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller  Drücke  D  sein; 
es  ist  also: 

416)  9K  =  ^  [2?  sin  (a  +  cp)  q]. 

Die  verticale  Seitenkraft  des  Druckes  D  ist  D  cos  (a  -f  q>). 
Wenn  die  fortschreitende  Bewegung  der  Schraube  eine  gleich- 
förmige sein  soll,  so  muss  die  Summe  aller  dieser  vertical  auf- 
wärts wirkenden  Drücke  gleich  dem  vertical  abwärt«  wirkenden 
Widerstände  W  sein,  also  ist: 

417)  IT  =  ^  [i>  cos  (a  +  (p)]. 

In  Gleichung  416)  kann  die  Grösse  q  sin  (o  +  (p)  a.ls  gemein- 
schaftlicher Factor  aller  Summen  -  Glieder  auch  vor  das  Summa- 
tionszeichen  gesetzt  werden;  ebenso  in  Gleichung  417)  die  Grösse 
cos  (a  +  <p)'  Die  beiden  Gleichungen  nehmen  alsdann  die  folgen- 
den Formen  an: 

a«  =  p  sin  (a  +  9?) -:?  (Z>), 

IT— cos(a  +  y)^(i?), 

und  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

26* 


i^BfKjf 


,1fr.  I  . 
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418)  '^'^Qtgia  +  ip),  oder:  Kl=WQts(a  +  (p). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  —  (p  statt  +  90,  so  erhält  man 
die  Gleichgewichtsbedingung  fUr  die  entgegengesetzte  Bewegung, 
bei  welcher  die  Schraube  in  dem  festliegenden  Muttergewinde 
gleichförmig  abwärts  geschraubt  wird.  In  diesem  Falle  wirken 
die  Beibungswiderstände  in  entgegengesetzter  Bichtung,  und  wei- 
chen daher  die  Gegendrücke  D  um  den  Winkel  a  —  q>  von  der 
Achsenrichtung  ab;  die  Gleichung: 

419)  Kl=WQteia  —  q>) 

zeigt  also  :  wie  gross  das  Eräftepaar  sein  muss,  um  eine  Beschleu- 
nigung dieser  abwärts  gerichteten  Schraubenbewegung  zu  verhin- 
dern. Wenn  a  =  cp  ist,  so  wird  für  diese  Bewegungsrichtung 
£*/  s»  0 ;  d.  h.  wenn  der  Steigungswinkel  der  mittleren  Schrauben- 
linie gleich  dem  Beibungswinkel  ist,  so  bedarf  es  gar  keiner  Dreh- 
kraft, um  eine  Beschleunigung  dieser  Bewegung  zu  verhindern; 
die  einmal  vorhandene  Bewegung  wird  sich  gleichförmig  fortsetzen 

—  wie  gross  auch  immer  die  in  der  Achsenrichtung  wirkende 
Kraft  W  sein  möge.  Wenn  femer  a  kleiner  ist  als  q>,  so  ergiebt 
sich  aus  Gleichung  419)  ein  negativer  Werth  für  das  Moment  Kl\ 
d.  h.  in  diesem  Falle  würde  ein  entgegengesetzt  herum  drehendes 

—  also  im  Sinne  der  Drehbewegung  wirkendes  —  Eräftepaar  er- 
forderlich sein,  um  die  abwärts  gerichtete  Schraubenbewegung 
gleichförmig  zu  erhalten. 

Die  Gleichgewichts -Bedingung  der  flachgängigen  Schraube 
lässt  sich  hiernach  in  einer  für  beide  Bewegungsrichtungen  gemein- 
schaftlich geltenden  Form  darstellen  durch  die  Gleichung: 

420)  Kl=WQtg(a  +  (p\ 

in  welcher  das  obere  Vorzeichen  auf  den  Fall  sich  bezieht,  in 
welchem  die  fortschreitende  Bewegung  der  Richtung  der  Eraft  W 
entgegengesetzt  ist,  das  untere  dagegen  auf  den  Fall,  in  wel- 
chem die  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  der  Eraft 
W  erfolgt. 

Die  Bedingungen  der  gleichförmigen  Bewegung  sind  unab- 
hängig von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit ;  die  gefundenen  Glei- 
chungen gelten  daher  auch  ftir  die  Geschwindigkeit  Null  oder 
für  den  Ruhezustand.  Die  beiden  in  Gleichung  420)  gefundenen 
Werthe  bezeichnen  demnach  die  Grenzwerthe,  welche  das  Eräfte- 
paar SDl  =  A'/  nicht  überschreiten  darf,  wenn  die  ruhende  Schraube 
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Fig.  a»7. 
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nicht  (nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  hin)  in  Bewe- 
gung gerathen  soll.  Bei  vorhandenem  Bahezustande  würde  aber 
weder  in  dem  Gleichgewichtszustände  der  Schraubenspindel,  noch 
in  dem  Gleichgewichtszustande  der  Schraubenmutter  Etwas  ver- 
ändert,  wenn  beide  EOrper  zu  einem  Stücke  vereinigt  würden. 
Betrachtet  man  also  Schraubenspindel  nebst  Schraubenmutter  als 
ein  Stück,  und  wendet  dann  auf  das  Ganze  die   allgemeinen 

Gleichgewichts-Bedingungen  an,  so  findet  man  die 
Kräfte,  welche  auf  die  —  bisher  unbeweglich  vor- 
ausgesetzte —  Schraubenmutter  wirken  müssen, 
um  zu  verhindern,  dass  dieselbe  in  Bewegung  ge- 
rathe  (Fig.  897  und  Fig.  398). 

Druck  und  Gegendruck  haben  stets  gleiche 
Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung ;  die  Drücke 
/>,  welche  die  Schraube  und  die  Schraubenmutter 
gegenseitig  auf  einander  übertragen,  haben  auf 
den  Gleichgewichtszustand  des  Ganzen  keinen  Ein- 
fiuss  und  können  daher  unberücksichtigt  bleiben. 
Hiernach  ergiebt  sich,  dass  auf  die  Schrauben- 
mutter in  der  Richtung  der  Achse  eine  Kraft 
wirken  muss,  welche  der  Kraft  W  gleich  und 
entgegengesetzt  ist,  und  ausserdem  ein  Kräftepaar, 
welches  dem  Kräftepaare  9ß  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist.  Genau  dieselben  Gleichungen,  welche 
oben  für  das  auf  die  Schraubenspindel  wirkende 
Kräftepaar  gefunden  wurden,  gelten  daher  auch 
ftlr  das  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaar,  wel- 
ches auf  die  Schraubenmutter  wirken  muss,  um 
dieselbe  im  Ruhezustande  zu  erhalten,  während 
die  Schraubenspindel  in  derselben  ihre  gleichför- 
mige Schraubenbewegung  ausftihrt. 

In  den  Gleichgewichts-Bedingungen  des  ganzen  Systems  Fig. 
897  wird  keinerlei  Aenderung  bedingt  durch  das  gleichzeitige  Vor- 
handensein einer  gleichförmigen  Drehbewegung  des  Ganzen  um 
die  Achse  der  Schraube,  ebensowenig  durch  das  gleichzeitige  Vor- 
handensein einer  gleichförmig  fortschreitenden  Bewegung  des 
Ganzen  in  der  Richtung  der  Schrauben-Achse»  Denkt  man  sich 
also  zu  der  stattfindenden  Schraubenbewegung  der  Spindel  noch 
eine  gleichförmige  Bewegung  des  Ganzen  hinzu  —  das  eine  Mal 
eine  gleichförmige  Drehbewegung,  welche  der  Drehung  der  Spindel 


^ 
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gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  das  andere  Mal  eine  gleichförmig 
fortschreitende  Bewegung,  welche  der  fortschreitenden  Bewegung 
der  Spindel  gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  so  findet  man,  dass 
die  allgemeine  Gleichung  420)  auch  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn 
die  Schraubenbewegnng  in  der  Weise  auf  die  beiden  Körper  sich 
vertheilt,  dass  der  eine  nur  die  fortschreitende  Bewegung,  der 
andere  nur  die  Drehbewegung  ausfuhrt. 

§100. 
Schraubenpresse. 

Wenn  die  in  der  Achsenrichtung  der  Schraube  wirkende 
Widerstandskraft  W  durch  den  Gegendruck  eines  Körpers  gebildet 
wird,  der  nur  an  der  fortschreitenden  —  nicht  aber  an  der  drehen- 
den —  Bewegung  der  Schraube  theilnimmt,  so  findet  ausser  dem 
im  vorigen  Paragraphen  berücksichtigten  Schraubenreibungswider- 
stande  noch  eine  Zapfenreibung  statt  an  der  Stelle,  wo  der  Gegen- 
druck auf  die  (ebene)  Endfläche  der  Schraube  übertragen  wird, 
und  das  Moment  Kl  des  drehenden  Kräftepaares  hat  in  diesem 
Falle  ausser  dem  Widerstandsmomente  Wq  tgia  +  q>)  noch  das 
Moment  eines  dem  Zapfendrucke  W  entsprechenden  Zapfenrei- 
bungswiderstandes zu  überwinden.  Für  einen  cylindrischen  eben- 
flächigen Stützzapfen  vom  Halbmesser  q^  ist  (nach  §  84,  Gleichung 
327)  das  Moment  des  dem  Zapfendrucke  W  und  dem  Zapfenrei- 

bungscoefficienten  /,  entsprechenden  Zapfenreibnngswiderstandes 

1 
gleich  ^/,  WQ^  zu  setzen.    Das  Moment  des  zum  gleichförmigen 

Drehen  der  Schraube  erforderlichen  Elräftepaares  ist  also  in  diesem 
Falle  zu  bestimmen  nach  der  Gleichung: 

421)  Kl~WQt«ia  +  (p)  +  y /,  Wq,, 

wenn  die  fortschreitende  Bewegung  der  Schraube  der  Richtung 
der  Kraft  W  entgegengesetzt  ist  Für  die  rückgängige  Bewegung 
der  Schraube  dagegen  ist  sowohl  9)  als  /  negativ  zu  setzen,  und 
das  Moment  des  der  Drehung  entgegenwirkenden  Kräftepaares 
muss,  um  eine  Beschleunigung  dieser  rückgängigen  Bewegung  zu 
verhindern,  die  Grösse  haben: 

422)  Kl^Wgig{a-(p)-  y/,  Wq,. 

Um  nach  diesen  üleichungen  die  Wirkung  der  in  Fig.  899  und  Fig.  400 
dargestellten  SchraubenpreBse  zu  berechnen,  würde  man  zunächst  aus  den  in  der 
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Figar  angegebenen  Dimensionen  der  Schraube  das  Steigungsverhältniss  der  mitt- 
leren Schraubenlinie  zu  berechnen  haben.  Nach  der  in  $  98  gewählten  Bezeich- 
nungsweise ist  s  =-  0'»,02,  B  —  0»,05,  r  —  0'°,04  und  q  —  Q>0o  +  0,04  ^  ^^^^^ 

ZU  setzen,  folglich  nach  Gleichung  414): 

0,02 
Fig.8W.  *8°- f.  0.045  .3,14-"'^^^^' 

woraus  sich  für  den  Steigungswinkel 
der  mittleren  Schraubenlinie  die  Grösse 
a  ^  4®  3'  ergiebt.  Wenn  femer  die 
Reibungscoeffieienten  /|  und  ig  <p  beide 
gleich  0,08  angenommen  werden,  also 
^  SB  40  34',5  gesetzt  wird«  so  erhält  man 
nach  Gleichung  421): 

K.OA^fV.  0,045  tg  (8®  37',5) 

+  —0,08  J^.0,04,  oder: 

JT— 0,0171    fr +0,004    fF— 0,0211    fV. 

Es  würde  also  z.  B.,  um  einen  Druck 
FT— lOOOOKil.  hervorzubringen,  eine 
am  Umfange  des  Rades  wirkende  Tangen- 
tialkraft is:»211  Eil.  erforderlich  sein. 

Während  die  Pressplatte  um  die 
Strecke  5  s  0*^,02  fortschreitet,  legt  ein 
Punkt  am  Umfange  des  Rades  die  Strecke 
2/jr  «  2  .  0,4 .  3,14  =  2»,512  zurück.  Das 
Yerhältniss  der  hervorgebrachten  zur  auf- 
gewendeten mechanischen  Arbeit  ist  dem- 
nach: 

fP.0,Q2  _  W.0fi2 

iT.  2,512        0,0211.  fr.  2,512  """''*''' 

der  Natzeffect  beträgt  also  37,7  Procent 
der  aufgewendeten  Arbeit. 

Für  die  Kraft,  welche  erforderlich 
ist,  um  eine  rückgängige  Bewegung  der 
Schraube  zu  verhindern,  erhält  man  nach 
Gleichung  422)  den  Werth: 

if.fr. il^tg(4«3'-4»34',5)--i-.-^.  fr. 0,04 

—  —  0,001  .  fr—  0.004  .  fF=-  —  0,005  .  fP. 

Es  würde  also  z.  6.  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Druck  an  der  Press- 
platte lOOOOKil.  beträgt,  einer  rückwärts  drehenden  Kraft  von  50  Kil.  be- 
dürfen, um  die  Schraube  zurückzudrehen. 

Bei  einer  genaueren  Berechnung  der  zum  Drehen  der  Schraube  erforder- 
lichen Kraft  K  würden  noch  folgende  —  bisher  unberücksichtigt  gebliebene  — 
Kräfte  und  Widerstände  in  Rechnung  zu  bringen  sein:  erstens,  das  Gewicht 
der  Schraube  und  der  Pressplatte;  zweitens,  die  Reibung  zwischen  der  Press- 
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platte  und  den  Säulen,  welche  derselben  als  FOhrung  dienen;  drittens,  die  Rei- 
bung des  in  die  Nuth  eingreifenden  an  der  Innenfläche  der  Radnabe  vorragen- 
den Schlüssels  längs  der  Nuth  (welche  eine  fortschreitende  Bewegung  ausführt, 
an  der  das  Rad  nicht  theilnimmt);  viertens,  die  Seitenreibung  zwischen  den 
Mantelflächen  der  Schraube  und  der  Schraubenmutter,  entstehend  durch  die 
von  letzterer  auf  erstere  übertragenen  horizontalen  Gegendrücke,  welche  durch 
die  am  Umfange  des  Rades  einseitig  wirkende  Kraft  K  hervorgerufen  werden 
uhd  in  ihrer  Mittelkraft  die  zweite  Kraft  des  Kräftepaares  darstellen.  Die  aus 
der  Berücksichtigung  dieser  Kräfte  sich  ergebende  Correction  des  für  K  gefun- 
denen Werthes  wird  indessen  meistens  so  klein  ausfallen,  dass  dieselbe  in  der 
Praxis  vernachlässigt  werden  kann. 


§  101. 
Schrauben-Keil-Presae. 

Die  in  §  74  für  eine  Keil-Presse  mit  horizontalen  Gleitflächen 
gefundene  Gleichung: 

Q         2  sin  (fei  +  y)  cos  rp 
ÜT,  cos  (w  +  2  9?) 

bezog  sich  auf  eine  solche  Verschiebung  des  Keil -Systems,  bei 
welcher  der  Mittelkeil  vorrückt ,  und  die  beiden  Seitenkräfte  zu- 
rückweichen. Wenn  man  in  dieser  Gleichung  —  q>  statt  +  q> 
setzt,  so  gilt  dieselbe  für  eine  Verschiebung  des  Keil-Systems  im 
entgegengesetzten  Sinne,  nämlicb  für  diejenige,  bei  welcher  die 
Seitenkeile  vorrücken,  und  der  Mittelkeil  zurückweicht. 

Bei   der  in  Fig.  401 
^^'  ^^'  dargestellten  Keil-Presse 

soll  durch  die  von  den 
Horizontalkräften  K^  nach 
innen  geschobenen  Seiten- 
keile der  Mittelkeil  nebst 
der  Pressplatte  nach  oben 
gedrängt,  und  der  Wider- 
stand Q  dabei  überwun- 
den werden.  Für  die  dazu  erforderlichen  Kräfte  K^  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

Q      2  sin  (o)  —  y )  cos  (—  y ) 2  sin  (co  —  y)  cos  y 

K^  cos(a>  —  2y)  cos(w  —  y)cosy+sin(co  —  y)8iny' 

oder: 

423)    2ü:.«=Qfcotg(ci>-y)  +  tgy]. 

Diese  Verschiebungen  der  Seitenkeile  können  durch  Umdre- 
hung von  Schraubenspindeln  hervorgebracht  werden,  ftir  welche 


Schraaben-Keil-Presse.  893 

jene  Keile  selbst  die  zugehörigen  Sehraubenmattem  bilden.  Die 
in  den  Achsenrichtungen  wirkenden  Kräfte  K^  in  entgegengesetzten 
Richtungen  genommen  bilden  die  Widerstände,  welche  diesen  Ver- 
schiebungen entgegenwirken.  Es  kann  daher  die  zum  Drehen 
jeder  von  beiden  Schraubenspindeln  erforderliche  Drehkraft  un- 
mittelbar nach  Gleichung  418)  bestimmt  werden,  sobald  darin  K^ 
statt  Wj  und  (ftlr  den  Fall,  dass  der  Reibungscoef&cient  der  Schrau- 
ben von  dem  Reibungscoefficienten  der  Keile  verschieden  ist)  (pi 
statt  <jp  substituirt  wird. 

Wenn  zugleich  die  eine  Schraube  mit  rechts  gewundenem, 
die  andere  mit  links  gewundenem  Schraubengewinde  versehen  ist, 
so  werden  beide  Schraubenspindeln  in  gleichem  Sinne  umge- 
dreht werden  mtissen,  um  die  beiden  Keile  einander  zu  nähern 
und  die  Pressplatte  nach  oben  zu  schieben.  In  diesem  Falle 
können  die  beiden  Schraubenspindeln  auch  aus  einem  Stücke 
angefertigt  werden ;  die  beiden  Kräfte  K^ ,  deren  jede  einzeln  ge- 
nommen eine  seitliche  Verschiebung  der  betreffenden  Schrauben- 
spindel hervorbringen  würde,  heben  nunmehr  in  Bezug  auf  einen 
solchen  Seitenschub  einander  auf;  die  zur  Umdrehung  dieser  Dop- 
pelschraube erforderliche  Drehkraft  beträgt  alsdann  das  Doppelte 
von  der  zur  Drehung  jeder  einzelnen  Schraube  erforderlichen 
Drehkraft,  ist  also  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

424)  Kl=^2K,  Q  ig  (a  +  (p^). 

Wenn  man  hierin  ftlr  2  K^  den  in  Gleichung  423)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

425)  Kl^QQie(a  +  (p,)[cotg{cj  —  (p)  +  ig(p]. 

Wenn  hierin  /-=0"»,4,  f  =  0»025,  itf  =  85»,  a=-4®  und  y=ayj=40  35' 
(also  der  Reibungscoefficient  für  die  Keile  sowohl  als  für  die  Schrauben  gleich 
0,08)  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

^ .  0,4  —  Q .  0,025  tg  (8«  ay)  [cotg  (80*  2^)  +  tg  {4<»  35')],  oder : 
A  ^  -M?^  0,151  (0,169  +  0,08)  =  0,002  35. 

Um  also  z.  B.  an  der  Pressplatte  einen  Druck  Q "» 10  000  KU.  hervor- 
zubringen, wflrde  am  Ende  des  Kurbelarmes  eine  Kraft  K  ^  23,5  Kil.  wirken 
müssen. 

Während  einer  Umdrehung  der  Kurbel  legt  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K 
die  Strecke  2  In  zurück,  die  beiden  keilförmigen  Schraubenmuttern  rücken  eine 
jede  um  die  Schraubensteigung  s  nach  innen  vor,  und  die  Pressplatte  wird  um 
die  Höhe  s .  cotg  <o  gehoben.  Das  Yerh&ltniss  der  bei  Ueberwindnng  des  Wider- 
standes Q  an  der  Pressplatte  geleisteten  Arbeit  zu  der  unmittelbar  auf  die 
Kurbel  übertragenen  Arbeit  ist  demnach: 
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0,ü02  35         0,4         11,43  '      ' 

der Nutzeffect  betragt  aUo  I6;i  Frocent  der  auf  die  Kurbel  Obertiageaeii  Arbeit. 

§  102. 

DHftniizlal-Soliriiilw. 

Der  anf  dem  Boden  feetliegende  Hoblcylinder  enthält  das 

Scbranbenmutter-Gewinde  fltr  die  mittlere  bohle  Sohranben-Spis- 

del,  welche  ihrerseits  wiederum  die  Schranbeomnttter  bildet  fOr 

die  obere  massive  Schrauben- 

Fig.  402.  Spindel  (Fig.  402). 

Weon  die  mittlere  hohle 

Schraube    mittelst    des    am 

t  Kopfe  derselben   anfjebrach- 

ten  Schlüssels  um  eine  Win- 

■  ^--  «'■ "^""^   ^^*    äusseren   Ge- 

''-■■^"'~  Windes  in  der  festliegeoden 

Schraubenmutter    hinab    ge- 
schraubt wird,  und  zugleich 
die  obere  massire  Schrauben- 
spindel anf  irgend  eine  Weise 
verhindert  wird,  an  der  dre- 
henden   Bewegung    theilzn- 
nehmen,  so  fUhrt  die  obere 
Sehranbeuspindel      während 
jener  Umdrehung  eine  rela- 
tive Schraubenbewegung  in 
Bezug  auf  die  hohle  Sehran- 
beuspindel aas,  indem  sie  nm 
eine  Windung  des  inneren 
Gewindes  in  derselben  hin- 
anfgesobraubt  wird.  Während  einer  solchen  Umdrehnng  der  bohlen 
Schraube  wird  also  die  obere  Sehranbeuspindel  nebst  der  Last  W 
nm  die  Steiguugsdifferenz  s,  —  s  des  äusseren  und  inneren  Ge- 
windeganges gehoben. 

Um  die  zu  einer  solchen  Drehung  der  hohlen  Sehranbeu- 
spindel erforderliche  Drehkrafl  K/  zu  berechnen,  hat  man  zu- 
nächst mit  Berücksichtigung  der  Richtungen,  in  welchen  das  Glei- 


Differenziftl-Schraube. 
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ten  an  den  Schraubenfläcben  erfolgt  (auf  ähnliche  Weise  wie  in 
Fig.  894  geschehen)  die  Richtungen  der  —  allemal  um  den  Rei- 
bungswinkel (p  von  den  Normalen  abweichenden  —  Drücke  D 
und  Dy  zu  bestimmen,  welche  einerseits  von  dem  festliegenden 
Muttergewinde  und  andererseits  von  der  oberen  Schraubenspindel 
auf  die  hohle  Schraubenspindel  übertragen  werden.  Nach  Fig.  403 
und  Fig.  404  erhält  man  dann  als  Gleichgewichts-Bedingungen  fttr 
die  hohle  Schraubenspindel  die  Gleichungen: 

426)  2  [D  cos  («  —  (p)]^2  [D,  (cos  a,  +  y)],     oder: 
cos  (of  —  q>)2  (D)  =  cos  (a,  +  (p)  2  (Ä), 

427)  KI^:S[D,  sin  («i  +  y)  q]  —  2[D  sin  (a  —  y)  q] 

=  e,  sin  (a,  +  (p)  2(D,)  —  p  sin  (a  —  qo)  -2  (D). 


Flg.  403. 


Fig.  405. 


Fig.  404. 


'jD^sivifLf^fj 


D  8in(a-9| 


.1 


K 


BAuSiFig.  405  erhält  man  femer  als  Gleichgewichts-Bedingung 
fttrjdie'obere  Schraubenspindel  die  Gleichung: 
:r428)  ^2  [D,  cos  (a,  +  q>)]  =  W,  oder:  cos  (a,  +  tp)  2  (Z>.)  —  W^ 
und  wenn  man  die  aus  den  Gleichungen  42S)  und  426)  sich  er- 
gebenden Werthe: 

W  W 

^(A)-_.      .    „.>         2(D)  = 


cos  (a^'\'  (p) 


cos  (a  —  q>) 


:-^ 


■~*' 


u-..; 
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/••«:'  •* 


:ih: 


alsdann  in  Gleichnng  427)  snbstitnirt,  so  erhält  man  die  Gleichimg : 

429)    ü:/-W^p^-|-tg(a,  +  9))-1«(a-y))- 

Wenn  man  hierin  z.B.  a, —20*,  «:— 8^  /«0»8,  ^,  —  0'",02,  e'=0",04, 
und  den  Reibungscoefficienten /-B  0,07,  also  den  Reibungswinke]  f^^^  setzt, 
80  erh&lt  man: 

jr.0,8-J^.0,04(g?  tg24«-tg4«),   oder: 

iT— 0,0076.^. 

Es  wflrde  also  z.  B.  eine  am  Endpunkte  des  Schraubenschlüssels  wirkende 
Kraft  jr-B7,6Kil.  ausreichen,  um  einen  Widerstand  fF«  1000  Eil.  zu  über- 
winden. 

Während  der  Schraubenschlüssel  einmal  nmgedreht  wird,  legt 
der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  den  Weg  ^In  zurück,  und  ver- 
richtet die  Kraft  K  die  mechanische  Arbeit  K  .2l7t.  Der  An- 
griffspunkt des  Widerstandes  W  wird  gleichzeitig  um  die  Grösse 
*i  —  *  gehoben,  und  die  dazu  erforderliche  Arbeit  beträgt  W{Si  —  s), 
Fttr  das  Verhältniss  dieser  beiden  mechanischen  Arbeiten  ergiebt 
sich  demnach  die  Gleichung: 

K.2l7t 


n  — 


K.217C 


-s-(t  *"-*«) 


welche  nach  Substitution  des  ftlr  Kl  geftmdenen  Werthes  die 
Form  annimmt: 


430)    n 


-^  tg  a,  —  tg  a 


-^  tg  (a,  -f  9?)  —  tg  (a  —  qp) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  -^  tg  a^  grösser  sein  muss  als 
tg  or,  wenn  überhaupt  ein  Nutzeffect  erreicht  werden  soll 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlen werthen  ergiebt  sich  für  n  der  Werth: 


n 


-I..tg20«-tg8» 

y.tg24«-tg4« 


-  0,27, 


betrSgt  also  der  Nutze£fect  27  Procent  der  am  Schlüssel  verrichteten  Arbeit, 
während  73  Procent  derselben  zur  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände  ver- 
wendet werden. 
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Die  Gleichung  429)  nimmt,  wenn  darin  +  9  mit  —  qp  •ver- 
tauscht wird,  die  Form  an: 

431)    Kl~WQ(^^igia,-(p)-tg{a+(p)y 

und  zeigt  in  dieser  Form,  wie  gross  die  (in  gleichem  Sinne  wie 
vorher)  am  Schlttssel  wirkende  Kraft  K  sein  muss,  nm  die  hohle 
Schraubenspindel  an  einer  rückgängigen  Bewegung  —  d.  h.  am 
Aufisteigen  —  zu  verhindern.  Es  muss  also  ausserdem  die  Be- 
dingung erftlllt  sein: 

y  tg  («1  —  9^)  <  tg  (a  +  y), 

wenn  eine  solche  rückgängige  Bewegung  des  sich  selbst  ttber- 
lassenen  Apparates  ohne  Wirkung  der  Kraft  K  allein  schon  durch 
die  Reibung  verhindert  werden  soll. 

Wenn  man  +  K  mit  —  K  vertauscht  in  Gleichung  431),  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an: 


432) 


KI^Wq  ^tg(a  +  9)-  -^tg  (a,  -  (p)\ 


und  kann  in  dieser  Form  ftlr  die  entgegengesetzte  Anordnung  der 
Dififerenzial-Schraube  benutzt  werden,  nämlich  ftir  diejenige,  bei 
welcher  die  Steigung  s  des  äusseren  Schraubenganges  grösser  ist 
als  die  Steigung  ^i  des  inneren,  und  in  Folge  dessen  das  Auf- 
steigen der  Last  W  mit  dem  Aufwärts -Schrauben  der  hohlen 
Schraubenspindel  verbunden  ist. 

§  103. 
Soharfliiiigige  Schraube. 

Wenn  man  in  den  ftir  4ie  flachgängige  Schraube  in  §  99  mit 
Bezug  auf  Fig.  394  und  Fig.  895  geftmdenen  Gleichungen  statt  des 
gewöhnlichen  Reibungscoefficienten  /  den  Reibungscoefficienten 

•^'        sin  d 

tut  Gleiten  in  Keilnnthen,  and  demgemäss  statt  des  Reibongs- 
winkels  q)  Überall  den  nach  §  69  ans  Gleichnng  235): 

ZU  bestimmenden  Reibungswinkel  ip  ftir  Gleiten  in  Keilnnthen 
einführte,  so  würden  jene  Gleichungen  nunmehr  gelten  für  eine 
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flachgängige  Schraube,  an  welcher  die  beiden  Reibangsflächeo  mit 
Keilnnthen  vom  Convergenzwinkel  2  S  versehen  waren  (Fig.  406). 
Denkt  man  sich  die  Zahl 
Flg.  406.  ^^^  neben  einander  liegen- 

den Keilnnthen  biB  aof  e  i  ne 
redncirt  und  von  den  beiden 
Seitenwänden  der  in  dem 
festliegenden  Schranbenmnt- 
terge  winde  befindlichenKeil- 
nuth  alsdann  die  innere 
Wand  hinweggenommeo,  so 
gelangt  man  zn  der  in 
^■8  *<"-  Fig.  407  dargestellten  Form, 

für  welche  (nach  der  in 
§  84  mit  Bezog  anf  Fig.  360 
und  Fig.  351  gegebenen  Er- 
klärung) jene  Gleicbnngen 
ebenfalls  noch  gültig  blei- 
ben. Da  ferner  die  Formen 
der  beiden  Körper  nnr  in- 
soweit einen  Einfluss  haben 
auf  die  zwischen  beiden  8tattfindenden(Druckkräfte,  als  die  Formen 
der  beiden  Berührungsflächen  durch  sie  bedingt  werden,  so  können 


Fig.  «8. 


nach  AnsfUhnmg 
der  erwähnten  Sob- 
stitntion  jene  fttr 
die  flachgängige 
Schraube  gefonde- 
nen  Gleichungen 
auch  ftlr  die  ge- 
wöhnliche Bcbarf- 
gängige  Schraube 
benutzt  werden,  bei 
welcher  die  Quer- 
scbnittsform  des 
Gewindeganges  — 
Btatt  eines  Recht- 
ecks —  ein  gleich- 
schenkeliges  Drei- 
eck bildet(Fig.408), 
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und  deren  Form  man  sich  dadurch  entstanden  denken  kann,  dass 
ein  nach  einer  Schraubenlinie  gekrünunter  Stab  von  der  in  Fig.  409 

dargestellten  dreieckigen  Querschnittsform  um 
Fig.  409  einen  Cylinder  vom  inneren  Durchmesser  der 

4     Schraubenspindel  herumgelegt  und  nachher 
mit  demselben  zu  einem  Stücke  vereinigt  wird. 
Hiemach  ergiebt  sich  z.  B.  aus  Gleichung 
418)  fllr  das  Moment  der  zum  Ueberwinden 
"^^^1        des  Widerstandes  W  erforderlichen  Drehkraft 
^^ß      die  Gleichung: 

433)     Kl  =Wq  ig  (a  +  ip). 

Wenn  der  halbe  Winkel  an  der  Spitze  des  gleichschenkeligen 
DreieckS;  welches  den  Gewinde  -  Querschnitt  darstellt,  mit  ß  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  Fig.  409  der  Winkel  d  =  90°  —  /5?,  folg- 
lich sin  (5  a»  cos  /?  SU  setzen.  Man  erhält  also  zur  Bestimmung 
des  Winkels  i//  die  Gleichung: 

434)  tg«//  =  -^. 
^  ^        cos  ß 

Während  einer  Umdrehung  der  Schraube  wird  der  Angriflfs- 
punkt  des  Widerstandes  W  um  die  Steigung  *•  —  also  nach  Glei- 
chung 414)  um  die  Grösse  2^rrtga  —  zurückgedrängt,  und  legt 
der  Angriffspunkt  der  Kraft  K  die  Strecke  2l7c  zurück.  Das 
Verhältniss  der  beiden  mechanischen  Arbeiten  ist  demnach: 

''-    K.iu   =-zr^"' 

Wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -jßr  den  aus  Gleichung 

433)  sich  ergebenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Glei- 

•chung: 

tg  a 

435)  »  =  -7—7 — ; — TT' 

tg(a  +  i/;) 

welche  auch  zur  Bestimmung  des  Nutzeffects  der  flachgängigen 
Schraube  dienen  kann,  wenn  wiederum  \\)  mit  </)  vertauscht  wird. 
Da  nach  Gleichung  434)  der  Winkel  \p  immer  grösser  ist  als  der 
Winkel  9),  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dass  unter  sonst 
gleichen  Umständen  der  Nutzeffect  bei  der  scharfgängigen  Schraube 
immer  kleiner  ist  als  bei  der  flachgängigen  Schraube,  dass  also 
in  solchen  Fällen,  wo  die  Schraube  als  Bewegungs-Mechanismus 
verwendet  wird,  die  flachgängige  Schraube  allemal  der  scharf- 
gängigen vorzuziehen  ist. 
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Nach  Gleichung  419)  ergiebt  sich  fUr  das  zur  Verhinderung 
einer  rflckgängigen  Bewegung  der  Bchar^ängigen  Schraube  erfor- 
derliehe Drehangsmoment  der  Werth: 
436)    Ä"/  =  TTp  tg  (o  —  V). 

Wenn  also  durch  die  Beibungswiderstände  allein  schon  eine 
solche  rückgängige  Bewegnng  verhindert  werden  soll,  so  muss 
die  Bedingung  erfüllt  sein: 


während  eine  flachgängige  Schraube  schon  bei  dem  kleineren 
Steigungswinkel  a  =  yi  von  selbst  zurückweichen  wflrde.  Hieraus 
ergiebt  sich,  daas  in  solchen  Fällen,  wo  Sicherheit  gegen  rück- 
gängige Bewegung  der  Schraube  Haupterfordemiss  ist,  d.  b.  in 
solchen  Fällen,  wo  die  Schraube  als  Befestigungsmittel  verwendet 
wird,  die  scharfg^ngige  Schraube  bei  gleichem  Steigungswinkel 
ihren  Zweck  besser  erfüllt,  als  die  flachgängige. 

Bei  dem  Anschrauben  einer  Platte  an  eine  Wand  mittelst  eines 
scharfgängigen  Schraubenbolzens  (Fig.  410  und  Fig.  411)  hat  die 
am  Schraubenschlüssel  wirkende  Drehkraft  Kl  ausser  dem  in  Glei- 
chung 433)    gefun- 
^w-  *!*■  Fig.  411.         ^enen  Wideretands- 

momente 

\V^  tg  (a  +  i/») 
noch  das  nach  Glei- 
/!?\\    ^     chung  326)  zu  be- 
(IC^TJ/"^     stimmende  Moment 
des  zwischenSchrau- 
benmutter  undPlatte 
entstehenden ,    dem 
Drucke  IV"  entspre- 
chenden, Beibungs- 
widerstandes        za 
überwinden.    Wenn 
mit  q,  der  mittlere 
viy  Halbmesser  der  ring- 

fltrmigen  Beibongs- 
fläche,  und  mit  f  der  betreffende  Beibungscoefficient  bezeichnet 
wird,  so  ergiebt  sich  für  die  zum  Hervorbringen  des  Druckes  W 
erforderliche  Drehkraft  die  Gleichung: 

437)     Ä:/=irßtg(a  +  ^)-|-/H'>,. 
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Wenn  der  Convergenzwinkel  des  Gewindeprofiles  2  /9  — >  60®  betr&gt,  und 
für  die  Schraube  der  Reibungswinkel  9>=»6®  gesetzt  wird,  so  ist  nach  Glei* 

chung  434)  tg  v»  itqaa""^'^^^^*  ^^^  y;s6<^55'  zu  setzen.    Wenn  femer 

/».0B3,  ^»0">,012,  ^i»0"*,015,  der  Reibungscoefficient  für  Schraubenmutter 
und  Platte  /»o,15  und  der  (auf  gleiche  Weise  wie  bei  der  flachgängigen 
Schraube  aus  Steigung  und  mittlerem  Schraubenbolzen -Durchmesser  zu  be- 
rechnende) Steigungswinkel  der  mittleren  Schraubenlinie  a  =  2®  20'  gesetzt  wird, 
so  erhält  man  nach  Gleichung  437): 

ä:.  0,3  —  ^(0,012  .  tg9°  1^  +  0,15  .  0,015),   oder: 

K  —  fF  (0,0065  +  0,0075)  —  0,014  .  W. 

Eine  am  Endpunkte  des  Schraubenschlnssels  wirkende  Kraft  JT  «■  14  Eil. 
würde  also  bewirken,  dass  die  Platte  mit  einer  Kraft  W^^  1000  Eil.  gegen 
die  Wand  gepresst  wird,  und  wenn  der  Reibungscoefficient  zwischen  Platte 
und  Wand  0,4  beträgt,  so  würde  der  diesem  Drucke  entsprechende  -—  einer 
Verschiebung  der  Platte  längs  der  Wand  entgegenwirkende  —  Reibungswider- 
stand 400  Eil.  betragen. 

Die  zum  Rückwärtsdrehen  des  Schraubenschlüssels  erforder- 
liche Kraft  findet  man  ans  Gleichung  437),  indem  man  darin  +  K 
mit  —  Kj  ferner  +  ip  mit  —  xp  und  +  /  mit  —/vertauscht,  also 
aus  der  Gleichung: 

438)    Kl WQtsia-~xp)  +fWQ, . 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  würde  z.  B.,  wenn  vorher 
beim  Anschrauben  ein  Druck  Wz=  lOOO  Kil.  hervorgebracht  worden  war,  zum 
Lösen  der  Schraubenverbindung  im  ersten  Augenblicke  die  Kraft  erforder- 
lich sein. 

1000 


0,3 


[—  0,012  .  tg  (—  4»  350  +  0,15  .  0,015]  -=  10"S7. 


§  104. 
Reibung  an  der  Mantelfläohe  der  Schraube. 

Für  die  beiden  Gegendrtlcke  D  und  i>, ,  welche  bei  dem  in 
Fig.  412  dargestellten  verticalen  cylindrischen  Bolzen  durch  die 
am  Kopfe  desselben  wirkende  Horizontal-Kraft  K  an  den  beiden 
Bertthrungsstellen  A  und  B  herForgerufen  werden,  erhält  man 
nach  dem  Gesetze  der  statischen  Momente  —  indem  man  das 
eine  Mal  den  Punkt  B^  das  andere  Mal  den  Punkt  A  als  Dreh- 
punkt wählt  —  die  Gleichungen: 

oder: 


Ritter.  Meohanik.    5.  Anfl.  26 


?■*.* 
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r. 


i 


a, 


I 


Fig.  412. 

-fE 


^^1 


Wenn  der  auf  solche  Weise  eingeklemmte  Bolzen  durch  ein 
in  horizontaler  Ebene  wirkendes  Kräftepaar  gleichförmig  gedreht 

werden  sollte,  so,  würde  dasselbe  die 
an  den  beiden  Bertthrangsstellen  auf- 
— >  tretenden  Reibungswiderst&nde/D  und 
/!>,  zu  überwinden  haben;  das  Mo- 
ment desselben  müsste  also  die  Grösse 
haben: 

439)    m=fDQ+fD,q, 

und  nach  Substitution  der  oben  für  D 
und  i>,  gefundenen  Werthe  erhält  man 
ftlr  3R  die  Gleichuug: 


440) 


SSi  =  2fK^Q 


Dieses  Eräftepaar  kann  auch  durch 
zwei  Kräfte  gebildet  werden,   deren 

^    jede  gleich  K  ist  (Fig.  418),  sobald  nur 

der  Hebelarm  /  dieses  aus  den  zwei 
Kräften  K  bestehenden  Kräftepaares 
so  gewählt  wird ,  dass  ÜT/  «=  3J2  ist. 
In  diesem  Falle  heben  zwei  von  den 
drei  Kräften  K  einander  auf,  und  es 
bleibt  nur  noch  die  eine  am  Ende  des 
Hebels  /  einseitig  wirkende  Kraft  K 
übrig.  Wenn  also  diese  letztere  den 
H  IT      7)  Z*   Bolzen   gleichförmig   drehen   soll,   so 

muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

441)    Kl  =  2fK-^Q,     oder:    —  =2/y. 

Da  diese  Gleichung  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit 
der  Drehbewegung  und  dieselbe  folglich  auch  für  die  Drehge- 
schwindigkeit Null  noch  gültig  bleibt,  so  drückt  dieselbe  zugleich 
die  Bedingung  für  die  Fortdauer  des  einmal  vorhandenen  Ruhezu- 
standes aus;  d.  h.  wenn  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist,  so  wird 
niemals  ein  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  durch  die  Kraft  K 
hervorgebracht  werden  können,  wie  gross  auch  immer  die  Kraft  K 
sein  möge. 

Wenn  z.  B.  /«  0,1  und  -r-  =  20  ist»  so  wird  —  —  4;  d.  h.  nur  dann, 
wenn  /  grösser  als  4^  ist,  wird  durch  die  einseitig  am  Hebelarme  l  wirkende 
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Kraft  K  ein  Uebergang  aus  Ruhe  in  Bewegung  herroigebracht  werden  können. 
Wenn  dagegen  /  kleiner  ist  als  4^,  so  tritt  ein  Klemmen  ein,  und  Belbst  eine 
unendlich  grosse  Kraft  würde  keine  Drehung  hervorbringen. 

Bei  einer  flachgängigen  Schraube  wttrden  unter  gleichen  Um- 
ständen sowohl  an  der  dem  äusseren  Gewindehalbmesser  R  ent- 
sprechenden Gylind  er -Mantelfläche  als  auch  an  der  dem  inneren 
Gewindehalbmesser  r  entsprechenden  Cylinderfläche  eine  Keibung 
entstehen,  und  man  darf  annehmen,  dass  dieselbe  ungefähr  ebenso 
wirkt,  wie  wenn  es  an  beiden  Bertthrungsstellen  A  und  B  die  dem 

R  +  r 
mittleren  Schraubenhalbmesser  ^ —  =  q  entsprechende  Cy- 

linder  -  Mantelfläche  wäre,  in  welcher  jene  Reibungs  widerstände 
auftreten.  Die  obigen  Gleichungen  dürfen  daher  auch  dann  noch 
als  gttltig  betrachtet  werden,  wenn  es  statt  des  cjlindrischen 
Bolzens  ein  flachgängiger  Schraubenbolzen  ist,  der  durch  die  ein- 
seitig am  Hebelarme  /  wirkende  Kraft;  K  gedreht  werden  soll. 

Wenn  ausser  diesen  an  der  Mantelfläche  auftretenden  Beibungs- 
widerständen  bei  der  Umdrehung  des  Schraubenbolzens  noch  ein 
in  der  Achsenrichtung  desselben  wirkender  Widerstand  W  zu  tiber- 
winden ist,  so  kommt  zu  dem  Widerstandsmomente /(i>  +  i>i)  q 
(Gleichung  439)  noch  das  in  Gleichung  418)  gefundene  Widerstands- 
moment Wq  tg  (a  -H  9^)  hinzu,  und  die  Gleichung  440)  nimmt  für 
diesen  Fall  die  Form  an: 

a»  =/(2>  +  A)  ?  +  W^e  tg  (a  H-  q>). 

Wenn  man  hierin  wieder  die  Werthe  i>  +  i),  =  2  TT  -r-  und 
3R  aa  ÜT/  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Kl=2fK-^q^WQig  (a  +  y), 

welche  fttr  K  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

j^^   Wq  tg  (g  +  y) 


und   zeigt,    dass   auch  in   diesem   Falle   K  =  oo  wird,    wenn 

/  n 

—  =  2/  -T-  ist.    Es  drückt  daher  die  bereits  oben  gefundene 

Gleichung  441)  auch  für  die  flachgängige  Schraube  die  Bedingung 
des  Elemmens  aus. 

26* 
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Für  die  scharfgäDgige  Schraube  würde  nach  dem   vorigen 

f 
Paragraphen  xp  statt  (p  und  ausserdem     .    i   statt  /  (s.  Fig.  409) 

zu  setzen  sein;  die  obige  Gleichung  nimmt  dann  die  Form  an: 

^_      Wq  tg  (or  +  V^) 

sm  p   ^    n 
und  zeigty  dass  bei  der  scharfgängigen  Schraube  das  ELiemmen 

schon  dann  eintritt,  wenn  —  <  2    /  ^  -r-  ist. 


VIERTER  ABSCHNITT. 

Dynamik  fester  Körper 

oder 

Lehre  Ton  der  Bewegung  eines  nicht  im 
Gleichgewichtszustande  befindlichen  Systems 
Yon  unyeränderlich  yerbundenen  materiellen 

Punkten. 


SECHZEHNTES  CAPITEL. 

Allgemeine  Lehrsätze. 

§  105. 
Wirkung  der  inneren  Kräfte. 

Arbeits-Summe  der  inneren  Kräfte  gleich  Null 

Wenn  auf  zwei  materielle  Punkte,  die  einem  nnveränderlichen 
Systeme  angehören,  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie  zwei 
constante  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  wirken,  so  ist  die 
bei  irgend  einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Systems  von 
diesen  beiden  Kräften  zusammen  verrichtete  Arbeitssumme  gleich 
Null.  Denn  bei  dem  Uebergange  der  Linie  ^^  in  die  parallele 
Lage  A^  B^  (Fig.  414)  verrichtet  die  in  dem  Punkte  A  angreifende 
Kraft  die  mechanische  Arbeit  —  Ks^  und  die  in  dem  Punkte  B 
angreifende  Kraft  die  mechanische  Arbeit  +  Ks ;  die  von  beiden 
Kräften  zusammengenommen  verrichtete  Arbeitssumme  ist  also 
gleich  Null. 

Das  Gleiche  gilt  von  einer  solchen  Bewegung  des  Systems, 
bei  welcher  die  Verbindungslinie  der  beiden  Angriffspunkte  um 
den  einen  ihrer  Endpunkte  sich  dreht  (Fig.  416).  Denn  bei  dieser 
Drehung  verrichtet  die  in  dem  festliegenden  Punkte  A  angreifende 
Kraft  die  mechanische  Arbeit  Null  wegen  Unbeweglichkeit  ihres 
Angriffspunktes,  und  die  in  dem  Punkte  B  angreifende  Kraft  ver- 
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Fig.  414. 


4 


richtet  die  Arbeit  Null,  weil  die  Bewegung  ihres  Angriffspunktes 
stets  rechtwinkelig  zur  Kraft  gerichtet  ist. 

Denkt  man  sich  den  Raum,  in  wel- 
chem die  in  Fig.  415  dargestellte  Bewe- 
gung erfolgt,  gleichzeitig  die  in  Fig. 
414  dargestellte  fortschreitende  Bewegung 
ausführend,  so  findet  man,  dass  in  diesem 
Falle  die  im  Ganzen  verrichtet  werdende 
Arbeit  in  jedem  Zeittheilchen  sich  zu- 
sammensetzt aus  zwei  Arbeitssnmmen, 
von  denen  die  eine  der  drehenden  Be- 
wegung, die  andere  der  fortschreitenden 
Bewegung  entspricht.  Da  jeder  von  die- 
sen beiden  Theilen  einzeln  genommen  be- 
ständig die  Grösse  Null  hat,  so  gilt  der 
obige  Satz  auch  in  Bezug  auf  eine  solche 
Bewegung  des  Systems,  welche  als  aus 
einer  drehenden  und  einer  fortschreiten- 
den Bewegung  zusammengesetzt  aufgefasst  werden  kann,  d.  h.  in 
Bezug  auf  eine  ganz  beliebige  Bewegung  des  Systems. 

Dieser  Satz  bleibt  auch  dann  noch 
gültig,  wenn  während  der  Bewegung  die 
Grösse  der  beiden  Gegenkräfte  stetig 
sich  ändert.  In  diesem  Falle  kann  man 
sich  nämlich  die  ganze  Bewegungsdauer 
zerlegt  denken  in  Theile,  die  so  klein 
sind,  dass  innerhalb  eines  solchen  Zeit- 
Intervalles  die  beiden  Kräfte  als  con- 
stant  bleibend  angesehen  werden  dürfen. 
Für  jeden  einzelnen  dieser  Zeittheile  ist 
dann  der  Satz  als  bereits  bewiesen  zu 
betrachten ;  folglich  muss  derselbe  auch 
für  die  Summe  aller  dieser  Zeittheile, 
oder  für  die  ganze  Bewegungsdauer 
noch  richtig  sein. 
Nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  (§  20)  haben  die  in 
einem  Systeme  von  materiellen  Punkten  wirkenden  inneren  Kräfte, 
d.  h.  die  von  den  einzelnen .  Punkten  auf  einander  gegenseitig 
übertragenen  Kräfte,  je  paarweise  gleiche  Grössen  und  entgegen- 
gesetzte Richtungen  in  den  Verbindungslinien  ihrer  Angriffspunkte. 


^ 
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Da  zugleich  (nach  der  in  §  39  gegebenen  Erklärung)  bei  einem 
Systeme  von  unveränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten 
diese  inneren  Kräfte  stets  diejenigen  Grössen  haben,  welche  er- 
forderlich sind,  um  die  Entfernungen  ihrer  Angriffspunkte  unver- 
ändert zu  erhalten,  so  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze,  das« 
bei  einem  solchen  Systeme  die  von  den  inneren  Kräften  verrichtete 
Arbeitssumme  stets  gleich  Null  ist  —  wie  auch  immer  die  Be- 
wegung des  Systems  beschaffen  sein  möge,  und  wie  auch  immer 
diese  inneren  Kräfte  während  der  Bewegung  sich  ändern  mögen. 

§  106. 
Prinoip  der  lebendigen  Kraft 

Zunahme  der  lebendigenEraft  gleich  Arbeit  der  ftasserenEr&fte. 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Die  Bewegung,  welche  ein  mit  anderen  Punkten  zu  einem 
unveränderlichen  Systeme  verbundener  materieller  Punkt  unter 
Einwirkung  einer  bestimmten  Kraft  K  ausfuhrt,  ist  im  Allgemei- 
nen verschieden  von  derjenigen  Bewegung,  welche  dieser  Punkt 
ohne  jene  Verbindung  als  vollkommen  freier  materieller  Punkt 
ansftlhren  würde  unter  Einwirkung  derselben  Kraft  K.  Der  eine 
materielle  Punkt  kann  nicht  in  Bewegung  versetzt  werden,  ohne 
dass  die  übrigen  Punkte  gleichfalls  in  Bewegung  gerathen,  und 
eine  Aenderung  seines  Bewegungszustandes  ist  im  Allgemeinen 
unzertrennlich  verbunden  mit  Aenderungen  in  den  Bewegungszu- 
ständen  der  übrigen  materiellen  Punkte. 

Dasjenige,  was  einen  materiellen  Punkt  in  Bewegung  versetzt, 
oder  seinen  Bewegungszustand  verändert,  ist  (nach  §  30)  allemal 
als  eine  Kraft  aufzufassen.  Es  werden  also  durch  das  Auftreten 
der  Kraft  K  mittelbar  noch  andere  Kräfte  in  Thätigkeit  versetzt, 
nämlich  einerseits  die  Kräfte,  welche  bewirken,  dass  die  Bewegung 
ihres  Angriffspunktes  von  der  eines  freien  materiellen  Punktes 
abweicht,  andererseits  diejenigen  Kräfte,  durch  welche  gleichzeitig 
die  Bewegungszustände  der  übrigen  materiellen  Punkte  verändert 
werden.  Diese  mittelbar  in  Thätigkeit  versetzten  Kräfte  sind  eben 
jene  inneren  Kräfte,  welche  von  den  einzelnen  materiellen  Punk- 
ten nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  auf  einander  übertragen 
werden,  und  durch  welche  die  Entfernungen  derselben  unverändert 
erhalten  werden.  Es  sind  also  diese  inneren  Wechselwirkungs- 
kräfte aufzufassen  als  Widerstandskräfte,  welche  allemal  nur 
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dann  zur  Wirkung  gelangen,  wenn  ohne  dieselben  die  Abstände 
der  einzelnen  Punkte  sich  ändern  würden.  Sie  bilden  eine  Kräfte- 
Gruppe,  deren  Wirkung  das  Auftreten  der  gegebenen  äusseren  Kräfte 
stets  begleitet  und  wesentlich  durch  die  letzteren  bedingt  wird. 

Die  wirkliche  Bewegung  eines  jeden  zum  Systeme  gehörenden 
materiellen  Punktes  geschieht  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  die 
eines  einfachen  freien  materiellen  Punktes,  der  unter  Einwirkung 
von  zwei  Kräften  sich  bewegt :  Die  eine  von  diesen  beiden  Kräften 
ist  die  als  bekannt  anzusehende  Mittelkraft  K  der  von  aussen  her 
auf  jenen  Punkt  einwirkenden  Kräfte;  die  andere  Kraft  J  ist  die 
unbekannte  —  je  nach  den  Umständen  sich  ändernde  —  Mittel- 
kraft aller  von  den  übrigen  Punkten  des  Systems  auf  jenen  Punkt 
übertragenen  inneren  Kräfte  i,,  i'a,  I3 .  . .  Wäre  die  Kraft  J  be- 
kannt, so  würde  nunmehr  die  Bewegung  des  Punktes  bestimmt 
werden  können  nach  dem  in  §  22  für  den  einfachen  materiellen 
Punkt  bereits  bewiesenen  Principe  der  lebendigen  Kraft  Wenn 
mit  81  die  von  der  Kraft  K  während  der  Bewegung  verrichtete 
mechanische  Arbeit,  mit  a  die  von  der  Kraft  J  verrichtete  Arbeit, 

mit  -^  die  lebendige  Kraft  des  materiellen  Punktes  im  Anfange 


mv^ 


der  Bewegung,  mit  -^  die  lebendige  Kraft  desselben  am  Ende 
der  Bewegung  bezeichnet  wird,  so  würde  nach  Gleichung  51)  zu 


setzen  sein: 


mt)*      mc^ 


2    -"2 «  +  «• 


Denkt  man  sich  in  gleicher  Weise  auf  jeden  der  übrigen 
materiellen  Punkte  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  angewendet 
und  nachher  die  auf  solche  Weise  gefundenen  Gleichungen  sämmt- 
lich  zusammenaddirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 


"V  2  / 


2 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  2  (a)  die  von  sämmtlichen  inne- 
ren Kräften  zusammengenommen  verrichtete  Arbeitssumme,  welche 
nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsatze  immer 
gleich  Null  gesetzt  werden  kann.    Es  ist  also: 


4«)  j(^_^  (-•)_.. 


(SO. 


Die  Grösse  2  (ä)  bedeutet  die  Summe  der  von  den  äusseren  — 
unmittelbar  gegebenen  —  Kräften  K  verrichteten  mechanischen 
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Arbeiten,  die  Grösse  21-^-)  bedeutet  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  im  Anfange  der 

-^j  bedeutet  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  am  Ende  der  Bewegung.  Die  obige  Gleichung  zeigt 
also,  dass  das  früher  fllr  den  einÜEu^hen  materiellen  Punkt  gefan- 
dene  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  filr  ein  System  von  un- 
yeränderlich  verbundenen  materiellen  Punkten  noch  gültig  ist. 

Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen 
Systems  ist  gleich  der  von  den  gegebenen  äusseren 
Kräften  verrichteten  Arbeitssumme. 

Der  specielle  Fall,  in  welchem  die  äusseren  Kräfte  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte 
durch  sie  nicht  verändert  werden,  in  welchem  also  die  Zunahme 
an  lebendiger  Kraft  beständig  die  GrOsse  Null  hat,  ist  derjenige, 
in  welchem  die  äusseren  Elräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
Bei  einem  solchen  gleichförmigen  Bewegungszustande  des  Systems 
hat  also  auch  die  von  den  äusseren  Kräften  verrichtete  Arbeits- 
summe (nach  Gleichung  442)  stets  die  Grösse  Null.  Die  Gleich- 
gewiehts-Bedingungen  eines  Kräfte-Systems  sind  aber  unabhängig 
von  der  Art  des  gleichförmigen  Bewegungszustandes,  in  welchem 
das  System  ihrer  Angriffspunkte  unter  ihrer  Einwirkung  augen- 
blicklich begriffen  ist.  Wenn  also  die  Kräfte  einander  im  Gleichge- 
wicht halten,  so  muss  nicht  nur  für  den  wirklichen  Bewegungs- 
zustand, sondern  auch  für  einen  beliebigen  anderen  Bewegungs- 
zustand, in  welchem  man  sich  das  Punkten-System  augenblicklich 
begriffen  denken  kann,  jene  Bedingung  erfüllt  sein,  d.  h.  die  von 
den  äusseren  Kräften  verrichtet  werdende  Arbeitssumme  gleich 
Null  sein  —  wobei  jedoch  (wegen  der  im  Allgemeinen  mit  der 
Bewegung  eintretenden  Lagen-Veränderung  des  Punkten-Systems 
gegen  das  Kräfte-System)  das  Wort  „  Arbeitssumme  "^  nur  auf  den 
nächstfolgenden  unendlich  kleinen  Theil  dieser  fingirten  Bewegung 
zu  beziehen  ist.  Auf  diese  Weise  kann  die  Statik  als  ein  specieller 
Fall  der  Dynamik  aufgefasst  werden,  und  die  eben  erklärte  An- 
wendung des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  den  speciellen 
Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  führt  zu  folgendem  allgemei- 
nen Lehrsatze: 

Wenn  die  auf  ein  System  unveränderlich  verbundener  mate- 
rieller Punkte  wirkenden  Kräfte  einander  im  Gleichgewicht  halten. 
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60  ergiebt  sich  ftlr  die  bei  irgend  einem  fingirten  Bewegangsza- 
gtande  des  Systems  während  des  ersten  unendlich  kleinen  Theiles 
der  Bewegung  von  den  Kräften  verrichtete  Arbeitssumme  stets 
die  Grösse  Null  —  wie  auch  immer  der  Bewegungszustand  ge- 
wählt werden  möge.  Umgekehrt:  wenn  in  Bezug  auf  jeden  denk- 
baren Bewegungszustand  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  halten 
die  Kräfte  einander  im  Gleichgewichte  (da  andernfalls  durch  die 
Kräfte  das  ruhende  System  in  Bewegung  versetzt,  also  die  leben- 
dige Kraft  desselben  verändert,  folglich  nach  Gleichung  442)  die 
bei  diesem  Uebergange  aus  Ruhe  in  Bewegung  von  den  Kräften 
verrichtete  Arbeit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben 
würde). 

Dieser  Lehrsatz  wird  das  „Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten'' genannt. 

Bei  einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Systems  besteht  die 
während  des  ersten  unendlich  kleinen  Theiles  der  Bewegung  von 
den  Kräften  verrichtete  Arbeit  in  dem  Producte  aus  der  zurtlck- 
gelegten  Wegeslänge  in  die  algebraische  Summe  der  bei  recht- 
winkeliger Zerlegung  in  die  Richtung  dieser  Bewegung  fallenden 
Seitenkräfte.  Bei  einer  Drehung  des  Systems  besteht  diese  Arbeit 
(nach  der  in  §  23  mit  Bezug  auf  Fig.  54  gegebenen  Erklärung) 
in  dem  Producte  aus  dem  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  in  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Ejäfte 
in  Bezug  auf  die  Drehachse.  Wenn  man  also  als  Bewegungszu- 
stand des  Systems  das  eine  Mal  eine  fortschreitende  Bewegung 
in  beliebiger  Richtung,  das  andere  Mal  eine  Drehbewegung  um 
eine  beliebige  Drehachse  annimmt,  so  ergeben  sich  die  beiden 
am  Schlüsse  des  §  43  gefundenen  allgemeinen  Gleichgewichts- 
Bedingungen  als  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Principe  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§  107. 
iTAIemberfs  Prinoip. 

Die  den  Beschleunigungen  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
entsprechenden  Er&fte,  in  entgegengesetzten  Eichtungen  hinzu- 
gefügt, würden  den  wirklich  vorhandenen  Er&ften  das  Gleich- 
gewicht halten. 

Die  auf  irgend  einen  der  materiellen  Punkte  des  Systems  wir- 
kende Totalkraft  ist  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  erklärt  — 
anzusehen  als  die  Mittelkraft  aus  der  gegebenen  äusseren  Kraft  K 
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nnd  aus  einer  unbekannten  Kraft  Jy  welche  durch  die  Verbindung 
desselben  mit  den  übrigen  Punkten  bedingt  wird.  Wenn  also  mit 
R  die  Hittelkraft  der  beiden  Kräfte  K,  «7,  und  mit  m  die  Masse 
des  materiellen  Punktes  bezeichnet  wird,  so  ist  die  wirkliche  Be- 
schleunigung desselben  jedenfalls: 

R 
'^        m 

Hieraus  ergiebt  sich  ftlr  jene  Totalkraft  selbst  —  oder  für 
die  der  wirklichen  Beschleunigung  des  materiellen  Punktes  ent- 
sprechende Kraft  —  der  Werth: 
443)    R  =  mp. 

Wenn  man  eine  Kraft  von  derselben  Grösse,  aber  von  entge- 
gengesetzter Richtung  zu  den  beiden  wirklich  vorhandenen  Kräften 
K  und  J  an  jenem  materiellen  Punkte  noch  hinzufügte,  so  würde 
derselbe  dadurch  jedenfalls  in  den  Gleichgewichtszustand  versetzt 
werden.  In  gleicher  Weise  würde  durch  das  Hinzufügen  einer 
der  Beschleunigung  desselben  entsprechenden,  aber  entgegenge- 
setzt genommenen  Kraft  jeder  der  übrigen  materiellen  Punkte  des 
Systems,  und  damit  zugleich  das  ganze  System  selbst  in  den 
Gleichgewichtszustand  versetzt  werden  können.  Denkt  man  sich 
also  an  dem  ganzen  Systeme  die  den  wirklichen  Beschleunigungen 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  entsprechenden  Kräfte,  in  entge- 
gengesetzten Richtungen  genommen,  zu  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  noch  hinzugefügt,  so  muss  die  Gesammtheit  der  nunmehr 
vorhandenen  Kräfte  den  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen 
genügen.  Es  können  also  die  allgemeinen  Gleichgewichts  -  Be- 
dingungen dazu  benutzt  werden,  jene  unbekannten  Kräfte  mp .,.  — 
und  damit  zugleich  die  unbekannten  Beschleunigungen  der 
einzelnen  materiellen  Punkte  selbst  zu  bestimmen. 

Wenn  das  System  in  fortschreitender  Bewegung  begriffen 
ist,  so  bilden  die  hinzuzufügenden  Kräfte  mp  ein  System  von 
gleichgerichteten  Parallelkräften,  deren  Grössen  den  Massen  der 
materiellen  Punkte  proportional  sind.  Nach  §  45  können  in  diesem 
Falle  jene  Kräfte  ersetzt  werden  durch  ihre  im  Schwerpunkte 
angreifende  Mittelkraft,  deren  Grösse  gleich  der  Summe  derselben 
ist.  Wenn  also  mit  Q  das  Gewicht,  und  mit  M  die  Masse  des 
ganzen  Systems  bezeichnet  wird,  so  hat  diese  Mittelkraft  die 
Grösse : 

9 


f  \ 
\ 
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So  2.  B.  würde  man  fOr  den  in  Fig.  416  dargestellten  Fall  eines  ohne 
Reibung  auf  einer  schiefen  Ebene  sich  bewegenden  Körpers  die  Beschleunigung, 

welche  demselben  durch  die  Kraft  K  er- 
theilt  wird,  berechnen  können,  indem 
man  auf  die  vier  in  der  Figur  angege- 
benen Kräfte  die  Gleichgewiohts-Bedin- 
gungen  anwendet;  man  erh&lt  dann  die 
Gleichung: 

iT cos  a  =  0 sin  o  -|-  j|f|?,  oder: 

p^^g  \^  COSa — sm  aj. 

Wie  das  Princip  der  leben- 
digen Kraft  in  der  speciellen  Form 
des  Prineips  der  virtaellen  Ge- 
schwindigkeiten angewendet  werden  kann,  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen ans  den  Gesetzen  der  Dynamik  abzaleiten, 
so  lassen  sich  umgekehrt  mittelst  des  hier  gefundenen  Prineips 
die  Gesetze  der  Dynamik  znrUckftthren  anf  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte bereits  gefundenen  Gesetze  der  Statik. 


SIEBENZEHNTES  CAPITEL. 

GleicMörmige  Drehnng  eines  Körpers  am  eine  feste 

Drehachse. 


2 


§.  108. 

Lebendige  Kraft  des  mit  der  Gescliwiiidiglceit  m  rotirenden  Körpers  gleicii 

Definition  dee  Trftglieltsniomentee  T. 

Bei  einem  Körper,  der  eine  fortschreitende  Bewegung  aus- 
führt, haben  sämmtliche  Punkte  stets  gleiche  Geschwindigkeiten; 
die  lebendige  Kraft  eines  solchen  Körpers  ist  daher  wie  bei  einem 
einfachen  materiellen  Punkte  zu  definiren  als  Product  aus  der 
ganzen  Masse  des  Körpers  in  das  halbe  Quadrat  seiner  Geschwin- 
digkeit. Bei  einer  Drehung  des  Körpers  dagegen  —  wie  über- 
haupt bei  solchen  Bewegungen,  die  nicht  rein  fortschreitende 
sind  —  ist  auf  den  Unterschied  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  Rücksicht  zu  nehmen,  und  die 
lebendige  ELraft  des  ganzen  Körpers  stets  als  „  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  des  Körpers  ^  zu 
definiren. 


ik 


Lebendige  Kraft  des  rotirenden  Körpers.  413 

Die  lebendige  Kraft  irgend  eines  einzelnen  materiellen  Punktes 
von  der  Masse  m  und  der  Geschwindigkeit  v  ist  —^ ;  der  Aus- 
druck für  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Körpers  erscheint 
daher  allemal  in  der  Form: 


-.(. 


mv* 


2 

worin  das  Sunmiationszeichen  2  andeutet,  dass  die  auf  ähnliche 

Weise  in  Bezug  auf  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt  des  Kör- 
pers  zu  bildenden  Producte  — r—  sämmtlich  zu  einer  Summe  ver- 
einigt werden  sollen. 

Wenn  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  Drehung  um  die 
feste  Drehachse  0  besteht  (Fig.  417),  und  mit  w  die  Geschwindig- 
keit der  Drehbewegung  bezeichnet  wird 
(im  Sinne  der  am  Schlüsse  von  §  27 
gegebenen  Erklärung),  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit eines  in  der  Entfernung  q 
^^^Ä*   von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes 

V  «-  QU), 

und  wenn  man  in  analoger  Weise  die 
Geschwindigkeit  eines  jeden  der  übrigen 
materiellen  Punkte  durch  seine  Entfer- 
nung von  der  Drehachse  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit 0)  ausdrückt,  so  erhält 
man  für  die  lebendige  Kraft  des  rotirenden  Körpers  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

Die  Grösse  -^  ist  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  und  kann  deshalb  vor  das 
Summationszeichen  gesetzt  werden;  es  ist  also: 

444)    Z— ^.:^(mß»). 

Der  Ausdruck  2(mQ^  bedeutet  die  Summe  der  Pro- 
ducte aus  allen  einzelnen  Massentheilchen  des  Körpers 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehachse 
und  wird  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  diese  Drehachse  genannt. 

Wenn  das  Trägheitsmoment  mit  T  bezeichnet,  also  abkür- 
zungsweise : 


I 


ö  ■'  .• '.  .    -'J 


.*• 


■a 


t 
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445)  2(mQ^)=T 

gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  fUr  die  lebendige  Kraft  des  mit  der 
Geschwindigkeit  lo  rotirenden  Körpers  der  Werth; 

446)  L  =  — ^  • 

Wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  von  Wq  bis  a> 
zunimmt,  während  von  den  äusseren  Kräften  die  mechanische  Ar- 
beit ^(31)  verrichtet  wird,  so  ist  nach  §  106  die  Zunahme  der 
lebendigen  Kraft  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

7V        Tu..^^^^^^^ 


2  2 

Um  also  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  Bestim- 
mung der  Drehbewegung  eines  Körpers  anwenden  zu  können,  hat 
man  zuvor  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  zu  berechnen. 

§  109. 
Trägheitsmomente,  reducirte  Massen,  TragheHshalbmesser. 

Ring. 

Wenn  die  einzelnen  Massentheilchen  des  Körpers  sämmtlich 
gleich  weit  von  der  Drehachse  0  entfernt  liegen  (Fig.  418),  so 
kann  in  dem  Ausdrucke: 

Fig.  418.  T=^2(mQ^ 

die  Grösse  q^  als  gemeinschaftlicher  Factor 
aller  Glieder  unter  dem  Summationszeichen 
auch  vor  dasselbe  gesetzt  werden,  und  es  wird : 

r=p»J(m), 

y  /       oder,  wenn  die  ganze  Masse  des  Körpers 

\^^      ^/         mit  fx  bezeichnet  wird: 
^•— ^  447)     T=fiQ\ 

Um  also  das  Trägheitsmoment  eines  Ringes  (oder  eines  Hohl- 
cylinders  von  unendlich  kleiner  Wandstärke)  in  Bezug  auf  die 
geometrische  Achse  desselben  zu  erhalten,  hat  man  die  ganze 
Masse  des  Ringes  mit  dem:  Quadrate  seines  Halbmessers  zu  mul- 
tipliciren. 

Hiemach  kann  das  Trägheitsmoment  eines  beliebigen  anderen 
Körpers  als  gefunden  angesehen  werden,  sobald  die  Masse  fi  be- 
kannt ist,  welche  ein  Ring  vom  gegebenen  Halbmesser.^  haben 
mttsste,  wenn  sein  Trägheitsmoment  dem  jenes  Körpers  gleich 
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sein  soll.  Man  nennt  alsdann  diese  Masse  fx  die  auf  den  Drehnngs- 
halbmesser  q  redncirte  Masse  jenes  Körpers.  Die  GrOsse  der 
reducirten  Masse  hängt  ab  von  der  Grösse  des  angenommenen 
Drehungshalbmessers.  Da  das  Product  ^q^  als  Trägheitsmoment 
des  Körpers  eine  bestimmte  unveränderliche  Zahl  ist,  so  entspricht 
jedem  Werthe  von  q  ein  bestimmter  Werth  von  ^i.  Derjenige 
Werth  von  q^  für  welchen  die  redncirte  Masse  fi  gleiche  Grösse 
mit  der  wirklichen  Masse  des  Körpers  hat,  wird  der  Trägheits- 
halbmesser des  Körpers  genannt. 

Cylinder. 

Wenn  die  Masse  eines  Körpers  stetig  und  gleichförmig  über 
eine  Kreisfläche  vom  Halbmesser  R  vertheilt  ist  in  der  Weise, 
dass  auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Kreisfläche  die  Masse  y  kommt, 
so  ist  die  ganze  Masse  einer  solchen  Scheibe  : 

448)  M=yR*n. 

Denkt  man  sich  diese  Scheibe  in  concentrische  Ringe  von 

der  unendlich  kleinen  Wandstärke  A  zerlegt  (Fig.  419),  so  erhält 

PI    ^^^  man  als  Masse  eines  solchen  Ringes  vom 

Halbmesser  xi 

fn^^y .  %X7t ,  A 
und  als  Trägheitsmoment  desselben  in  Be- 
zug auf  die  Achse  Q  nach  Gleichung  447) : 

»ia?*  =  27ry  .ar'A, 
Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Scheibe 
ist  gleich    der  Summe   der  Trägheitsmo- 
mente aller  einzelnen  Ringe  zu  setzen ;  man 
erhält  also  die  Gleichung: 

449)  T^lny^ia^b), 

in  welcher  das  Sununationszeichen  ausdrtlckt,  dass  für  x  der  Reihe 
nach  sämmtliche  zwischen  0  und  R  liegende  Werthe  zu  substituiren, 
und  nachher  alle  die  auf  solche  Weise  gebildeten  Producte  ^  A 
zusammen  zu  addiren  sind. 

Zar  geometrischen  Veranschaalichung  der  Grösse  ^(a:'A)*)  kann  man 
sich  eine  vierseitige  Pyramide  ACB^  deren  quadratische  Gmndfl&che  ^^  die 
Seitenlänge  R,  und  deren  Höhe  ebenfalls  die  Grösse  R  hat,  in  Schichten  von 


*)  Nach  der  Bezeicbnungsweise  der  Integralrechnung  würde  statt  ^(a:'A) 
zu  setzen  sein: 

0  4 


/ 


'S!" 


'^. 


fe^. 


Js.'S' 


.i»- 


;:rt  - 
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der  anendlich  kleinen  Dicke  A  zerlegt  denken  durch  parallel  zur  Grundfläche 
gelegte  Ebenen  (Fig.  420).  Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  das  Mo- 
ment des  ganzen  Inhaltes  dieser  Pyramide  in 
Bezug  auf  eine  durch  die  Spitze  C  parallel 
zur  Grundfläche  gelegte  Ebene  gleich  der 
Summe  der  Momente  aller  einzelnen  Schichten 
zu  setzen,  also: 

woraus  sich  nach  Substitution  der  in  Fig.  420 

eingeschriebenen  Werthe  die  Gleichung  ergiebt: 

Ä»      3 


450) 


R:^^{X^L,X\ 


oder:  -2'(ar'A)  = 


Ä< 


ihren  Werth 


E" 


Wenn  man  für  die  Grösse  ^(ot'A) 
setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  449): 

451)     T  =  y7V~, 

oder  nach  Substitution  des  in  Gleichung  448)  gefundenen  Werthes 
yR'7c  =  M: 

452)   r-^. 

Die  auf  den  Drehungshalbmesser  q  reducirte  Masse  der  Scheibe 
findet  man  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Ausdrücke: 

453)  II 0"=— — 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  Q  =  Ry  so  erhält  man  für  die 
auf  den  Halbmesser  R  (oder  die  auf  den  Umfang)  reducirte  Masse 
der  Scheibe  den  Werth: 

454)  11-^' 

Wenn  man  dagegen  fi  =  M  setzt  in  Gleichung  453),  so  er- 
giebt sich  als  Trägheitshalbmesser  der  Scheibe: 

455)  0  =  -^. 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  fttr  eine 
unendlich  dünne  Scheibe,  sondern  auch  für  einen  Cylinder  von 
beliebiger  Länge,  da  ein  solcher  als  Aggregat  von  unendlich  dün- 
nen Scheiben  aufzufassen,  und  das  Trägheitsmoment  desselben 
durch  Summation  der  Trägheitsmomente  dieser  Scheiben  zu  be- 
stimmen ist. 
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Um  das  Trägheitsmoment  eines  Hohleylinders  vom  inneren 
Halbmesser  r  and  äusseren  Halbmesser  R  zu  bestimmen,  hat  man 
denselben  als  Differenz  zweier  Gylinder  zu  behandeln  und  dem- 
gemäss  das  Trägheitsmoment  des  inneren  fehlenden  Cylinders  von 
dem  des  ganzen  Cylinders  zu  subtrahiren.  Nach  Gleichung  448) 
ist  die  Differenz  der  beiden  Massen  oder  die  Masse  des  Hohl- 
eylinders : 

456)    itf=y7r(/?  — r«) 
und  für  das  Trägheitsmoment  desselben  erhält  man  nach  Glei- 
chung 451)  die  Gleichung: 


457)     T^yn{^^) 


welche  dorch  die  vorhergehende  diridirt  die  Form  annimmt: 
*^^^    H ^— ,  oder:  T=M{-^ 

Geradlinige  Stange. 

Wenn  eine  Masse  stetig  und  gleichförmig  über  eine  gerade 
Linie  yertheilt  ist  in  der  Weise^  dass  auf  jede  Längeneinheit  der- 
selben die  Masse  y  kommt,  so  ist  die  ganze  in  der  Länge  AB  =  L 
enthaltene  Masse: 

459)  M  —  yL. 

Das  Trägheitsmoment  eines  in  der  Entfernung  a:  von  der  Dreh- 
achse befindlichen  in  dem  unendlich  kleinen  Linien-Abschnitte  k 
enthaltenen  Massentheils  ni'^yXm  Bezug  auf  die  Drehachse  ^Cist: 

^*«-  ^^^'  oder,  da  nach  Fig.  421  statt  l  auch 

^/i  —. gesetzt  werden  kann: 

^y^     !  sma   ° 

i*^77.""rr-rJA«Asiiia  «  A         _ 

mar  =  y  — ; a?*. 

'  sma 

Das  Trägheitsmoment  der  gan- 

C     '  zen  Stange  ^-B   ist  gleich   der 

Summe  der   auf  analoge  Weise 

für  die  Trägheitsmomente  aller  unendlich  kleinen  Abschnitte  zu 

bildenden  Ausdrücke  zu  setzen,  also: 

460)  T=-J—2ia^''A). 

sm  of 

Zur  Bestimmung  des  Ausdruckes  2(a^A)  hat  man  sich  die. 
ganze  Länge  BC  =  E  in  die  unendlich  kleinen  Abschnitte  A 

Kitter.  Mechanik.    6.  Aafl.  27 
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zu  denken,  dann  fDr  x  der  Beihe  nach  die  zwiscben  den 
a  0  and  R  liegenden  Vieliachen  von  A  zn  Bobstitiiiren, 
chher  die  auf  solche  Weise  gebildeten  Prodacte  ^  A  zu 
en.  Um  sich  diese  Prodncten-Snmine  geometrisch  za  ver- 
üichen,  kann  man  dieselbe  als  Inhalt  der  in  Fig.  420  dar- 
en  Pyramide  (oder  auch  als  Momenten-8nmme  der  die  Pro- 

jener  Pyramide  darateUendeD  dreieckigen  Fläche)  anf- 

oder  da  R^L  ain  a  ist: 


1 


und  findet  aledano  ^(o^  A)  = 
(£  sin  af 


W) 


■   461)    I(4'A). 

Lcfa   Substitution   dieses   Wertlies    erliält  man   ans  Glei- 
460); 

462)  T-yL&^-^, 

la  nach  Gleichung  459)  yL  =  M  gesetzt  werden  kann; 

463)  r_  Jf(^«m°)'. 

:r  den  Trägbeitshalbmesser  der  um  die   Drehachse  AC 
ten  Stange  ergiebt  Bich  demnach  der  Werth: 

i'  siu  a  , 


Fig.  122. 


464) 


nnd  die  anf  den  Drehnngshalb- 
messer  R==Lima  (oder  auf  den 
Endpnnkt  B)  redncirte  Masse  der 
Stange  ist: 

465)    /*-=^- 

Far  den  Fall,  dass  die  Stange 
mit  der  Drehachse  einen  rechten 
Winket  einschliesst,  ist  sin  a  =>  1 
zn  setzen,  ergeben  sich  also  die 
Gletchnngen: 

467)     ,  =  ^, 


N&ch  der  BeEeJchnniigg weise  der  iDtegralrechouDg  vttrde  diese  Qlei- 
ie  Form  erhalten: 


/''■"-x- 
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während  die  auf  den  Endpunkt  redncirte  Masse  der  Stange  nach 
Gleichung  465)  anch  in  diesem  Falle  ein  Drittel  der  wirklichen 
Masse  beträgt. 

Hiemach  erhält  man  fttr  das  Trägheits-Moment  des  in  Fig.  422 
dargestellten  ans  zwei  geradlinigen  Stangen  gebildeten  Kreuzes  in 
Bezug  auf  die  Achse  AB  oder  CD  die  Gleichung: 

2  (I M)  /*  (sin  a*  +  cos  a»)  _  Ml* 

3  6~' 

welche  zeigt,  dass  dasselbe  unabhängig  ist  von  der  Grösse  des 
Winkels  a  oder  von  der  Lage  des  Kreuzes  in  Bezug  auf  die  in 
der  Ebene  desselben  durch  den  Slreuzpunkt  E  gelegte  Drehachse. 


468)     T  = 


Fig.  423. 
b 


Bechteckige  Platte. 

Die  vorletzten  drei  Gleichungen  bleiben  auch  fttr  den  Fall 
noch  gtUtig,  wenn  die  parallel  zur  Drehachse  gerichtete  Dimen- 
sion der  Stange  —  statt  unendlich  klein  zu  sein  —  die  beliebige 

Grösse  b  hat;  d.  h.  sie  gelten  auch  fttr  eine 
rechteckige  Platte  (Fig.  428),  deren  Drehachse 
mit  der  einen  Seite  AB  des  Rechtecks  zu- 
sammenfällt: insofern  eine  solche  Platte  in 
unendlich  schmale  rechtwinkelig  zur  Dreh- 
achse gerichtete  Streifen  sich  zerlegen  lässt, 
deren  jeder  wie  eine  rechtwinkelig  zur  Dreh- 
achse gerichtete  Stange  behandelt  werden 
kann.  Wenn  für  diesen  Fall  mit  dem  Buch- 
A  B         Stäben  y  die  in  der  Flächen-Einheit  ent- 

haltene Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  die  ganze 
Masse  der  Platte  M^=^yhL  zu  setzen,  und  nach  Gleichung  466) 
kann  dem  Ausdrucke  fttr  das  Trägheitsmoment  auch  die  Form 
gegeben  werden: 

469)     r  =  y 


• — T- 
l<      1 

'llil 

1 '    i    1 

' 

L 

1        -  1 

II 

iii' 

i 

1 

1 

,i 

1 

j  '      1 

h:    1 
[''■    Ih 

1 
1 

bL' 


Rotationskörper. 

Denkt  man  sich  den  in  Fig.  424  im  Durchschnitt  dargestellten 
Rotationskörper  durch  rechtwinkelig  zur  Drehachse  gelegte  Ebenen 
in  kreisförmige  Scheiben  von  der  unendlich  kleinen  Dicke  A  zer- 
legt, so  erhält  man  fttr  die  Masse  einer  solchen  Scheibe  vom  Halb- 

27* 
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die  in  der  Cabikeinheit  eothaltene  Hasse 
Ansdrack : 

nnd  daeTrägtieitaiDoiDeiitdiefierScheibe 
in  Bezng  anf  die  RotatioDS' Achse  AC  ist 
nach  Gleichung  452): 

2  2 

Hiernach  ergeben  sich  resp.  ftir  Masse 
und  Trägheitsmoment  des  ganzen  Kör- 
pers die  allgemeinen  Gleichungen: 

470)  M  =  y}tS(s'£^). 

471)  r=i^icvAj. 


nie  ^f  der  «rzeuganden  Fliehe  eine  Parabel  ist, 
iDgs-Achse  ziuammeiißUlt,  so  ist  nach  Fig.  124 


erauB  für  ;'  sich  ergebenden  Werthes  nehmen 
I  die  Formen  an: 

(arA)    nnd    7= -?^i^  2'(a7'Ä|. 
ZQ  setzen  (ab  Fl&cbeninhalt  eines  Dreiecks,  dessen 
I  sind)  und -?(x'A)^ -;t-  (als  Momenten-Somme 
h  SubstitQÜon  dieser  Werthe  ergeben  sich  resp. 
;at  des  Faraboloids  die  Gleichungen: 

-»1,        4-a,   i-_Zii»l, 

ilvidirt  die  Form  annimmt: 


Kegel. 
\S^eABC  die  Form  eines  rechtwinkligen  Dret- 


— ■  1     oder :     z  = 
ch  Qleichui^  471): 


1 
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oder,  wenn  das  TrägheitBtBoment  des  Eegefs 
durch  die  Masae  deEselben  Ji/.^  —  y„ab' 
ausgedrückt  «erden  soll: 


Kugel. 
Wenn  die  B^renzungstinie  AB  der  er- 
leugenden  FUche  einEreUbogen  ist,  dessen 
Hittelpnnkt  in  der  Umdrehangs-Ächse  li^ 
so  ist  nach  Fig.  12<  zu  setzen: 

x'  —  2rx—x*, 
und  moD  erh&lt  nach  ainchung  471)  als  Trägheitsmoment  des  Eagel-S^ments: 

T~.^S[{ir^x*—ira^  +  x')A],    oder: 

Hierin  ist -y(a;'a)=^,  J'(a;'AI=-— , 
Flg.  42«.  ^  3         '       '       4 
^(a:*A)  =  —  zQ  setzen,  also  ist: 


■177)    r_^,20r'o'-15ro'  +  3<i'). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a^r, 
so  erhält  man  als  Trägheitsmoment  der 
Hslbkngel: 

478)     r--l,.r., 

and  wean  man  (i  =  2r  setzt,   so  erhUt 
man  als  Trägheitsmomeut  der  ganzen 

Kugel: 


15 

oder,  wenn  die  Masse  der  ganzen  Kugel  y  ■  —r^n-^M  gesetzt  wird: 
47fl)    r— yÄCr». 
Die  anf  den  Halbmesser  r  reducirte  Masse  der  Kugel  ist  also : 
4S0)    u^\m. 


*)  Nach  der  Bezeichnungswcdse  der  Int^iralrechnung  ist: 
S{x*l^)—Jx'dx~~. 


L"«  - 


i^Vr^. 


^■.■ 
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Nach  der  in  Fig.  427  gewählten  Bezeichnung  erhält  man  ftir 
das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  die  rechtwin- 
kelig zur  Bildfläche  gerichtete  Achse 
0  einen  Ausdrnck  von  der  Form: 

481)  T^2{tnQ*) 

und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  parallel  zu  dieser  Achse  durch 
den  Schwerpunkt  >S  gelegte  Achse  ist : 

482)  T,  =  2(m  r*). 

Nach  Fig.  427  ist  r=  =  ^  +  »* 
und  e»  =  (a7  +  fl)'^  +  Ä'  =  ^  +  Ä»+a* 
+  2aa?  =  r'  +  a^-^2aa7  zu  setzen;  man  erhält  also  nach  Glei- 
chung 481): 

r—  2  (mr^)  +  a^  2(m)  +  2a2  {mx). 

Von  den  drei  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  ist  nach  Glei- 
chung 482)  das  erste  Glied  2{mr^)^=^  Tg  zu  setzen;  das  zweite 
Glied  ist  gleich  Ma^^  wenn  mit  M  die  ganze  Masse  des  Körpers 
bezeichnet  wird;  das  dritte  Glied  ist  gleich  Null,  weil  nach  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte  ^  (wi  j?)  =  0  ist.  Hiemach  erhält  man 
far  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  0  die  Gleichung: 
483)     r  =  Ts  +  Ma\ 

Um  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug 
auf  irgend  eine  ausserhalb  des  Schwerpunktes  lie- 
gende Achse  zu  bestimmen,  hat  man  zu  dem  Träg- 
heitsmomente in  Bezug  auf  die  parallele  Schwer- 
punkts-Achse das  Product  aus  der  Masse  in  das  Qua- 
drat der  Entfernung  der  beiden  Achsen  zu*addiren. 

Wenn  man  die  Gleichung  483)  fttr  7;  auf- 
löst, so  erhält  man: 

484)     T^^T—Ma\ 

Es  kann  also  der  obige  Satz  auch  in  der 
umgekehrten  Form  zur  Bestimmung  des  Träg- 
heitsmomentes T;  benutzt  werden,  sobald  das 
Trägheitsmoment  T  in  Bezug  auf  eine  paral- 
lele ausserhalb  des  Schwerpunktes  liegende 
Achse  bekannt  ist. 

Nach  Gleichung  469)  ist  z.  B.  fOr  eine  rechteckige 
Platte  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  0  (Fig.  428) : 


Trägheitsmomente,  redacirte  Massen,  Trägbeitshalbmesser. 
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Man  erh&]t  also  aus  Gleichung  484),  wenn  darin  ausserdem  M^^yhli 
und  A  -"  -Ä-  substituirt  wird,  als  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  parallel 
zur  Achse  0  durch  den  Bchwerpnnkt  gelegte  Achse: 

3 


Fig.  429. 


485)     T. 


ybh*        yb  h^ 


4  12 

Das  Trägheitsmoment  der  dreieckigen  Platte 
ABC  (Fig.  429)  in  Bezug  auf  die  durch  den  Punkt 
0  parallel  zur  Grundlinie  gelegte  Achse  ist  halb  so 
gross  als  das  der  ganzen  rechteckigen  Platte  AB  CD 
in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  und  hat  die  Grösse: 

^"^l4"* 
Das  Trägheitsmoment  der  dreieckigen  Platte  in  Be- 
zug auf  die  der  vorigen  parallele  durch  den  Schwer- 
punkt S  gelegte  Achse  hat  also  nach  obigem  Satze 
die  Grösse: 


(4)"- 


oder:    T, 


Fig.  430. 


24  2      V  6  y  '  '■  36 

Nach  der  in  Fig.  430  gewählten  Bezeichnung  ergiebt  sich  fbr 
das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  die  rechtwin- 
kelig zur  Bildfläche  stehende  Achse  0  der 
Ausdruck : 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  der  Körper 
die  Form  einer  ebenen  unendlich  dünnen 
Platte  hat,  bilden  die  beiden  Theile: 
^(wia^)=7;    und    :?(m5?')  =  rx 

resp.  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  in  der  Bildfläche  liegenden  Achsen  OZ  und  OX. 
Wenn  also  diese  beiden  Trägheitsmomente  bekannt  sind,  so  kann 

das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  im 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Achsen  recht- 
winkelig zur  Bildfläche  stehende  Achse  0  be- 
stimmt werden  aus  der  Qleichung: 

486)   r=r. +  2;. 

Für  die  in  Fig.  481  dargestellte  rechteckige  Platte  ist 
z.  B.  zu  setzen  (nach  Gleichung  485) : 

1^    und 


r. 


12 


r.«/-^,   also: 


487)     T 


ybh 

'  12 


(Ä*  +  fe«) 


12 
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Für  die  kreisförmige  Platte  Fig.  482  ist  J, »  T^ 
zu  setzen,  folglich: 

T-^12\    oder    Tr^^, 

und  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  451)  für  T 
^    zu  entnehmenden  Werthes  erh&lt  man  die  Gleichung: 

7C  R^       MR^ 


488)  r,==,  y^r  ^ 


§  110. 

GleichfSrmige  Drehbewegung.    Wirkung  der  Centrifbgal-Krafte. 

Die  nach  dem  d'Alembert'sehen  Principe  (§  107)  zu  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  noch  hinzuznfügenden  fingirten  Kräfte 
können  nach  der  im  §  37  gegebenen  Erklärung  abktirzungsweise 
die  „Trägheitswiderstände''  der  einzelnen  materiellen  Punkte  ge- 
nannt werden;  es  kann  daher  jenem  Principe  auch  die  kürzere 
Form  gegeben  werden:  „Die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen 
materiellen  Punkte  halten  den  wirklich  vorhandenen  Kräften  das 
Gleichgewicht"  Bei  einem  in  gleichförmiger  Drehbewegung 
begriffenen  Körper  bestehen  diese  Trägheitswiderstände  —  wie 
in  §  83  und  §  38  bereits  erklärt  wurde  —  lediglich  in  den  Cen- 
trifugalkräften.  Es  müssen  daher  bei  einem  gleichförmig  um  eine 
feste  Achse  sich  drehenden  Körper  die  wirklich  vorhandenen  Kräfte 
—  zu  denen  auch  diejenigen  Widerstandskräfte  gehören,  durch 
welche  die  Drehachse  in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird  — 
den  Gentrifugal  -  Kräften  der  einzelnen  materiellen  Punkte  das 
Gleichgewicht  halten. 

Wenn  mit  io  die  Drehgeschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet 
wird,  so  hat  (nach  §  38)  die  Centrifugal- Kraft  eines  in  der  Ent-. 
femung  q  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  von 
der  Masse  m  die  Grösse  niio^Q.  Diese  Kraft  ist  als  eine  in  der 
Bichtung  des  Drehungshalbmessers  nach  aussen  wirkende  Kraft 
anzusehen;  als  ihr  Angriffspunkt  kann  statt  des  Punktes  m  auch 
der  Punkt  M  angesehen  werden,  in  welchem  ihre  Richtungslinie 
die  Drehachse  schneidet  (Fig.  483).  Um  die  Gesammtwirkung  aller 
einzelnen  Centrifiigal- Kräfte  zu  bestimmen,  hat  man  sich  ein  recht- 
winkeliges Coordinaten  -  System  XYZ  durch  den  Körper  in  der 
Weise  gelegt  zu  denken,  dass  der  Schwerpunkt  S  des  Körpers 
in  die  Ebene  0  YZ^  und  die  Drehachse  des  Körpers  in  die  Achse 
OX  fällt.    Die  Gentrifugal- Kraft  mcS^Q  ist  alsdann  auf  die  in  der 
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mo)' 


Fig.  483. 


'luiikmäjmirufo 


mm^lonicijBmafy 


Z 


Fig.  434. 


Figur  angedeutete  Weise  in  die  beiden  Seitenkräfte  mca^y  und 
zu  zerlegen,  und  in  gleicher  Weise  ist  mit  den  Centrifugal- 

Eräften  der  übrigen  materiellen 
Punkte  zu  verfahren.  Man  erhält 
dadurch  zwei  Gruppen  von  Kräf- 
ten, deren  Angriflfspunkte  sämmt- 
lich  in  der  Drehachse  0  X  liegen : 
die  eine  Gruppe'  besteht  aus  Kräf- 
ten, welche  sämmtlich  der  Achse 
0  Y  parallel  sind ,  die  andere 
Gruppe  aus  Kräften,  welche 
sämmtlich  der  Achse  OZ  parallel 
sind. 

Mit  diesen  Kräften  ist  alsdann  auf  gleiche  Weise  zu  ver- 
fahren, wie  in  §  43  bei  Ableitung  der  allgemeinen  Gleichgewichts- 
Bedingungen  geschehen.  Ohne  Etwas  in  der  Wirkung  der  Kraft 
mw^y  zu  ändern,  kann  man  in  dem  Punkte  0  die  beiden  ent- 
gegengesetzten Kräfte  mw^y  hinzufügen  (Fig.  434);   man  erhält 

dadurch  statt  der  einen  Kraft  mcj^t/ 
drei  solcher  Kräfte,  von  denen  zwei 
ein  Kräftepaar  bilden,  dessen  Moment 
gleich  mui^tjx^  und  dessen  Drehachse 
mit  der  Z- Achse  zusammenfällt,  wäh- 
rend die  dritte  Kraft  eine  in  dem 
Punkte  0  wirkende  Einzelkraft  bildet. 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  durch 
HinzufÜgung  der  beiden  entgegenge- 
setzten Krttfte  mo)^z  in  dem  Punkte 
0  ein  Kräftepaar  vom  Momente  moj^sx^  dessen  Drehachse  mit 
der  Y-Achse  zusammenfällt,  und  ausserdem  eine  in  dem  Punkte  0 
wirkende  Einzelkraft  mu)^z  in  der  Richtung  der  Z- Achse.  Wenn 
man  auf  dieselbe  Weise  mit  allen  übrigen  Gentrifugal-Kräften  ver- 
fährt, so  erhält  man  zwei  Gruppen  von  Kräftepaaren  und  zwei 
Gruppen  von  Einzelkräften.  Jede  der  beiden  Gruppen  von  Kräfte- 
paaren kann  durch  das  resultirende  Kräftepaar  ersetzt  werden, 
dessen  Moment  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Mo- 
mente ist,  und  jede  der  beiden  Gruppen  von  Einzelkräften  kann 
durch  deren  Mittelkraft  ersetzt  werden,  welche  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  einzelnen  Ejräfte  ist.  Als  Gesammtwirkung 
der  Centrifugal  -  Kräfte   ergeben   sich   alsdann   die   vier  Kraft- 


tnß^sf. .    mc^y 


mafy^ 


's 


/ 


X 


O 


/M 


ma^ 
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wirkuBgen,  welche  in  Fig.  435  ihrer  Art  nnd  Grösse  nach  ange- 
geben sind. 

Die  beiden  in  dem  Fankte  0  angreifenden  Einzelkräfte  Y 
nnd  Z  können  dnrch  die  Mittelkraft  R  ersetzt  werden,  deren  Rich- 
tung zu  bestimmen  ist  ans  der  Qleichang: 

Fig.  486.  ^^~   Y  ~   (jS'^  {my)  ' 

Z^aflfm)  Wenn  mit  M  die  ganze  Masse 

'3Jt  m'^Ilmyx)  ^^^   Körpers   bezeichnet   wird,    so 

ist  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkt zu  setzen  2(mz)  =  Mz^  und 
^(/wy)  =  My^,  folglich  ist: 

X  489)    i«e=^- 

Hieraus  folgt,  dass  der  Winkel  e 

2)f^=a)'2(m2ra)  gleich  dem  Winkel  SOY  (Fig.  433) 

Ys€fl[fny]  ist,  dass  also  die  Kichtungslinie  der 

Kraft  R  durch  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  hindurchgeht  und  dass  als  Angriffspunkt  der  Kraft  22 
der  Schwerpunkt  des  Körpers  angesehen  werden  kann.  Für  die 
Grösse  der  Mittelkraft  R  erhält  man  die  Gleichung: 

R  =  yY^  +  Z*  =  Mw'yyl  +  zl 

oder,  da  "J/yJ  -f- « J  =  Qo  gesetzt  werden  kann  (nach  Fig.  433) : 

490)  R  =  Mq^(o\ 

Auf  dieselbe  Weise  kann  auch  das  Besultirende  von  den  bei- 
den Kräftepaaren  bestimmt  werden.  Wenn  man  nach  den  in  §  42 
gefundenen  Regeln  die  beiden  Kräftepaare  durch  ihre  Achsen 
geometrisch  darstellt  und  mit  diesen  Achsen: 

491)  2roy  =  w*^(»i»^),       492)     m^  =  lo*2(fnyx\ 

auf  gleiche  Weise  wie  vorher  mit  den  Einzelkräften  Y  und  Z  ver- 
fährt, so  erhält  man  als  Moment  des  resultirenden  Kräftepaares: 

493)  a»  =  yüR;+aÄ^ 

Die  Achse  desselben  liegt  in  der  FZ-Ebene,  steht  also  recht- 
winkelig zur  Drehachse  des  Körpers,  und  der  Winkel,  den  die- 
selbe mit  einer  der  Achsen  OY  oder  OZ  einschliesst ,  kann  aof 
dieselbe  Weise  wie  oben  der  Winkel  e  bestimmt  werden. 

Die  Gesammtwirkung  der  Centrifngal  -  Kräflie  besteht  also  in 
folgenden  zwei  Kraftwirkungen: 
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ErsteoB,  in  einer  Einzelkraft  JR,  welche  ihrer  Grösse,  Richtung 
und  Lage  nach  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  ist,  wie  wenn 
die  ganze  Masse  des  Körpers  im  Schwerpunkte  vereinigt  wäre. 

Zweitens,  in  einem  Kräftepaare,  dessen  Achse  rechtwinkelig 
zur  Drehachse  des  Körpers  steht  nnd  im  Uebrigen  von  den 
Werthen  der  beiden  Producten  -  Summen  2{mza?)  und  2{myx)^ 
also  von  der  Art  der  Massenvertheilung  abhängt. 

§  111. 
Frefe  Achsen. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  geftmdenen  Wirkungen 
der  Gentrifugal'Kräfte  werden  in  jedem  Augenblicke  aufgehoben 
von  den  Widerständen,  durch  welche  die  Drehachse  des  Körpers 
in  unveränderlicher  Lage  erhalten  wird.  Es  bestehen  daher  — 
wenn  sonst  keine  Kräfte  weiter  auf  den  rotirenden  Körper  wirken 
—  diese  Widerstände  in  einer  Einzelkraft,  welche  der  Kraft  R 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  und  einem  Kräftepaare,  dessen 
Moment  dem  Momente  3ß  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  In  dem 
speciellen  Falle,  wenn  jede  dieser  beiden  Kraftwirkungen  ftlr  sich 
gleich  Null  ist,  wenn  die  Centrifugal- Kräfte  also  für  sich  allein 
schon  einander  im  Gleichgewicht  halten:  wird  die  Drehachse  des 
Körpers  eine  freie  Achse  genannt.  In  diesem  Falle  bedarf  es 
gar  keiner  Widerstandskräfte,  um  die  Drehachse  in  ihrer  Lage  zu 
erhalten,  und  würde  die  Drehachse  ihre  Lage  auch  dann  nicht 
ändern,  wenn  der  rotirende  Körper  frei  im  Räume  schwebte. 

Die  zwei  Bedingungen,  welche  erftlUt  sein  müssen,  wenn  die 
Drehachse  OX  (Fig.  433)  eine  freie  Achse  sein  soU^  sind  also: 
494)    i2  =  0.        495)    3^  =  0. 

Die  erste  von  diesen  beiden  Bedingungen  nimmt,  wenn  aus 
Gleichung  490)  der  Werth  für  R  substituirt  wird,  die  Form  an: 

Mq^u)^  =  0    oder    ^o  =  ö. 

Es  kann  also  die  Drehachse  nur  dann  eine  freie  Achse  sein, 
wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  Drehachse  liegt. 

Die  andere  Bedingung  zerfällt  nach  Gleichung  493)  in  die 
beiden  Bedingungs-Gleichungen : 

aRy  =  0    und    SDI,  =  0, 

welche  nach  Substitution  der  in  den  Gleichungen  491)  und  492) 
gefundenen  Werthe  die  Formen  annehmen: 

496)    2{mxx)  —  {^     und     497)    '2{myx)  =  Q. 


i 


^r4H't 


1^ 
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Diese  letzteren  beiden  Bedingungen  sind  z.  B.  dann  erfüllt, 
wenn  die  Masse  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Ebene  YZ  sym- 
metrisch vertheilt  ist  in  der  Weise,  dass  irgend  einem  Massen- 
theilchen  m  im  Abstände  +  x  von  dieser  Ebene  immer  ein  an- 
deres gleich  grosses  im  Abstände  —  x  gegenttberliegt  (Fig.  436). 

Denn  die  von  diesen  beiden 
Massentheilchen  zu  der  Produc- 
ten-Summe  2{mzx)  gelieferten 
Beiträge  sind  alsdann  resp. 
m  ,  »  .{+  X)  und  m  .  z  .{ —  ar), 
heben  also  einander  auf;  und  die 
von  diesen  beiden  Massentheil- 
chen zu  dem  Ausdruck  2{myx) 
gelieferten  Beiträge  sind  resp. 
^  •  y  •  (+  ^)  und  m  .y  .{ —  x\ 
heben  also  ebenfalls  einander  auf. 
Dasselbe  gilt  von  den  Beiträgen, 
welche  von  den  übrigen  Massen- 
theilchen paarweise  zu  jedem  dieser  beiden  Ausdrücke  geliefert 
werden.  Bei  jedem  homogenen  prismatischen  Körper  ist  daher 
eine  die  Schwerpunkte  der  Endflächen  verbindende  gerade  Linie 
allemal  eine  freie  Achse.  Ebenso  ist  bei  einem  Körper  von  der 
Form  einer  unendlich  dünnen  ebenen  Platte  die  rechtwinkelig  zur 

Ebene  desselben  durch  den  Schwerpunkt 
gelegte  gerade  Linie  SX  immer  eine  freie 
Achse,  weil  in  diesem  Falle  der  Factor  x 
in  allen  Gliedern  jener  beiden  Producten- 
Summen  gleich  Null  ist. 

Ein  anderer  Fall,  in  welchem  jene 
beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  der- 
jenige, in  welchem  gleichzeitig  jede 
von  den  beiden  Ebenen  YX  und  ZX  eine 
Symmetrie-Ebene  des  Körpers  ist.  Denn 
wenn  die  Masse  desselben  in  Bezug  auf 
die  Ebene  YX  symmetrisch  vertheilt  ist 
(Fig.  437),  so  liegt  jedem  Massentheilchen 
777,  welches  zu  Gleichung  496)  den  Beitrag 
in  .{-{-  z) .  X  liefert ,  ein  anderes  gleich  grosses  Massentheilchen 
gegenüber,  welches  zu  diesem  Ausdrucke  den  gleich  grossen 
negativen  Beitrag  m  .  ( —  z) .  x  liefert ;  und  wenn  die  Masse  des 
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Fig.  488. 


Körpers  gleichzeitig  in  Bezug  auf  die  Ebene  ZX  symmetrisch 
vertheilt  ist  (Fig.  488) ,  so  entspricht  einem  Massentheilchen  m^ 

welches  zu  Gleichung  497)  den  Beitrag 
^  •  (+  y)  •  ^  liefert,  immer  irgend  ein  an- 
deres, welches  den  gleich  grossen  nega- 
tiven Beitrag  m  ,{ —  y) .  ^  zu  dieser  Pro- 
ducten-Summe  liefert.  Hieraus  folgt  z.  B., 
dass  bei  einem  homogenen  Rotationskör- 
per die  Rotationsachse   immer  eine  freie 

Achse  ist. 

Mittelst  höherer  Rechnungen  lasst  sich  nach- 
weisen ,  dass  es  in  jedem  Körper  ohne  Ausnahme 
—  wie  auch  immer  die  Form  und  Massenyerthei- 
lung  beschaffen  sein  möge  —  immer  drei  freie 
Achsen  giebt,  welche  im  Schwerpunkte  desselben 
einander  rechtwinkelig  schneiden.  In  jedem  Körper  kann  also  ein  recht- 
winkeliges Goordinaten-System  so  gelegt  werden,  dass  jede  von  den  drei  Achsen 
desselben  gleichzeitig  die  Eigenschaften  einer  freien  Achse  besitzt. 


Fig.  489. 


lamraP' 


S  112. 
Zusammengesetztes  CentrifUgal-Pendel. 

Ein  ans  zwei  materiellen  Punkten  zusammengesetztes  Centri- 
fngal-Pendel  (Fig.  439)  kann  man  sich  annäherangsweise  dadurch 

hergestellt  denken,  dass  zwei  kleine 
schwere  Kugeln  an  den  Endpunkten 
einer  leichten  geradlinigen  Stange 
befestigt  sind,  welche  ihrerseits,  an 
der  Drehbewegung  einer  verticalen 
Welle  theilnehmend,  in  irgend  einem 
Punkte  0  der  Drehachse  so  befestigt 
ist,  dass  sie  zugleich  in  verticaler 
Ebene  um  diesen  Punkt  sich  drehen 
kann.  Um  den  Neigungswinkel  a  zu 
bestimmen,  bei  welchem  die  Kugel- 
stange in  ihrer  relativen  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet,  hat  man 
nach  HinzufUgung  der  beiden  Centri- 
fugal-Kräfte  die  algebraische  Sunmie 
der  statischen  Momente  sämmtlicher  Kräfte  in  Bezug  auf  den  festen 
Drehpunkt  0  gleich  Null  zu  setzen  und  erhält  nach  Fig.  439  die 
Gleichung : 


ÄfÄD* 
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O-^mrvj'h  +  mgr  -\- MRw'S  —  MgR. 
Venn   maa    io    dieser    Gletchnng    die    Werthe    enbatitnirt: 
!  sin  a,  A  =—  /  C08  o,  R  =  L  mn  a,  H<^  L  cos  a,   so  erhält 
nach  AnflOsoDg  der  Gleichnng  ftlr  cos  a  den  Werth: 

g    (ML  —  ml\ 


Fig.  UO. 


498} 


\ML'-\-ml^) 


Wenn  AZ—m/ ist,  d.h.  iroDo  der  Schwer- 
punkt mit  dem  Drehpnnkte  zuBftmmeD&llt,  bo 
wird  coBa~t),  also  a  — OO".  In  diesem  Falle 
wQrde  die  relative  Gleichgewichtslage  der  Kugel- 
Stange  mit  der  horizontalen  Iiage  znsammea- 
fallen,  nnd  die  verticale  Drehachse  alsdann  nna 
freie  Achse  derselben  hilden.  Bei  abweichender 
Lage  worden  die  beiden  Centrifugal-Kr&fta  ein 
Er&ftepaar  bilden,  welches  auf  horizontale  £in- 
Btellung  der  Eugelstange  hinwirkt. 

Bei  dem  in  Fig.  440  dargestelltea 

CeDtrifagal-Peudel,  bestehend  ans  einer 

^~i^  geradlinigen  Stange,  welche  in  ihrem 

oberen  Endpunkte  0  an  der  verticalen 

«hse  aufgehängt  ist,  hat  die  Snmme  der  stattschen  Momente 

Bntrifngal-Kräfte  in  Bezog  anf  den  Drehpunkt  0  die  Grösse: 


Fig.  441. 


Fig.  442. 


I  bedentet  :S{mx')  das  Trägheitsmoment  der  Stange  in  Bezug 
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anf  die  Drehachse,  und  nach  Substitution  des  in  §  109  für  das- 
selbe gefundenen  Ausdrucks  erhält  man  die  Gleichung: 

SW  ™  -5-  •  X  sin  er .  CO* .  L  cos  a, 


Flg.  4M. 

Itmet 


^.^.i 


IUI  au» 


^yjifbiftö* 


2ß  — :?(my^)  = 


Mg  L  sin  a 


welche  zeigt,  dass 
die  Centrifugal- 
Kräfte  gerade  so 
wirken,  wie  wenn 
im  unteren  End- 
punkte der  Stange 

die  Masse  -^  con- 

centrirt  wäre. 

Wenn  die  Stan- 
ge im  relativen 
Gleichgewichte 
sich  befinden  soll, 
so  muss  die  Sum- 
me der  statischen 
Momente  der  Ge- 
wichte ebenfalls 
gleich  SSi  sein ; 
folglich  ist: 


Die  Wirkungen  der  Gentrifagal  -  Kräfte  und  des  Gewichtes  kann 
man  sich  hiemach  auf  die  in  Fig.  441  angegebene  Weise  veran- 
schaulichen, und  durch  Gleichsetzung  der  beiden  statischen  Mo- 
mente erhält  man  die  Gleichung: 

499)     -^  •  i  sin  a  .  oi* .  i  cos  a  —  -^  •  L  sin  a,    oder: 


500)     cos  a  = 


2  Zw« 

Für  den  Fall,  dass  am  unteren  Endpunkte  der  Stange  noch 
eine  Kugel  von  der  Masse  M^  befestigt  ist,  deren  Durchmesser  so 
klein  ist,  dass  dieselbe  als  materieller  Funkt  behandelt  werden 
darf,  erhält  man  auf  gleiche  Weise  nach  Fig.  442  die  Gleichung: 

f  i/,  +— j  L  sin  a  .  (0* .  i  cos  a  —  (^»  +  "ö")  S  ^  '^'^  ^>       oder: 


►■'* 
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501)     COS  a  =  -y^ 


V + f  ^ 


J/,+ 


3  / 


Auf  analoge  Weise  erhält  man  ftlr  eine  über  den  Drehpunkt 
0  hinaus  um  die  Länge  /  verlängerte  Stange,  an  deren  beiden 
Endpunkten  resp.  die  Massen  M^  und  m^  befestigt  sind,  nach 
Fig.  443  die  Gleichung: 

f ilf,-| — -- j  Z  sin  a  .  cti* .  X  cos  a  rh  fi»,  +  -ö-)  /  sin  a  .  w*  .  /  cos  a 
=  (^i  +  -2-)  fl' .  J^  sin  of  —  (^1  +"2')  ?  •  /  sin a,    oder: 


502)    cos  a  =  -^ 


Um.+:^\l-U  +  ^) 


(«,+!)  i.+ („,+  »),.• 


ACHTZEHNTES  CAPITEL. 

UngleicMormige  Drehnng  eines  Körpers  nm  eine 

feste  Drehachse. 

§  113. 
Winkelbeschleunigung. 

Die  im  zweiten  Gapitel  in  Bezug  auf  die  geradlinig  fortschrei- 
tende Bewegung  gegebenen  Erklärungen  der  Begriffe  „  Geschwin- 
digkeit und  Beschleunigung  *",  so  wie  der  „  gleichförmig  beschleu- 
nigten "  und  der  „  ungleichförmig  beschleunigten  Bewegung  ^  können 
unmittelbar  auf  die  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste  Dreh- 
achse übertragen  werden,  sobald  in  jenen  Erklärungen  an  Stelle 
der  betreffenden  Längen-Grössen,  welche  für  die  fortschrei- 
tende Bewegung  als  Maass  dienten,  tiberall  die  in  analoger  Weise 
als  Maass  für  die  Drehbewegung  zu  benutzenden  Winkel -Grössen 
eingeftthrt  werden. 

Die  Drehbewegung  wird  eine  gleichförmig  beschleu- 
nigte genannt,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten 
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um  gleiche  Grössen  zunimmt.  Die  Winkelgrösse ,  um  welche 
bei  einer  solchen  gleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  die 
Winkelgeschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  zunimmt,  wird  die 
Winkelbeschleunigung  genannt.  Während  ein  Körper  mit 
der  Constanten  Winkelbeschleunigung  e  sich  dreht ,  durchläuft 
irgend  ein  in  der  Entfernung  q  von  der  Drehachse  befindliches 
Massentheilchen  m  in  gleichförmig  beschleunigter  Bewe- 
gung den  Umfang  eines  Kreises  vom  Halbmesser  q^  und  seine 
Peripherie -Geschwindigkeit  nimmt  in  jeder  Zeiteinheit  um  die 

Grösse  ^6  zu.   In  dem  Augenblicke, 
Fig.  444.  wo  die  Winkelgeschwindigkeit  des 

Körpers  die  Grösse  o)  erreicht  hat, 
setzt  sich  die  totale  Beschleunigung 
jenes    Massentheilchens    zusammen 
./  aus  der  in  die  Richtung  des  Halb- 

messers  fallenden  nach    innen  ge- 
-  ^8  richteten  Centripetal-Beschleunigung 

pw'  und  der  tangential  gerichteten 

Peripherie-Beschleunigung  ge.    Der 

^y'  gesammte  Trägheitswiderstand   des 

Massentheilchens    besteht    also    in 
diesem  Augenblicke  aus   der  nach 
aussen  gerichteten  Centrifugal-Kraft  mgco^  und  aus  einer  tangen- 
tialen Seitenkraft  mQ€,  welche  der  Bewegung  des  Massentheil- 
chens entgegengerichtet  ist  (Fig.  444). 

Beider  ungleichförmig  beschleunigten  Drehbewegung  ist 
sowohl  die  Winkelgeschwindigkeit  als  auch  die  Winkelbeschleu- 
nigung in  stetiger  Aenderung  begriffen.  Denkt  man  sich  die  ganze 
Dauer  einer  solchen  Bewegung  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile 
zerlegt,  so  kann  innerhalb  eines  jeden  solchen  Zeittheiis  die  Be- 
wegung wie  eine  gleichförmig  beschleunigte  behandelt  werden. 
Wenn  es  sich  also  bei  einer  solchen  Bewegung  darum  handelt, 
die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  Massentheilchen  fllr  einen 
bestimmten  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  so  ist  diese  Bestimmung 
genau  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  der  gleichförmig  beschleu- 
nigten Drehbewegung  auszuführen. 

Nach  dem  d'Alembert'schen  Principe  bilden  in  jedem  bestimm- 
ten Zeitpunkte  die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  materiellen 
Punkte  mit  den  wirklich  vorhandenen  Kräften  zusammen  ein  Kräfte- 
System,   welches   den   allgemeinen  Gleichgewichts -Bedingungen 
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it. 


Fig.  445. 


entspricht.  Wenn  von  den  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingnngen 
ausschliesßlich  diejenige  angewendet  wird,  welche  die  statischen 
Momente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  betrifft,  so 
können  sowohl  die  Widerstandskräfte,  durch  welche  die  Dreh- 
achse in  unveränderlicher  Lage  erhalten 
wird,  als  auch  die  Centriftigal-Kräfte 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  un- 
bertlcksichtigt  gelassen  werden,  inso- 
fern deren  statische  Momente  sämmt- 
lich  gleich  Null  sind.  In  Bezug  auf 
die  Drehung  des  Körpers  um  die  feste 
Drehachse  müssen  daher  die  tangen- 
tialen Seitenkräfte  der  Trägheitswider- 
stände fär  sich  allein  den  wirklich  vor- 
handenen äusseren  Kräften  das  Gleichgewicht  halten.  Wenn  also 
abktlrzungsweise  das  statische  Moment  Kl  irgend  einer  dieser 
äusseren  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Drehachse  mit  „m"  bezeichnet 
wird,  und  mit  2  (m)  die  algebraische  Summe  aller  dieser  stati- 
schen Momente  (im  Sinne  der  hervorgebrachten  Winkelbeschleu- 
nigung £  summirt),  so  nimmt  die  betreffende  Gleichgewichts-Be- 
dingung (nach  Fig.  445)  die  Form  an: 

o  =  .2(m)  — ^(wipe.  q). 
Die  Grösse  e  bildet  einen  gemeinschaftlichen  Factor  der  Träg- 
heitswiderstands-Momente  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  und 
kann  deshalb  vor  das  Summationszeichen  gesetzt  werden,  es  ist  also: 

6^(/?i^»}  =  :s(m). 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  flir  die  von  den  äusseren 
Kräften  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  der  Werth: 

Wenn  die  im  Zähler  dieses  Bruches  stehende  Momenten-Summe 
der  beschleunigenden  Kräfte  mit  SDt  bezeichnet  und  abktlrzungs- 
weise n Kraft-Moment '^  genannt  wird;  wenn  ferner  der  im  Nenner 
stehende  Ausdruck  als  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Drehachse  0  (wie  früher  geschehen)  mit  T  bezeichnet 
wird,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  einfachere  Form  an: 

m 

T 

•«..    i_   ,,        ,  ,        .  Kraftmoment 

Winkelbeschleunigung=  7«-7i — r—n r 

o      o       Trägheitsmoment 


504)     €  =  -^,  oder: 
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§  114. 
Beschleunigte  Drehung  einer  Radwelle. 

Aus  dem  im  yorigen  Paragraphen  gefondenen  aUgemeinen 
Lehrsatze  ergiebt  sich  für  die  Winkelbeschleonigmig,  welche  dnrch 

die  am  Endpunkte  eines  um  die  Welle 
Fig.  446.  gewickelten  Fadens  in  tangentialer  Rich- 

tung wirkende  ELraft  K  der  Welle  ertheilt 
wird,  nach  Fig.  446  die  Gleichung: 

Kr 

in  welcher  T  das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  rotirenden  Masse  in  Bezug  auf 
die  Drehachse  0  bezeichnet.  Die  Be- 
schleunigung p^  mit  welcher  der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  K  in  der  Richtung  der- 
selben sich  bewegt,  ist  gleich  der  Peripherie-Beschleunigung  der 

Welle;  also  ist: 

Kr' 

Nach  Gleichung  447)  kann  T=  fi.r*  gesetzt  werden,  wenn 
mit  fi  die  auf  den  Halbmesser  r  reducirte  Masse  der  ganzen  Rad- 
welle bezeichnet  wird;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

505)  p  =  —y 

welche  zeigt,  dass  die  Beschleunigung  des  Angriffspunktes  A  (oder 
die  Peripherie-Beschleunigung  der  Welle)  auf  dieselbe  Weise  wie 
die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  bestimmen  ist,  sobald 
statt  der  wirklichen  Masse  die  auf  den  Hebelarm  der  Kraft  K 
reducirte  Masse  der  Welle  substituirt  wird. 

Wenn  unter  Einwirkung  der  Kraft  K  die  Winkelgeschwindig- 
keit von  der  Grösse  o)  bis  auf  die  Grösse  w  zunimmt,  und  die 
während  dieser  Zunahme  von  der  Kraft  K  verrichtete  mechanische 
Arbeit  mit  9(  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Anwendung 
des  Princips  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichung: 

506)  If-If^fl, 

und  wenn  die  den  Winkelgeschwindigkeiten  co  und  w  entsprechen- 
den Peripherie-Geschwindigkeiten  der  Welle  resp.  mit  c  und  v 

28* 
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bezeichnet  werden,  so  ist  To)^  ^=  fir^w^^^  ^c^  und  Tw* 
=^  fiv*  zu  setzen:  man  erhält  also  die  Oleichnng: 


fif^ti^ 


507) 


«, 


Fig.  447. 


\8 


welche  ebenfalls  zeigt,  dass  der  Punkt  A  (oder  irgend  ein  Punkt 
im  Umfange  der  Welle)  sich  bewegt  wie  ein  einfacher  materieller 
Punkt,  dessen  Masse  fi  gleich  der  auf  den  Umfang  reducirten 
Masse  der  Welle  ist. 

Für  den  Fall,  dass  während  der  Bewegung 
des  Angriffspunktes  von  A  nach  B  die  Grösse 
der  Kraft  K  sich  nicht  ändert,  ist  (nach  Fig.  447) 
zu  setzen  ä  =  Ks^  also : 

508)     f^-f^^Ks. 

Alle  diese  Gleichungen  sind  auch  ftlr  den 
Fall  gültig,  in  welchem  die  Kraft  K  der  Dreh- 
bewegung entgegen  wirkt;  es  ist  nur  erforder- 
lich, für  diesen  Fall  sowohl  das  statische  Moment, 
als  auch  die  mechanische  Arbeit  derselben  als 
negative  Grössen  in  Rechnung  zu  bringen.  Die 
Bewegung  der  Welle  ist  in  diesem  Falle  eine 
verzögerte,  und  es  ergeben  sich  negative 

Werthe  sowohl  ftlr  die  Beschleunigung,  als  auch  ftir  die  Zunahme 

an  lebendiger  Kraft. 

Um  z.  B.  die  Zahl  der  Umläufe  zu  berechnen,  welche  eine  sich  selbst 
überlassene  anfangs  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  c  umlaufende  WeUe  ¥om 
Gewichte  M^  noch  ausführt  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  durch 
die  verzögernde  Wirkung  des  am  Hebelarme  r  angreifenden  Zapfenreibungs- 
widerstandes /Mg  zum  Stillstande  gebracht  ist,  hat  man  die  Endgeschwindig- 
keit t;  gleich  NuÜ  zu  setzen  in  Gleichung  508)  und  erhält  fOr  die  von  einem 
Punkte  des  Zapfenumfanges  noch  zurückgelegte  Strecke  s  die  Gleichung: 

M    "277' 
woraus  sich  fUr  die  gesuchte  ümlaufszahl  n  der  Werth  ergiebt: 


B|^ 


Ki 


0-^^-fMgs, 


oder:    ^  — t3- 


2r7f       M     ^fgrn 

Die  constante  (negative)  Peripherie-Beschleunigung  des  Zapfenumfanges 
hat  nach  Gleichung  505)  die  Grösse: 

p^  —  fg 


Ik 
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Wenn  die  rotirende  Masse  in  einer  einfachen  cylindrischen  Scheibe  vom 
Halbmesser  ü  best&nde,  so  würde  nach  Gleichung  452) : 

^^ffr%  also:  fi 


2  '^    '  '^       2     r« 

za  setzen  sein,  und  es  würden  unter  gleichen  Umständen  für  n  und  p  resp. 
die  Werthe  sich  ergeben: 

Setzt  man  hierin  z.  B.  Ä  — 1"»,  r  — 0'»,02,  c«=0»12,  /=0,08,  so  er- 
hält man: 

«  =  91,3    und    p  =»  —  0",000  628. 

§  115. 
Fall-Maschine. 

Wenn  die  mittelst  des   Fadens  auf  den  rotirenden  EOrper 

übertragene  beschleunigende  Tangential-Kraft  K  darch   das  Ge- 

Fiff  448  wicht  einer  nnten  am  Faden  hängenden  Masse 

M  hervorgebracht  wird  (Fig.  448),  so  ist  bei 
/\^_/\  Berechnung  der  Beschleunigung  zu  berücksich- 

(      %      j  tigen,  dass  in  diesem  Falle  jene  Tangential- 

Kraft  —  zugleich  die  Spannung  des  Fadens  — 

kleiner  ist  als  das  Gewicht  Mg^  insofern  der 

K  Aufhängepunkt   des  Fadens  mit  yertical  ab- 

.      wärts  gerichteter  Beschleunigung  sich  bewegt 

m\    k     (§  37).   Die  Masse  M  sinkt  mit  einer  Beschleu- 

I  nigung  /?,   welche  gleich   der  Peripherie-Be- 

^  schleunigung  des  rotirenden  Körpers  ist,  und 

der  üeberschuss  der  Kraft  Mg  über  die  Kraft 

K  ist  es,  welcher  diese  Beschleunigung  hervorbringt;  also  ist: 

509)  ;?  =  — ^~     ,   oder:  K  =  M{g—p). 

Wenn  man  diesen  Werth  ftlr  K  in  Gleichung  505)  substituirt, 
so  erhält  man  (bei  Vernachlässigung  des  Zapfenreibungs- Wider- 
standes) die  Gleichung: 

p  =  — = — ^^ — ^-^j  oder: 

510)  P  =  -^' 

Die  Beschleunigung  des  Fadens  (oder  die  Peripherie-Beschleu- 
nigung des  rotirenden  Körpers)  ist  also  auf  dieselbe  Weise  zu  be- 
stimmen wie  die  Beschleunigung,  welche  einem  einfachen  mate- 
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riellen  Punkte  von  der  Masse  M  +  fi  ertheilt  werden  wttrde  durch 
eine  Kraft  von  der  Grösse  Mg. 

Wenn  der  rotirende  Körper  in  einer  einfachen  cylindrischen 
Scheibe  besteht,  und  mit  M^  die  wirkliche  Masse  der  Scheibe  be- 
zeichnet wird,  so  ist  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  |U  —  y  jf^ 

zu  setzen,  und  es  wird: 

Mg 
p  =a 2 . 

M+^M, 

Bei  dem  in  Fig.  449  dargestellten  Falle  ist  die  an  der  linken 
Seite  wirkende  Tangential-Kraft  k  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

k  —  mg 


,t 


m 


=  p,  oder:  *  =  m(^+/i); 


und  die  Peripherie-Beschleunigung  des  roti- 
renden  Körpers  aus  der  Gleichung: 

K—k 

welche  nach  Substitution  der  fttr  K  und  Ar 
gefundenen  Werthe  die  Form  annimmt: 

M{g  —  p)  —  m{g+p) 

Aus  der  Auflösung  dieser  Gleichung  ergiebt 
sich  für  p  der  Werth : 

Mg  —  mg 

-     ■■  ■ 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwerere  Masse  M  sinkt, 
und  die  leichtere  Masse  m  steigt,  ist  also  auf  dieselbe  Weise  zu 
bestimmen,  wie  die  Beschleunigung,  welche  einem  einfachen  mate- 
riellen Punkte  von  der  Masse  M+m^  fi  ertheilt  werden  wttrde 
durch  den  Ueberschuss  des  Gewichtes  Mg  ttber  das  Gewicht  mg. 

Wenn  z.  B.  m=-2Kil.,  ^»2,1  Eil.  ist,  und  der  rotirende  Körper 
eine  cylindrische  Scheibe  ist  von  der  Masse  Mi  «0,8  Eil.,  so  ist  die  auf  den 
Umfang  reducirte  Masse  der  letzteren :  ßi  »» 0,4  Eil.  za  setzen,  und  man  erh&lt 
aus  Gleichung  512): 


512)    p  = 


IL 


2,1  —  2 


— ,    oder: 


|>=«0»,218. 


2,1  +  2  +  0,4 

Je  kleiner  die  Massendifferenz  M  —  m  im  Verh&ltniss  zur  ganzen  durch 
den  Gewichts-Ueberschuss  zu  beschleunigenden  Massen-Sunune  M-^-m-^ fi 
ist,  um  so  kleiner  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  die  schwerere  Masse 
sinkt,  und  um  so  leichter  wird  diese  Beschleunigung  durch  directe  Beobach- 
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tung  sich  bestimmen  lassen.  £s  kann  daher  die  Gleichung  512)  auch  in  um- 
gekehrter Weise  zur  Berechnung  der  Beschleunigung  g  des  freien  Falles  be- 
nutzt werden,  wenn  die  Beschleunigung  p  mittelst  des  in  Fig.  449  dargestellten 
Apparates  durch  directe  Beobachtung  zuvor  bestimmt  wurde. 

§  116. 
Wirkung  der  Schwungräder. 

Wenn  die  Drehbewegung  einer  Welle  unter  Einwirkung  zweier 
Kräfte  K  und  W  geschieht,  von  denen  die  erstere  im  Sinne  der 
Drehbewegung  als  fördernde  Kraft  wirkend  das  veränderliche 
statische  Moment  SOtk  hat,  und  die  letztere  als  Widerstand  der 
Drehung  entgegenwirkend  das  veränderliche  statische  Moment  SD2w 
hat,  so  ist  nach  Gleichung  504)  die  in  irgend  einem  Zeitpunkte 
stattfindende  Winkelbeschleunigung: 

51ö)      £= j, 

Je  nachdem  die  Differenz  zwischen  Kraft-Moment  und  Wider- 
stands-Moment in  diesem  Zeitpunkte  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  hat,  ist  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  im  Wachsen 
oder  im  Abnehmen  begriffen. 

Wenn  die  Veränderlichkeit  dieser  beiden  Momente  von  perio- 
discher Gesetzmässigkeit  ist,  d.  h.  wenn  nach  Ablauf  einer  be- 
stimmten Periode  allemal  dieselben  Werthe  der  Reihe  nach  wie- 
derkehren, so  wird  auch  die  Drehgeschwindigkeit  der  Welle  in 
jeder  dieser  Perioden  um  eine  und  dieselbe  Grösse  entweder 
zunehmen  oder  abnehmen.  Diese  Aenderung  wird  gleich  Null 
sein  in  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  in  jeder  Periode  von  Kraft 
und  Widerstand  zusammen  genommen  verrichtete  Arbeitssumme 
gleich  Null  ist.  Wenn  also  nach  Ablauf  jeder  Periode  zugleich 
dieselben  Bewegungszustände  der  Reihe  nach  wiederkehren 
sollen,  so  muss  in  jeder  Periode  die  von  dem  Widerstände 
verrichtete  Arbeit  ihrem  absoluten  Werthe  nach  gleich  der  von 
der  Kraft  verrichteten  Arbeit  sein. 

Angenommen,  dass  in  solchem  Falle  die  Periode  aus  zwei 
Zeitabschnitten  besteht,  in  deren  ersterem  beständig  das  Kraft- 
moment, in  deren  letzterem  beständig  das  Widerstandsmoment  das 
grössere  von  beiden  ist:  so  wird  während  des  ersteren  Abschnitts 
die  Drehgeschwindigkeit  beständig  zunehmen,  und  während  des 
zweiten  um  eben  so  viel  wieder  abnehmen.  Die  Drehgeschwin- 
digkeit erreicht  ihren  grössten  Werth  in  dem  Augenblicke,  wo  das 


m:e'^^vi:*:^'^y 


:A.  V\- 


^k- 
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Wachsen  aufhört  und  das  Abnehmen  wieder  beginnt;  den  klein- 
sten Werth  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Abnehmen  aufhört  und 
das  Zunehmen  wieder  beginnt.  Nach  dem  Principe  der  leben- 
digen Kraft  ist  die  während  des  Ueberganges  der  Winkelgeschwin- 
digkeit aus  dem  kleinsten  Werthe  w  in  den  grossesten  Werth  ii 
erfolgende  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  gleich  der  algebraischen 
Summe  der  in  dieser  Zeit  von  den  beiden  Kräften  K  und  W  vet- 
richteten  mechanischen  Arbeiten  zu  setzen.  Wenn  also  die  von 
der  treibenden  Kraft  K  in  diesem  Abschnitte  verrichtete  positive 
Arbeit  mit  2lk,  und  die  von  dem  Widerstände  W  verrichtete 
negative  Arbeit  ihrem  absoluten  Werthe  nach  mit  llw  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

514)  —^ 2"  =  %  — äw. 

Dem  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  kann  auch  die  Form  ge- 
geben wertten: 

und  wenn  abkttrzungsweise  — ^ —  =  ß  und  -75 =  n  gesetzt 

wird,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  ftlr  T  aufgelöst  die  Form  an : 

515)  r=-|-(Sl,-äw). 

Die  Grösse  0  als  das  arithmetische  Mittel  der  grössten  und 
kleinsten  Winkelgeschwindigkeit  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keit genannt  werden ;  die  Zahl  n,  welche  angiebt,  den  wievielten 
Theil  von  dieser  mittleren  Geschwindigkeit  die  grösste  Geschwin- 
digkeits-Differenz beträgt,  bezeichnet  den  Grad  der  Gleichförmig- 
keit der  Bewegung.  Die  Gleichung  515)  zeigt  also,  wie  gross 
das  Trägheitsmoment  der  Welle  mindestens  sein  muss,  wenn  die 
Schwankungen  der  Drehgeschwindigkeit  einen  gewissen  Bruchtheil 
der  mittleren  Geschwindigkeit  nicht  übersteigen  sollen,  oder  wenn 
die  Drehbewegung  einen  gewissen,  durch  die  Zahl  n  näher  be- 
stimmten Grad  von  Gleichförmigkeit  besitzen  soll. 

In  solchen  Fällen,  wo  das  Trägheitsmoment  der  Welle  flir 
sich  allein  die  erforderliche  Grösse  nicht  besitzt,  kann  durch  Hin- 
zufügung einer  fremden,  mit  der  Welle  zu  verbindenden  Masse 
das  Fehlende  ergänzt  werden.  Diese  hinzugefügte  Masse  wird 
einen  um  so  grösseren  Betrag  zum  Trägheitsmoment  liefern,  je 
grösser  die  Entfernung  derselben  von  der  Drehachse  ist.    Es  ist 
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also  hinsichtlich  des  Material  -  Aufwandes  am  yortheilhaftesten, 
diese  Masse  in  Form  eines  an  der  Welle  befestigten  Schwung- 
Ringes  Yon  grossem  Halbmesser  zu  verwenden.  Die  Gleichung  515) 
kann  daher  auch  zur  Berechnung  der  zur  Erreichung  eines  vor- 
geschriebenen Gleichft^rmigkeits  -  Grades  erforderlichen  Masse  des 
Schwungrades  benutzt  werden. 


Berechnung  des  Schwungrades  fttr  eine  Kurbelwelle.  ^ 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  treibende  Elraft  K  mit 
unveränderter  Intensität  beständig  in  verticaler  Richtung  auf  den 
Endpunkt  des  Eurbelarmes  wirkt,  beim  Niedergange  desselben 
abwärts,  beim  Aufgange  aufwärts ;  femer,  dass  der  Widerstand  W 
vTie  eine  constante  Tangential -Kraft  an  einem  um  den  Eurbel- 
kreis  sich  aufwickelnden  Faden  wirkt.  Das  statische  Moment  des 
Widerstandes  hat  also  nach  Fig.  460  die  constante  Grösse  Wr\ 

das  statische  Moment  der  Triebkraft  da- 
gegen ändert  sich  mit  dem  Stellungswinkel 
der  Kurbel  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
nach  einer  halben  Umdrehung  der  Kurbel 
allemal  dieselben  Werthe  periodisch  wie- 
derkehren. Während  des  Niederganges 
der  Kurbel  verrichtet  die  Kraft  K  die 
mechanische  Arbeit  +  K  .  AC  oder 
+  ÜT .  2r,  und  die  Kraft  W  die  mecha- 
nische Arbeit  —  W.rit.  Die  gleichen 
Werthe  ergeben  sich  für  die  während 
einer  halben  Umdrehung  von  beiden  Kräf- 
ten verrichteten  Arbeitsgrössen  auch  dann, 
wenn  irgend  eine  Zwischenstellung  OB 
als  Anfangsstellung  fUr  die  halbe  Umdrehung  gewählt  wird.  Die 
Gleichung : 

516)    K.2r=W  .r7Cy    oder: 


K^^W 


enthält  also  die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die 
Drehgeschwindigkeit  der  Welle  jedesmal  am  Ende  einer  halben 
Umdrehung  wieder  eben  so  gross,  wie  zu  Anfang  derselben 
sein  soll. 

Um  diejenige  Kurbel-Stellung  OB  zu  finden,  bei  welcher  die 
Winkelbeschleunigung  Null  ist,  setzt  man  die  statischen  Momente 
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von  Kraft  und  Widerstand  einander  gleich  und  erhält  nach  Fig.  450 

die  Gleichung: 

K .  r  cos  a  =  Wr. 

Nach  Substitution  des  fttr  K  in  Gleichung  516)  gefundenen 
Werthes  erhält  man  hieraus  fttr  den  betreffenden  Stellungswinkel 
a  die  Gleichung: 

517)     cos  a  =  —  =  0,6366,    oder:     a  =  0,8807. 

Wenn  man  von  der  Stellung  OB  als  Anfangsstellung  ausgehend 
die  Bewegung  der  Kurbel  weiter  verfolgt,  so  findet  man,  dass  wäh- 
rend des  Üeberganges  aus  der  Lage  OB  in  die  Lage  OD  bestän- 
dig das  Kraft-Moment  das  grössere  von  den  beiden  Momenten 
ist;  während  des  Üeberganges  aus  der  Stellung  OD  in  die  Stel- 
lung (?£  dagegen  beständig  das  Widerstands-Moment  (Fig.  451). 

Die  Winkelbeschleunigung  ist  daher 
während  Zurücklegung  des  Bogens 
BD  positiv,  während  Zurück- 
legung des  Bogens  DK  dagegen 
negativ.  Dieselben  Verhältnisse 
wiederholen  sich  während  der  zwei- 
ten Hälfte  der  vollen  Umdrehung. 
Den  kleinsten  Werth  w  erreicht 
die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der 
Stellung  OB  (ebenso  bei  der  Stel- 
lung OE  auf  der  anderen  Seite), 
und  den  grössten  Werth  ß  bei  der 
'^  Stellung  OD  (ebenso  bei  der  Stel- 

lung OF  auf  der  anderen  Seite). 
Die  in  Gleichung  514)  mit  9(k  bezeichnete  Grösse  bedeutet 
also  hier  die  mechanische  Arbeit,  welche  beim  Uebergange  aus 
der  Stellung  OB  in  die  Stellung  OD  von  der  Kraft  K  verrichtet 
wird,  und  ist: 


Fig.  451. 


+ 


«. 


7t 


ü:  .  51?  =  ü:  .  2r  sin  a  =  -^  H^  2r  sin  a. 


Der  Angriffspunkt  des  "Widerstandes  W  legt  während  dieser 
Bewegung  die  Länge  des  Bogens  BD  zurück;  also  ist: 

«,==  W.ira. 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  515) 
die  Form  an: 
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nnd  wenn  hierin  fUr  o  der  in  Gleichung  517)  gefandene  Werth 
snbatitnirt  wird,  eo  ergiebt  sich  für  T  der  Werth: 

518)  r=  0,661  ■-^-  Wr. 

Wenn  M  die  Masse,  Q  das  Gewicht,  R  der  Halbmesser  des 
Schwnngringes  ist,  and  das  Trägheitsmoment  der  Welle  selbst 
(so  wie  der  sonstigen  mit  der  Welle  nmlaafenden  Masse)  klein 
genug  ist,  mn  gegen  das  Trägheitsmoment  des  SchwoDgringes 
Temachlässigt  werden  zu  können,  so  ist  r=jVÄ'  =  —  jR'  zu 
setzen;  und  man  erhält  fUr  das  erforderliche  Gewicht  des 
Schwmigringes  die  Gleichung: 

519)  Q  =  0,661-  -^--  Wr. 

Sollen  z.  B.  die  Scturankiingeii  der  WinkelgeBchwiadigkeit  den  dreissig- 
aten  Tbäl  der  mittleren  WinkelgeGchwindigkeit  nicht  überschrdtea,  so  Ist 
n  —  30  zn  setzen ;  nnd  wenn  die  Welle  in  jeder  Mioute  60  VnJ&ufe  macht, 
eo  ist  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  (pro  Secimde)  C  — 2n  zd  setzen. 
Wenn  femer  die  L&nge  des  Eurbelurmes  r  —  0'°,3,  der  Schwungrad-Halb- 
raesser  R—l^b  und  der  anf  den  Halbmesser  des  Kurbelkreises  redncirte 
Arbeitswiderstand  F'— 1000  Eil.  betragt,  so  ist  das  erforderliche  Gewicht 
des  Schwungringee: 

Q  =  0,661  ■    ^"  •  Y^     ■  1000  . 0,3  =  657  Kü. 

Wenn  die  treibende  Kraft  K  beständig  rechtwinkelig  zu  dem 
Eurbelarme  gerichtet  ist  —  also  nicht  nnr  die  Grösse,  sondern 
auch  das  statische  Moment  derselben  constant  ist  —  wenn  femer 
der    gleichfalls    tangential 
Fi«.  468.  am  Eurbelkreise  wirkende 

Widerstand  IVperiodisch 
auftritt,  und  während  einer 
jeden  Wirkungsperiode  be- 
ständig dieselbe  Grösse  be- 
hält, so  ergeben  sich  als 
graphische  Darstellungen 
der  Ton  diesen  beiden 
Kiilften  rerrichteten  me- 
chanischen Arbeiten  die  in 
Fig.  46S  dargestellten  Bechteckflächen,  nnd  es  drückt  die  Gleichung : 

520)  0  =  K»  —  IT^,    oder:    Ks  =-=  Wx 
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die  Bedingung  ans,  welche  erfüllt  sein  mass,  wenn  am  Ende  einer 
jeden  Periode  die  lebendige  Kraft  der  Welle  stets  wieder  den- 
selben Werth  annehmen  soll. 

Während  des  ersten  Theiles  der  Periode  ist  die  Kraft  K 
allein  thätig,  nnd  ftlr  die  während  dieses  Theiles  hervorgebrachte 
Zunahme  an  lebendiger  Kraft  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  den 
Kurbelkreis  reducirte  Masse  der  Welle  mit  /u  bezeichnet  wird,  die 
Gleichung: 

Setzt  man  die  mittlere  Peripheriegeschwindigkeit  — ^ —  =  c  und 

die  grösste  Geschwindigkeitsdiflferenz  V  —  ü  =  — »  so  nimmt 
diese  (Glleichung  die  Form  an: 

I!^^K{s  —  x\ 
n  ' 

und  wenn  man  das  Gewicht  der  reducirten  Masse  fig  ^=  Qy  fer- 
ner die  der  mittleren  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Fallhöhe 

— -=A  setzt,  so  erhält  man  ftlr  das  dem  vorgeschriebenen  Gleich- 
förmigkeitsgrade n  entsprechende  erforderliche  Gewicht  Q  die 
Gleichung: 

Wenn  z.  B.  die  Grössen  —  ~  0,1 ,    n  =.  4,    *  —  2»,5    und   h  —  0»,025 

9 

(entsprechend  der  Geschwindigkeit  c  =  O*",?)  gegeben  sind,  so  ergiebt  sich 
ans  dieser  Gleichung  der  Werth:  -^  =  180.  Es  mflsste  also,  wenn  die  trei- 
bende  Kraft  die  Grösse  iC  —  10  Kil.  hat  (entsprechend  nach  Gleichung  520) 
dem  Widerstände    W^  K—  ^  100  Eil.)»   die   auf  den   Eurbelhalbmesser 

^    »  0'",4  reducirte  Masse  fi  ein  Gewicht  von  1800  Eil.  haben. 


2n 

Ebenso  gross  müsste,  wenn  das  Trägheitsmoment  der  WeUe  und  sonstiger 
Theile  gegen  das  des  Schwungradringes  vernachlässigt  werden  darf,  das  Ge- 
wicht dieses  Schwungringes  sein,  faUs  derselbe  den  Elalbmesser  rBs0">,4  er- 
hielte.   Wenn  man  dagegen  dem  Schwungrade  den  Halbmesser  r«  actdr  g&be, 

so  würde  das  Gewicht  Q^  »  Q  -r-  »  200  Eil.  schon  aasreichen,  um  zu  be- 


r» 


wirken,  dass  die  grösste  Geschwindigkeitsdifferenz  nicht  mehr  als  ein  Viertel 
der  mittleren  Geschwindigkeit  betr&gt. 
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§  117. 
Schwingongsdauer  des  physicalischen  Pendeis. 

Im  Gegensätze  zu  dem  in  §  34  definirten  einfachen  (mathe- 
matischen) Pendel  ist  jedes  wirklich  darstellbare  (physicalistShe) 
Pendel  als  ein  zusammengesetztes  Pendel  anzusehen,  insofern  ein 
solches  immer  aus  mehreren  (unter  einander  und  mit  der  Dreh- 
achse) verbundenen  materiellen  Punkten  besteht,  also  ein  Aggregat 
von  ebenso  yielen  einfachen  Pendeln  bildet,  deren  Schwingungen 
einander  wechselseitig  bedingen  und  zu  gemeinschaftlicher  Schwin- 
gungsdauer ausgleichen. 

Man  bestimmt  die  Schwingungsdauer  eines  gegebenen  physi- 
calischen Pendels,  indem  man  die  Länge  desjenigen  einfachen 
Pendels  aufsucht,  dessen  Schwingungsbewegung  mit  der  des  ge- 
gebenen Pendels  in  jeder  Beziehung  übereinstimmt,  folglich  auch 
dieselbe  Dauer  haben  würde.  Um  die  Bedingungen  dieser  Ueber- 
einstimmung  zu  finden,  denkt  man  sich  beide  Pendel  neben  ein- 
ander hängend,  und  beide  mit  gleichem  Elongationswinkel  (d.  h. 
mit  gleichem  Abweichungswinkel  von  ihrer  Gleichgewichtslage) 
gleichzeitig  ihre  Schwingungen  beginnend.  Zur  vollkommenen 
Uebereinatimmung  der  beiden  Bewegungen  ist  alsdann  erforderlich, 
dass  auch  in  jedem  später  folgenden  Zeitpunkte  die  beiden  Pendel 
stets  gleiche  Elongationswinkel  und  gleiche  Bewegungszustände 

haben.    Es  müssen  also  bei 
Fig.  468.  Fig.  454.      gleichen  Elongationswinkeln 

sowohl  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten als  auch  die  Win- 
kelbeschleunigungen der  bei- 
den Pendel  stets  gleiche 
Grösse  haben. 

Bei  dem  Elongationswin- 
kel a  ist  die  Winkelbeschleu- 
nigung des  in  Fig.  468  darge- 
stellten physicalischen  Pen- 
dels nach   Gleichung  504): 

Mar  Bin  a 

worin  7;  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  hori- 
zontale Drehachse  0  bedeutet.  Bei  demselben  Elongationswinkel  a 


f. 


446  Vierter  Abschnitt.    Cap.  XVIU.  §  118. 

ist  die  Winkelbeschleunigniig  des  in  Fig.  464  dargestellten  ein- 
fachen Pendels  von  gleicher  Schwingangsdaner : 

mg/ sin  a  g  sing 

^~       ml^       ~        l       ' 

Aus  der  Gleichsetznng  dieser  beiden  Winkelbeschlennignngen 
ergiebt  sich  fttr  die  gesuchte  Länge  /  des  letzteren  der  Werth: 

522)    /-^. 

Nach  Substitution  dieses  f&r  /  gefundenen  Werthes  lässt  sich 
nunmehr  die  Schwingungsdauer  des  physicalischen  Pendels  (fttr 
kleine  Schwingungswinkel)  unmittelbar  aus  Gleichung  93)  be- 
stimmen. 

Der  Punkt  Jy  welchen  man  erhält,  indem  man  den  Drehungs- 
halbmesser des  Schwerpunktes  verlängert  und  auf  dieser  Rich- 
tungslinie die  Länge  /  von  der  Drehachse  aus  abträgt,  wird  der 
Schwingungspunkt  des  physicalischen  Pendels  genannt.  Unter 
allen  materiellen  Punkten,  welche  auf  jener  Linie  sich  befinden, 
ist  der  mit  dem  Schwingungspunkte  zusammenfallende  der  einzige, 
dessen  Bewegung  durch  seine  Verbindung  mit  den  übrigen  mate- 
riellen Punkten  nicht  gestört  wird,  dessen  Schwingungen  vielmehr 
genau  in  derselben  Weise  geschehen,  wie  wenn  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre. 

§  118. 
Reversionspendel. 

Wenn  das  in  Fig.  465  dargestellte  Pendel  in  umgekehrter 
Lage  aufgehängt,  und  statt  der  früheren  Drehachse  0  die  parallele 
durch  den  früheren  Schwingungspunkt  J  gelegte  gerade  Linie  als 
Drehachse  gewählt  wird ,  so  entsteht  das  neue  Pendel  Fig.  466, 
dessen  Schwingungspunkt  wiederum  nach  den  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Regeln  bestimmt  werden  kann. 

Die  Länge  /,  desjenigen  einfachen  Pendels,  welches  mit  die- 
sem neuen  Pendel  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  findet  man  aus 
Gleichung  522),  indem  man  darin  /  —  r  statt  r,  und  das  Träg- 
heitsmoment T'x  (in  Bezug  auf  die  neue  Drehachse  J)  statt  des 
Trägheitsmomentes  T^  substituirt.    Es  ist  also: 

Ti 


Reyersionspendel. 
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Wenn  mit  1\  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  anf  die  parallele 
durch  den  Schwerpunkt  <S  gelegte  Achse  bezeichnet  wird^  so  kann 
nach  dem  in  §  109  (Gleichung  483)  gefundenen  Satze  Ti  ==  1\ 
+  M  (l  —  rf  gesetzt  werden ,  und  nach  Substitution  dieses 
Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 


523) 


+  /  —  r. 


Mil  —  r) 

Setzt  man  in  Gleichung  522)  für  T^  ebenfalls  seinen  Werth 

durch      T;     ausgedrückt, 


Flg.  455. 


Fig.  456. 


l\ 


nämlich  7;— 7;  +  ilfr*, 
so  nimmt  jene  Gleichung 
die  Form  an: 


524) 
oder: 


/  = 


Mr 


+  ^y 


T, 


Wenn  man  den  letzteren 
Werth  für  M  (l  —  r)  in 
Gleichung  523)  substitnirt, 
so  erhält  man: 

525)    /,  =  /. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  in  Fig.  456  dargestellten  Auf- 
hängungsart der  Schwingungspunkt  zusammenfällt  mit  demjenigen 
Punkte,  welcher  bei  der  in  Fig.  455  dargestellten  Lage  den  Auf- 
hängepunkt bildete.  Es  kann  also  bei  jedem  Pendel  der  Auf- 
hängepunkt mit  dem  Schwingungspunkte  vertauscht  werden,  ohne 
dass  die  Schwingungsdauer  dadurch  geändert  wird. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ein  Mittel,,  bei  der  experimen- 
tellen Bestimmung  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  von  be- 
stimmter Schwingungsdauer  die  wirkliche  Benutzung  eines  solchen 
(bekanntlich  nur  annäherungsweise  darstellbaren)  mathematischen 
Pendels  ganz  zu  umgehen.  Wenn  man  nämlich  nach  Beobachtung 
der  Schwingungsdauer  des  im  Punkte  0  aufgehängten  Körpers  auf 
dem  Wege  des  Experimentes  denjenigen  (unterhalb  des  Schwer- 
punktes in  der  Linie  OS  liegenden)  Punkt  «/aufsucht,  welcher 
als  Aufhängepunkt  gewählt  werden  muss,  um  wiederum  dieselbe 
Schwingungsdauer  zu  ergeben,  so  ist  die  Entfernung  OJ  gleich 
der  gesuchten   Länge   des   mathematischen  Pendels   von  jener 
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u.  - 

Schwingungsdauer.    Ein  zu  solchem  Zwecke  passend  zugerichteter 
^^,.  Körper  wird  ein  Reversionspendel  genannt. 

^V     '  Jedoch  ist  bei  dieser  Anwendung  des  Reversionspendels  zu 

l  berücksichtigen,  dass  es  unterhalb  des  Schwerpunktes  ausser  dem 

f-  Schwingungspunkte  J  noch  einen  zweiten  Punkt  0^  giebt,  welcher 

I'  *        als  Aufhängepunkt  gewählt  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer 

^    .  ergeben  würde;  und  zwar  ist  dies  derjenige  Punkt,  welcher  dem 

I  ersten  Auf  hängepunkte  symmetrisch  gegenüberliegt.    Denn  nach 

^  Gleichung  524)  hängt  bei  einem  und  demselben  Körper  die  Grösse  / 

nur  von  der  Grösse  r  ab,  muss  also  auch  in  dem  Falle  denselben 
Werth  wiederum  annehmen,  wenn  der  in  der  Entfernung  r  unter 
dem  Schwerpunkte  liegende  Punkt  0^  als  Auf hängepunkt  gewählt 
wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn  /  —  r  =  r  ist,  oder  (nach 
Gleichung  524) : 

526)    Mr'^Ts, 

d.  h.  wenn  die  Höhe  des  Aufhängepunktes  über  dem  Schwer- 
punkte gleich  dem  Trägheitshalbmesser  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  Schwerpunktsachse  ist,  fällt  der  Schwingungspunkt  mit  jenem 
Punkte  0,  zusammen. 

Für  eine  einfache  geradlinige  Stange  von  der  Länge  Z  würde  z.  B., 
wenn  dieselbe  an  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,  nach  Gleichung  466) 

J^zzs  — ■  ML*  zu  setzen  sein,  und  man  erhält  für  diesen  Fall  aus  Gleichung  522): 

Es  würde  also  die  Schwingungsdauer  dieselbe  Grösse  behalten,  wenn  statt  des 
oberen  Endpunktes  der  —  von  oben  gerechnet  —  im  zweiten  Drittel  der 
Länge  liegende  Punkt  zum  Aufhängepunkte  gemacht  würde.  Bei  der  experi- 
mentellen Bestimmung  der  Länge  /,  d.  h.  bei  Benutzung  der  Stange  als  Rever- 
sionspendels,  würde  die  Verwechselung  dieses  Schwingungspunktes  mit  dem 
unteren  Endpunkte  der  Stange  zu  vermeiden  sein,  welcher  als  Aufhängepunkt 
gewählt  natürlich  ebenfalls  dieselbe  Schwingungsdauer  ergeben  würde. 

Den  Trägheitshalbmesser  ^  in  Bezug  auf  die  durch  den  Schwerpunkt 
(rechtwinkelig  zur  Stangenrichtung)  gelegte  Drehachse  iindet  man  aus  der 
Gleichung: 

Mq^^Ts^  ~-r^r-^     oder:     o^    ^ . 

Wenn  der  in  diesem  Abstände  oberhalb  des  Schwerpunktes  liegende 
Punkt  zum  Aufhängepunkte  gemacht  wird,  so  liegt  der  Schwingungspunkt  in 
eben  derselben  Entfernung  unterhalb  des  Schwerpunktes. 
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Die  beiden  Gleichnngen  522)  und  524)  zeigen,  dass  zar  Be- 
rechnung der  Lage  des  Schwingungspunktes  die  Eenntniss  des 
Trägheitsmomentes  erforderlich  ist.  Sie  kOnnen  aber  auch  um- 
gekehrt zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  benutzt  werden. 
Es  ist  nur  nöthig,  die  Länge  des  einfachen  Pendels  von  gleicher 
Schwingungsdauer  durch  Beobachtungen  zu  bestimmen  —  ent- 
weder direct,  oder  durch  Benutzung  des  Körpers  als  Reversions- 
pendels  —  um  alsdann  aus  den  resp.  für  7^  oder  Ti  aufgelösten 
Gleichungen : 

527)     To  —  Mrl  und   528)     T,  =  Mr{l  —  r) 

die  Trägheitsmomente  berechnen  zu  können,  sobald  der  Abstand  r 
des  Schwerpunktes  vom  Aufhängepunkte  gleichfalls  durch  Beob- 
achtungen vorher  bestimmt  wurde.  Dieses  Verfahren  ist  nament- 
lich in  solchen  Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  bei  denen  wegen 
unregelmässiger  Form  oder  Massenvertheilung  die  Bestimmung  des 
Trägheitsmomentes  auf  dem  Wege  der  Rechnung  mit  Schwierig- 
keiten verbunden  sein  würde. 

Nach  Gleichung  528)  hat  das  Pro  du  et  der  beiden  Grössen  r 
und  /  —  r  den  constanten  Werth : 

529)   -^  =  e^ 

während  ihre  Summe  den  von  r  abhängigen  veränderlichen  Werth  / 
bat.  Die  Summe  der  beiden  Factoren  einer  Zahl  wird  am  klein- 
sten, wenn  die  beiden  Factoren  einander  gleich  sind  (wie  die 
halbe  Seiten-Summe  eines  Quadrates  kleiner  ist,  als  die  halbe 
Seiten-Summe  eines  Rechtecks  von  gleichem  Flächeninhalt).  Hier- 
aus folgt,  dass  die  Gleichung  526)  oder  in  anderer  Form  die 
Gleichung: 

530)    r^Q  =  l  —  r 

zugleich  die  Bedingung  enthält,  unter  welcher  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  am  kleinsten  wird. 
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NEUNZEHNTES  CAPITEL. 

Zasammengesetzte  rottrende  nnd.  fortschreitende 

Bewegungen. 

§  119. 
Lebendige  Kraft  der  zusammengesetzten  Bewegung. 

Es  soll  die  lebendige  Ejraft  eines  Körpers  berechnet  werden, 
der  gleichzeitig  folgende  zwei  Bewegungen  ausführt :  Die  eine  be- 
steht in  einer  Drehung  um  eine  Schwerpunkts- Achse  des  Körpers, 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehbewegung  hat  in  einem  be- 
stimmten Zeitpunkte  die  Grösse  o)  erreicht;  die  zweite  ist  eine 
fortschreitende  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  zu  derselben 
Zeit  die  Grösse  u  hat. 

Um  zunächst  die  lebendige  Kraft  eines  einzelnen  in  der  Ent- 
fernung Q  von  der  Drehachse  befindlichen  materiellen  Punktes  m 
zu  bestimmen,  hat  man  sich  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
drei  einander  rechtwinkelig  schneidende  Coordinaten-Achsen  ge- 
legt zu  denken,  von  denen  die  eine  SX  mit  der  Drehachse  zu- 
sammenfällt, und  die  zweite  SZ  eine  solche  Lage  hat,  dass  die 
Geschwindigkeit  u  der  fortschreitenden  Bewegung  parallel  zur 
Ebene  XZ  gerichtet  ist.  Die  Geschwindigkeit  w .  ^,  welche  jener 
Punkt  vermöge  der  Drehbewegung  des  Körpers  besitzt,  kann  man 

sich  alsdann  auf  die  in 
Fig.  458.  pig^  457  angedeutete 

Art  zerlegt  denken 
in  die  beiden  Seiten- 
geschwindigkeiten 
w .  ^  cos  5  =  wy  und 
w .  ^  sin  d  ==s  WJK ;  eben- 
so die  Geschwindig- 
keit u,  welche  der 
Punkt  vermöge  der 
*' - fortschreitenden    Be- 

wegung des  Körpers 
besitzt,  auf  die  in  Fig.  458  angedeutete  Art  in  die  beiden  Seiten- 
geschwindigkeiten u  cos  a  und  u  sin  a.  Die  totale  Geschwindigkeit 
V,  als  resultirende  von  drei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten 


\ 


iisma 

A 


m^-'^-'-y  ucosa 


^x 
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SeitengeschwindigkeiteD^  ist  nach  Fig.  469  zu  berechnen  ans  der 
Gleichung: 


Fig.  459. 


r*  =  (u  cos  «)*  +  (tt  sin  a  +  w  y)'  +  (w  z)\ 
Hierin  ist  u*  cos  a'  +  u*  sin  a'  =  w* 
und  C(i*y'  +  w*;»'  =  w*ß*  zu  setzen,  folg- 
lich ist: 

c«  =  M«  _|-  lo^Q*  -f-  2«  sin  a,  wy. 

Die  lebendige  Kraft  des  einzelnen  ma- 


MV 

teriellen  Punktes  ist  —  - 


und  die  leben- 


dige Kraft  des  ganzen  Körpers  ist  gleich 
der  Summe  der  auf  gleiche  Weise  ftlr 
sämmtliche  materielle  Punkte  desselben 
zu  bildenden  Producte.  Da  die  Grössen 
Uj  Wy  a  für  alle  Punkte  dieselben  Werthe  haben,  so  ist: 


wir 


—  2{m)  +  — 


(wip*)  -\-u(i)mi  a2{my). 


Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  2  (my)  =  0.  Wenn 
also  2{m)  als  ganze  Masse  des  Körpers  mit  M,  und  2{mQ*)  als 
Trägheitsmoment  desselben  in  Bezng  auf  die  Schwerpunkts- Achse 
SX  mit  T  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  fllr  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  Körpers  die  Gleichung: 

531)     L —  +  --^. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  bedeutet  die  lebendige 
Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  wtlrde,  wenn  die  fortschrei- 
tende Bewegung  allein  vorhanden  wäre ;  das  zweite  Glied  be- 
deutet die  lebendige  Kraft,  welche  der  Körper  besitzen  wttrde, 
wenn  die  Drehbewegung  allein  vorhanden  wäre.  Die  obige 
Gleichung  enthält  also  folgenden  Satz: 

Wenn  die  fortschreitende  Drehachse  des  Körpers  eine 
Schwerpunktsachse  ist,  so  erhält  man  die  totale  leben- 
dige Kraft  der  zusammengesetzten  Bewegung,  indem 
man  die  lebendige  Kraft  ftlr  jede  der  beiden  Bewe- 
gungen einzeln  genommen  berechnet  und  die  beiden  auf 
solche  Art  gefundenen  Grössen  alsdann  zusammen  addirt 

Lebendige  Kraft  eines  rollenden  Körpers. 

Die  Berfihrungsstelle  eines  auf  fester  Ebene  rollenden  Körpers 
hat  in  jedem  Augenblicke  die  Geschwindigkeit  Null.    Es  ist  also 

29  • 


'  k    ■ 
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die  der  Drehgeschwindigkeit  w  entsprechende  Peripherie- Geschwin- 
digkeit rvj  gleich  der  Geschwindigkeit  u  der  fortschreitenden  Be- 


u 


wegung  (Fig.  460),  oder  w  =  —    Die  ganze  lebendige  Kraft  des 
mit  der  Geschwindigkeit  v  rollenden  Körpers  ist  daher: 

x-4^+f  (f)'-4(^+^). 

T 
Nach  §  109  ist  — i-  =  /t^  die  auf  den  Um- 
fang des  rollenden  Kreises  reducirte  Masse, 
und  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch 
die  Form  gegeben  werden:    . 

532)    L={M^(jl)^' 

Für  den  unter  Einwirkung  der  Schwere  auf  schiefer  Ebene  herabrollenden 
Körper  Fig.  461  ergiebt  dch  hiernach  aus  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft 
die  Gleichung: 


w 

y* 

Fig.  460. 

k^r 

^« 

(  *^(  T^       ) 

V      'T    J 

k' 

^-^  ''^^ 

'^^WMämllSmMMmMJ'y- 

u            rm 

> 

533) 


Fig.  461. 


c 


2 

Wenn  also  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit c  gleich  NuU  war,  so  ist  die 
Endgeschwindigkeit : 


534) 


v^Y- 


2gh 


1  -r 


M 


Für  einen  Gylinder  z.  B.  würde 
(nach  Gleichung  454)  /u  =s  —  zu  setzen 
sein,  folglich  die  Endgeschwindigkeit: 

535)  t;«|/2^C|-Ä) 

2 
ebenso  gross  sein  wie  die  eines  von  der  Höhe  -n-  h  frei  herabgefallenen  Körpers. 

2 
Für  eine  Kugel  würde  (nach  Gleichung  480)  /i  »  -r-  ^  zu  setzen  sein, 

5 

folglich  die  Endgeschwindigkeit: 


536)     r-|/2^(-iÄJ 


80  gross  sein  wie  die  eines  von  der  Höhe  y  A  frei  herabgefallenen  Körpers. 

Lebendige  Kraft  der  Schrauben-Bewegung. 

Wenn  mit  u  die  (Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  mit  welcher 
eine  Schraubenspindel  in  der  Achsenrichtnng  fortschreitet,  and 
mit  rw  die  der  Drehbewegung  entsprechende  Umfangsgeschwin- 
digkeit derselben,  so  ist  (nach  Fig.  392  und  Oleichong  414)  das 


Wi^  . 
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Verhältniss 


u 


ro) 


gleich  dem  Steigungsverhältniss  tga  der  von 


einem   Pnnkte   des   Umfanges    beschriebenen  Schraubenlinie   zu 

setzen.     Man   erhält  demnach  aus  Gleichung  531),  wenn  darin 
u 


10 


riga 


substituirt  wird: 


L 


4(- 


+ 


T 


r»tgo» 

oder,  wenn  die  auf  den  Umfang  redacirte  Masse  -4-  =  ju  gesetzt 

wird: 

537)    L^{m+^^^^ 

Wenn  eine  verticale  Schranbenspindel  in  festliegendem  Muttergewinde 
(ohne  Reibung)  unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  sich  bewegt,  und  mit  c  die 
Anfangsgeschwindigkeit,  mit  v  die  Endgeschwindigkeit  des  Fortschreitens  in 
der  Achsenrichtung,  mit  h  die  vertical  abw&rts  zurückgelegte  Strecke  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft: 

Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  für  den  Fall,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeit 
€  ^  0  war,  für  die  Endgeschwindigkeit  v  die  Gleichung: 


539)    t; 


V- 


2gh 


1  + 


JJftga' 


Fig.  462. 


§120. 
Geeetz  des  Schwerpunktes. 

Die  allgemeinen  Schwerpunkts-Gleichungen  150)  gelten  nicht 
nur  für  ein  ruhendes ,  sondern  auch  für  ein  in  beliebiger  Be- 
wegung begriffenes  System  von  mate- 
riellen Punkten.  Während  der  Bewe- 
gung ändern  sich  die  Coordinaten  der 
einzelnen  materiellen  Punkte,  ebenso 
auch  die  Coordinaten  des  Schwerpunk- 
tes. Für  jeden  einzelnen  Zeitpunkt  aber 
ist  das  Product  aus  der  ganzen  Massen- 
Summe  in  den  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  festen  Ebene  YZ  gleich 
der  Summe  der  auf  analoge  Weise  in 
Bezug  auf  alle  einzelnen  materieUen 
Punkte  für  diesen  Zeitpunkt  gebildeten 
Producte  zu  setzen,  oder  (nach  Fig.  402): 


>r 


f: 


:.« 


'f/ 


'\. 
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540)  Ma:^  =  2{ma;). 

Wenn  man  sich  die  Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Pankte 
auf  die  in  der  Figur  angedeutete  Art  zerlegt  denkt,  so  findet  man, 
dass  wälirend  des  nächstfolgenden  unendlich  kleinen  Zeitabschnittes 
T  die  Grösse  a:  übergeht  in  die  Grösse  x  +  vt^  ebenso  die  Grösse 
^0  iii  die  Grösse  ^o  +  ^o"^-  Di^  allgemeine  Gleichung  540)  gilt 
auch  für  den  Endpunkt  dieses  Zeitsabschnittes,  folglich  ist: 

^  1^0  +  ^'o^)  =  2[ni{a;'\-v  ir)],    oder : 
Ma^o  +  MvqT  =  2  {mx)  +  t.^  (wi »). 

Wenn  man  die  Gleichung  540)  von  dieser  letzteren  subtrahirt 
und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  t  fortlässt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

541)  Mv^  =  2(mv). 

In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsen-Richtung  ist 
für  jeden  Zeitpunkt  das  Product  aus  der  ganzen  Masse  in 
die  Seitengeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  gleich 
der  Summe  der  Producte  aus  den  Massen  aller  ein- 
zelnen materiellen  Punkte  in  ihre  Seitengeschwindig- 
keiten nach  dieser  Richtung. 

Der  analoge  Satz  gilt  auch  in  Bezug  auf  Beschleunigungen. 
Wenn  mit  p  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  der  Richtung 
0  X  bezeichnet  wird,  und  mit  po  die  Beschleunigung  des  Schwer- 
punktes in  dieser  Richtung,  so  geht  während  des  unendlich  kleinen 
Abschnittes  t  die  Grösse  v  über  in  die  Grösse  v  +  pr^  und  die 
Grösse  »©  ^  die  Grösse  v^+p^T.  Der  in  Gleichung  541)  ent- 
haltene Satz  gilt  auch  fUr  den  Endpunkt  dieses  Zeitabschnittes, 
folglich  ist: 

-M  (v^  +  Pot)  ^2[m{v  +pt)]j    oder: 
Mvq  +  Af/?oT  =  2  {mv)  +  T2{mp). 

Wenn  man  die  Gleichung  541)  von  dieser  letzteren  subtrahirt 
.und  nachher  den  gemeinschaftlichen  Factor  t  fortlässt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

542)  Mp,  =  2{mp)*). 

*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Di£ferenzial-Rechnang  würden  die 
obigen  Gleichungen  die  Formen  annehmen: 

541)     .f^-^(.^).      542,    ^-^-^(«^). 

welche  aus  Gleichung  540)  unmittelbar  sich  ergeben,  wenn  dieselbe  nach  (der 
Zeit)  t  zweimal  differenzürt  wird. 


^ 
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In  Bezug  auf  eine  beliebige  Achsenrichtung  ist 
für  jeden  Zeitpunkt  das  Product  aus  der  ganzen  Masse 
in  die  Seiten-Beschleunigung  des  Schwerpunktes  gleich 
der  Summme  der  Producte  aus'den  Massen  aller  ein- 
zelnen materiellen  Punkte  in  ihre  Seiten-Beschleu- 
nigungen nach  dieser  Richtung. 

Mit  Hfilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  die  Beschleunigung  po  be- 
rechnen, mit  welcher  der  Schwerpunkt  eines  unter  Einwirkung 
belifibiger  Kräfte  K.. .  befindlichen  Punkten-Systems  in  der  Rich- 
tung OX  sich  bewegt.  Die  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung 
unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Producte  mp ...  stellen 
nämlich  ihrer  Grösse  nach  die  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung 
in  die  Richtung  der  ^- Achse  fallenden  Seitenkräfte  der  Trägheits- 
widerstände dar  (§  107  und  §  110),  die  Richtungen  dieser  Seiten- 
kräfte sind  der  Richtung  von  0  nach  X  entgegengesetzt  zu  neh- 
men. Denkt  man  sich  die  Kräfte  K . . .  gleichfalls  nach  den  drei 
Achsen-Richtungen  zerlegt ,  und  bezeichnet  mit  X...  diejenigen 
Seitenkräfte  derselben,  welche  in  die  Richtung  OX  fallen,  so 
ergiebt  sich  aus  dem  d'Alembert'schen  Principe  die  Bedingungs- 
gleichung: 

0^2(X)--2(mp\  oder  nach  Gleichung  542): 

Mp,  =  2{X). 

Die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  in  der  Richtung  0  X 
hat  also  die  Grösse: 

543)    Po  =  —^ — 

Dieselbe  Gleichung  würde  auch  flir  die  Bewegung  eines  ein- 
fachen materiellen  Punktes  von  der  Masse  M  sich  ergeben,  der 
unter  Einwirkung  jener  Kräfte  sich  befindet;  und  nicht  nur  ftir 
die  Richtung  0  X,  sondern  auch  für  jede  der  beiden  Achsen  0  Y 
und  OZy  überhaupt  für  jede  beliebige  Achsen  -  Richtung  würde 
das  gleiche  Resultat  sich  ergeben  haben. 

Der  Schwerpunkt  des  Systems  bewegt  sich:  wie  wenn 
die  Massen  aller  einzelnen  materiellen  Punkte  und  die 
Angriffspunkte  aller  einzelnen  Kräfte  in  ihm  vereinigt 
wären. 

Dieser  Satz  gilt  —  ebenso  wie  das  d'Alemberf  sehe  Princip  — 
nicht  nur  für  ein  System  von  unveränderlich  verbundenen 
materiellen  Punkten,  sondern  überhaupt  ftlr  jedes  beliebige  System 
von  materiellen  Punkten. 
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§  121. 
Bewegung  eines  freien  Körpers. 

Der  Schwerpunkt  befindet  sich  in  relativem  Ruhezustände  in 
Bezug  auf  seinen  eigenen  Ort,  oder  in  Bezug  auf  einen  fortschrei- 
tenden Raum,  dessen  Bewegung  mit  derjenigen  des  Schwerpunktes 
tibereinstimmt.  Die  relative  Bewegung  des  Systems  in  Bezug  anf 
diesen  fortschreitenden  Raum  besteht  also  in  einer  Drehung  nm 
den  Schwerpunkt.  Nach  §  37  hat  man  sich  zur  Bestimmung 
dieser  relativen  Bewegung  an  jedem  einzelnen  materiellen  Punkte 
eine  der  Beschleunigung  des  Raumes  entsprechende  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  genommene  Kraft  zu  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  hinzugeftlgt  zu  denken  und  alsdann  die  Bewegung  so  zn 
bestimmen,  als  ob  der  Raum  im  Ruhezustande  sich  befände.  Wenn 
also  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  mit  q  bezeichnet  wird, 
so  ist  mq  diejenige  Kraft,  welche  an  einem  der  materiellen  Punkte 
von  der  Masse  m  hinzuzufügen  wäre  in  einer  Richtung,  welche 
der  Beschleunigung  q  entgegengesetzt  ist.  Auf  gleiche  Weise  ist 
mit  den  ttbrigen  materiellen  Punkten  zu  verfahren. 

Die  sämmtlichen  auf  diese  Weise  hinzugefügten  Kräfte  mq  . . . 
bilden  ein  System  von  gleich  gerichteten  Parallelkräften,  welche 
den  Massen  der  einzelnen  materiellen  Punkte  proportional  sind. 
Nach  §  44  ist  die  Mittelkraft  solcher  Parallelkräfte  gleich  ihrer 
Summe: 

2(mq)  =  qJS{m)  =  AIqj 

und  die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  geht  durch  den  Schwer- 
punkt. Das  Hinzufügen  der  Kraft  Mq  in  dem  nunmehr  als  un- 
beweglich zu  betrachtenden  Schwerpunkte  kann  auf  die  Drehung 
um  diesen  Punkt  keinen  Einfluss  haben,  braucht  also  bei  Bestim- 
mung der  Drehbewegung  nicht  berücksichtigt  zu  werden.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  relative  Bewegung  des  Körpers  in  Bezug 
auf  den  Schwerpunkt  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen 
ist,  wie  wenn  der  Schwerpunkt  ein  absolut  fester  Drehpunkt  des 
Körpers  wäre.  f 

Die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  vollkommen  freien  Kör- 
pers kann  daher  auch  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden: 
Man  bestimmt  zunächst  die  Drehung  des  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt,  wie  wenn  der  letztere  ein  absolut  fester  Drehpunkt 
wäre,  und  bestimmt  alsdann  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen 
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gefandenen  Gesetze  die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  oder  des 
fortschreitenden  Raumes^  in  welchem  jene  Drehbewegung  erfolgt. 

Wirkung  eines  einzelnen  Eräftepaares. 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  bewegt  sich,  wie  wenn  die  bei- 
den Kräfte  des  Kräftepaares  unmittelbar  an  demselben  angriffen; 
in  diesem  Falle  aber  wttrden  die  beiden  Kräfte  einander  im  Gleich- 
gewichte halten,  folglich  ist  die  Beschleunigung  des  Schwerpunk- 
tes gleich  Null.  Wenn  also  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  — 
der  Körper  anfangs  im  Euhezustande  sich  befand,  so  besteht  die 
von  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung  nur  in  einer  Dre- 
hung des  Körpers  um  den  ruhenden  Schwerpunkt. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  diejenige  Schwerpunkts- 
Achse,  welche  rechtwinkelig  zur  Ebene  des  Kräftepaares  steht,  eine 
freie  Achse  ist  (§  111),  und  bewiesen  werden,  dass  in  diesem 
Falle  die  von  dem  Kräftepaare  hervorgebrachte  Bewegung  in  einer 
beschleunigten  Drehung  um  jene  freie  Achse  besteht 

Um  dies  nachzuweisen,,  denkt  man  sich  anfänglich  jene  Achse 
durch  Widerstandskräfte  festgehalten,  so  dass  dieselbe  unter  allen 
Umständen  als  Drehachse  anzusehen  ist,  und  beweist  nachher, 
dass  die  dazu  erforderlichen  Widerstandskräfte  gleich  Null  sind. 
Die  bei  der  Drehung  um  diese  Achse  auftretenden  Centrifugal- 
Kräfte  halten  (nach  §  111)  für  sich  allein  einander  im  Gleich- 
gewichte, weil  die  Drehachse  eine  freie  ist,  können  also  bei  An- 
wendung des  d'Alembert'schen  Princips  unberücksichtigt  bleiben. 
Es  ist  daher  nur  nöthig  zu  beweisen,  dass  die  der  hervorge- 
brachten Drehbeschleunigung  e  entsprechenden  (tangential  zu  den 
Drehungskreisen  gerichteten)  Trägheitswiderstände  m^£...  mit  den 
Kräften  des  gegebenen  Kräftepaares  zusammen  den  allgemeinen 
Gleichgewichts-Bedingungen  allein  schon  genügen  (d.  h.  ohne  Vor- 
handensein jener  Widerstände). 

Wenn  die  drei  im  Schwerpunkte  S  einander  rechtwinkelig 
schneidenden  Goordinaten- Achsen  so  gelegt  werden,  dass  die  eine 
Achse  SX  mit  der  Drehachse  zusammenfällt  (Fig.  463  u.  Fig.  464) 
und  mit  Tt  das  Moment  des  Kräftepaares  bezeichnet  wird,  so  ist 
nach  Gleichung  504): 

0  =  2R  — ^(mcp*),    oder:    0  =  3»—^^, 
d.  h.  die  Winkelbeschleunignng  e  ist  so  beschaffen,  dass  diejenige 
Gleichgewichts-Bedingung,  welche  die  statischen  Momente  in  Bezug 
auf  die  Achse  SX  betrifft,  erfüllt  ist.    Wenn  man  femer  jede  der 
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Kräfte  mcQ  aaf  die  in  Fig.  463  angedeutete  Art  zerlegt  in  ihre 
beiden  Seitenkräfte  meg  eos  a  =  m€z  und  mep  sin  a  =  wicy,  so 
findet  man,  dass  die  Bedingungs-Gleichungen: 

2'(ot£j5)  =  0,  oder: 


Fig.  463. 
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Fig.  464. 
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v(^^)  =  0  und 
JS(m€y)  =  0,  oder: 

aus  dem  Grunde  er- 
iSK      ftlllt  sind,   weil  der 
X  Schwerpunkt  in  der 
Achse  8X  liegt,  end- 
lich, dass  die  Bedin- 
gungs-Gleichungen, 
welche  die  statischen 
Momente  resp.  in  Bezug  auf  die  Achsen  SY  und  SJ?  betreffen: 

'S,  {m eyx)  =«  0,     oder:    S  {rnyx)  =  0    und 

.3  (ot 6;5 j?)  =  0,     oder:    2  {mzx)=^Q 

ebenfalls  erfüllt  sind,  weil  die  Drehachse  SX  eine  freie  Achse  ist 
(§  111).  Da  in  der  Richtung  der  letzteren  keine  Seitenkräfte  vor- 
handen sind,  so  ist  hiermit  das  Erfülltsein  sämmtlicher  sechs 
Gleichgewichts-Bedingungen  nachgewiesen.  Hieraus  folgt,  dass  es 
keiner  die  Drehachse  festhaltenden  Widerstandskräfte  bedarf,  um 
zu  bewirken,  dass  die  Bewegung  in  der  oben  vorausgesetzten 
Weise  stattfinde. 

Wenn  z.  B.  um  eine  yerticale  cylindrische  Scheibe 
ein  (am  Umfange  derselben  befestigter)  Faden  gewickelt 
ist  und  dieser  Faden  vertical  aufwärts  gezogen  wird 
mit  einer  Kraft  K,  welche  dem  Gewichte  der  Scheibe 
gleich  ist,  so  bilden  die  beiden  Kräfte  JTund  Mg  ein 
Kräftepaar,  welches  keine  fortschreitende,  sondern  nur 
Drehbewegung  hervorbringt  (Fig.  465).  Die  frei  im 
Braume  schwebende  Scheibe  wird,  ohne  zu  sinken,  um 
ihren  Mittelpunkt  sich  drehen,  wie  wenn  derselbe  ein 
fester  Drehpunkt  wäre,  mit  der  Winkelbeschleunigung 

8  e»  -fsr  -■  — Ä—  •      Die    Peripherie  -  Beschleunigung, 

welche  dieser  Winkelbeschleunigung  entspricht,  ist: 


Mgr^ 


oder  da  nach  Gleichung  452)  T^-^Mr^  ist: 

p^2g. 
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Ebenso  gross  ist  die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Endpunkt  des 
Fadens  nach  oben  bew^  werden  muss,  um  das  Sinken  des  Schwerpunktes 
der  Scheibe  zu  verhindern. 

Auf  gleicherweise  würde  unter  gleichen  Umständen  auch  ein  Gylinder 
Yon  beliebiger  Länge  sich  bewegen,  sobald  die  Ebene,  welche  den  Schwerpunkt 
und  die  Richtungslinie  der  Kraft  K  enthält,  rechtwinkelig  zur  geometrischen 
Achse  desselben  steht. 

Bewegung  eines  freien  Körpers  unter  Einwirkung  mehrerer 

beliebig  gegebener  Kräfte. 

Nach  dem  in  §  43  erklärten  Verfahren  können  BämmÜiche 
Kräfte  ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende 
Einzelkraft  und  ein  Kräftepaar.  Die  Beschleunigung  des  Schwer- 
Punktes  ist  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  nach  der  Glei- 
chung: 

544)  g^^, 

worin  R  die  resultirende  Einzelkraft,  und  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet. 

Für  den  Fall,  dass  diejenige  Schwerpunkts -Achse,  welche 
rechtwinkelig  zur  Ebene  des  resultirenden  Kräftepaares  steht,  eine 
freie  Achse  ist;  kann  die  ausserdem  hervorgebrachte  Drehung  um 
den  Schwerpunkt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Falle  be- 
stimmt werden  nach  der  Gleichung: 

545)  fi  =  -j7-j 

worin  9R  das  Moment  des  resultirenden  Kräftepaares,  T  das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers  in  Bezug  auf  jene  freie  Achse,  und  e 
die  hervorgebrachte  Winkelbeschleunigung  bezeichnet. 

§  122. 
Rollende  Bewegung  auf  echiefer  Ebene. 

Ohne  Vorhandensein  des  Reibungswiderstandes  würde  der 
(vom  Zustande  der  Ruhe  aus  seine  Bewegung  beginnende)  Körper 
eine  fortschreitende  Bewegung  ausführen,  und  die  BerUhrungs- 
stelle  würde  dabei  längs  der  Unterlage  gleiten.  Der  Reibungs- 
widerstand wirkt  diesem  Gleiten  entgegen  und  bringt  gleichzeitig 
eine  drehende  Bewegung  hervor.  Falls  der  Reibungswiderstand 
gross  genug  ist,  um  das  Gleiten  der  Bertthrungsstelle  ganz  zu 
verhindern,  wird  die  Bewegung  des  Körpers  eine  rollende  sein. 
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Um  die  Frage  zu  entscheiden :  ob  ein  wirkliches  Rollen  oder 
ein  unvollkommenes,  mit  Gleiten  verbundenes  Rollen  stattfinden 
wird,  kann  man  sich  zunächst  durch  einen  um  den  Körper  ge- 
wickelten Faden,  welcher  längs  der  Unterlage  ausgestreckt  an 
einem  Punkte  derselben  befestigt  ist,  den  Körper  zu  einer  rollen- 
den Bewegung  gezwungen  denken,  und  die  in  diesem  Faden  statt- 
findende Spannung  F  nachher  vergleichen  mit  dem  Reibungs- 
widerstande, welcher  beim  Gleiten  des  Körpers  auftreten  wtlrde. 

Findet    es    sich,    dass 
Fig.  466.  dieser     Reibungswider- 

P''  ..^ — ^^'^^^  stand  nicht  kleiner  ist, 

als  jene  Kraft  F,  so 
wird  auch  ohne  das 
Vorhandensein  des  Fa- 
dens die  Bewegung  des 
Körpers  eine  rollende 
sein  (Fig.  466). 

Auf    den    rollenden 
^^  Körper     wirken      drei 

Kräfte,  nämlich  das  Ge- 
wicht Mg^   der  Gegen- 
druck N  und  die  Kraft  F.    Von  diesen  drei  Kräften  ist  F  die  ein- 
zige, welche  nicht  durch  den  Schwerpunkt  geht;  folglich  geschieht 
die  Drehung  um  den  Schwerpunkt  mit  der  Winkelbeschleunigung: 

Fr 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  7'  das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  die  rechtwinkelig  zur  Bahn  gerichtete  horizontale  Schwer- 
punkts-Achse, von  welcher  vorausgesetzt  wird,  dass  dieselbe  die 
Eigenschaften  einer  freien  Achse  besitzt.  Die  Peripherie-Beschleu- 
nigung, welche  der  Winkelbeschleunigung  e  entspricht,  ist: 

Fr* 
p=^re=^  —jT' 

Wenn  mit  /e  die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Kreises  re- 

ducirte  Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  T=fir*  zu  setzen,  also  ist: 

F 
546)    /?  =  — }    oder :    F  =  fxp. 

Bei  der  rollenden  Bewegung  hat  die  der  Drehbewegung  ent- 
sprechende Peripherie- Geschwindigkeit  stets  gleiche  Grösse  mit  der 
Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  (§119,  Fig.  460). 


^ 
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Es  mttssen  daher  auch  die  Zunahmen  dieser  beiden  Geschwin- 
digkeiten stets  einander  gleich  sein.  Hieraus  folgt,  dass  die  Be- 
schleonigungy  mit  welcher  der  Schwerpunkt  längs  der  Bahn  fort- 
schreitet, ebenfalls  die  Grösse  p  hat  Nach  dem  Gesetze  des 
Schwerpunktes  ist  diese  Beschleunigung  so  zu  bestimmen,  wie 
wenn  die  drei  Kräfte  unmittelbar  am  Schwerpunkte  angriffen. 
Man  erhält  also  nach  Fig.  467  die  Gleichung: 

Mg  sin  a  —  F 


Fig.  467. 


547)    p 


M 


auch  die  Kraftsumme. 


Nach  Substitution  des  in  Gleichung 
546)  für  F  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  p  aufgelöst  die 
Form  an: 

f;.ß.    ^       Mg  sin  a 
548)    P ^gqr^- 

Die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
rechtwinkelig  zur  Bahnrichtung  wird 
durch  den  Gegendruck  N  verhindert; 
in  dieser  Richtung  ist  die  Beschleunigung 
des  Schwerpunktes  gleich  Null,  folglich 
Es  ist  also: 


549)    A"^  —  Mg  cos  a  =  0,    oder:    iV  =  Mg  cos  a. 

Wenn  der  Beibungscoefficient  die  Grösse  /  hat,  so  würde  bei 
wirklichem  Gleiten  der  Berührungsstelle  der  entgegenwirkende 
Reibungswiderstand  die  Grösse  fN  haben.  Falls  diese  Kraft 
grösser  ist  als  die  Kraft  -P,  so  wird  von  der  Kraft  fN  nur  ein 
Theil  zur  Wirksamkeit  gelangen,  und  zwar  ein  Theil,  welcher 
gleich  F  ist  Wenn  dagegen  fN  kleiner  ist  als  -F,  so  würde  ohne 
Vorhandensein  des  Fadens  ein  Gleiten  stattfinden.  Den  Grenzfall 
bildet  derjenige  Fall,  in  welchem  /iV=  F  ist,  oder  (nach  Glei- 
chung 546): 

fMg  cos  a  »« fip. 

Wenn  man  hierin  den  für  p  gefundenen  Werth  substitnirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

fMgcosa=     m+}i     ' 
welche  fUr  tg  a  aufgelöst  die  Form  anninunt: 


550) 
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Aus  dieser  Gleichung  ist  derjenige  Neigungswinkel  zu  be- 
stimmen, um  welchen  höchstens  die  Unterlage  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  sein  darf,  wenn  der  Beibungswiderstand  ausreichen 
soll,  zu  bewirken,  dass  die  Bewegung  eine  rollende  wird.  Sie 
bezeichnet  zugleich  die  Grenze,  bis  zu  welcher  —  ohne  Vorhanden- 
sein des  Fadens  —  die  Gleichung  548)  als  gültig  zu  betrachten  ist. 

M 

Für  einen  Gylinder  ist  2.  B.  —  »  2  zu  setzen  (nach  Gleichung  454),  darf 

also  das  Steigangsverh&ltniss  der  Unterlage  höchstens  die  Grösse: 

551)    tga  — 3/ 
haben,  wenn  noch  ein  Rollen  stattfinden  soll.    Bei  kleinerem  —  oder  wenig- 
stens nicht  grösserem  —  Werthe  des  Neigungswinkels  hat  die  Beschleunigong 
des  Bollens  (nach  Gleichung  548)  die  Grösse: 


552)   p 


■3-  g  am  a. 


Fig.  168. 


Für  die  Kugel  ist  ^  =  -r-üf  zu  setzen  (nach  Gleichung  480),  und  ergeben 

sich  die  auf  analoge  Weise  zu  deutenden  Gleichungen: 

7  ,  5       . 

553)    tg  a  « -^f    und    /?  «  —  ^  sm  a. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  durch  einen  wirklich  vorhan- 
denen Faden  zu  einer  rollenden  Bewegung  gezwungen  ist,  gilt  die 
Gleichung  548)  bei  jeder  beliebigen  Grösse  des  Neigungswinkels  a, 
also  auch  dann  noch,  wenn  z.B.  a  =  90^  ist,  wie  bei  dem  in 

Fig.  468  dargestellten  Falle.  Da  die  Kräfte 
Mg  und  F  beide  vertical  gerichtet  sind,  so 
ist  zur  Verhinderung  einer  seitlichen  Bewe- 
gung des  Körpers  in  diesem  Falle  der  Gegen- 
druck einer  Wand  nicht  erforderlich.  Der 
frei  herabhängende  Faden  wird  seine  verti- 
cale  Bichtung  beibehalten,  und  der  Schwer- 
punkt —  obwohl  nicht  in  der  Verticalen  des 
Aufhängepunktes  befindlich  —  wird  in  ver- 
ticaler  Bichtung  sich  hinabbewegen  mit  der 
Beschleunigung: 

Mg 


554)    p  = 


M-]-  fi 


Wenn  der  Körper  ein  Gylinder  vom  Halbmesser  R  ist,  und  der  Halb- 
messer des  rollenden  Kreises  die  Grösse  r  hat,  so  ist  die  auf  den  Umfang  des 

T        M  R^ 


letzteren  reducirte  Masse  u^^—^ 
Sinkens  hat  die  Grösse: 


und  die  fieschleunigung  des 


n 


ÜK 
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555)    p 


1    Ä* 
1-1.-1 -iL. 


Also  z.  B.  für  —  —  10  würde    p  —  -^>  und  für  —  «1   würde  »  «  —  ö. 

r  '^       51  r  ^       3  ^ 

Bei  einem  auf  schiefer  Ebene  bergan  rollenden  Körper  hat 
die  Geschwindigkeit  —  sowohl  der  drehenden,  als  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  —  eine  der  vorigen  entgegengesetzte  Richtung. 
Durch  die  Schwerkraft  wird  die  Geschwindigkeit  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  allmählich  vermindert,  und  damit  die  Bewegung 
eine  rollende  bleibt,  muss  die  der  Drehung  entsprechende  Peri- 
pherie-Geschwindigkeit genau  in  demselben  Maasse  abnehmen. 
Da  die  Drehung  in  diesem  Falle  von  links  nach  rechts  erfolgt 
(mit  Bezug  auf  Fig.  466),  so  ist  zum  Hervorbringen  einer  Vermin- 
derung der  Drehgeschwindigkeit  eine  an  der  Bertihrungsstelle 
bergan  wirkende  Tangential-ELraft  erforderlich.  Wenn  man  auch 
in  diesem  Falle  die  Wirkung  des  Reibungswiderstandes  anfäng- 
lich durch  einen  gespannten  Faden  sich  veranschaulichen  wollte, 
so  würde  man  finden,  dass  dieser  Faden  genau  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  466  bei  dem  bergab  rollenden  Körper  angebracht 
werden  mtlsste.  Die  drei  Kräfte,  welche  auf  den  bergan  rollen- 
den Körper  wirken,  haben  also  genau  dieselben  Richtungen  wie 
in  Fig.  466  angegeben ;  folglich  muss  auch  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Bewegungsgesetze  zu  denselben  Gleichungen  (546, 
547,  548)  fähren.  Es  gilt  daher  die  allgemeine  Gleichung  548) 
auch  für  die  Beschleunigung  des  bergan  rollenden  Körpers,  nur 
ist  die  Grösse  p  hier  als  die  in  jeder  Secunde  erfolgende  Ge- 
schwindigkeits-Abnahme der  fortschreitenden  Bewegung  aufzu- 
fassen, da  die  Bewegungsrichtung  der  Beschleunigungsrichtung 
entgegengesetzt  ist. 

§  123. 
Gleitende  Bewegung  eines  rotirenden  Körpers  auf  soliieftr  Ebene. 

Bei  dem  rollenden  Körper  gelangt  —  wie  im  vorigen  Para- 
graphen gezeigt  —  von  dem  Reibungswiderstande  fN^=fMg  cos  a 
im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  zur  Wirkung,  nämlich  derjenige 
Theil,  welcher  ausreicht,  um  das  Gleiten  an  der  Bertthrungsstelle 
zu  verhindern.  Sobald  dagegen  ein  solches  Gleiten  wirklich  statt- 
findet,  wirkt  allemal  der  Reibungs widerstand   in  seiner  vollen 
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Grösse  dem  Gleiten  entgegen,  und  diese  Wirkung  dauert  so  lange, 
bis  die  Geschwindigkeit  der  Berührungsstelle  gleich  Null  geworden, 
d.  h.  bis  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergegangen  ist.  Wenn 
also  der  anfängliche  Bewegungszustand  des  Körpers  mit  einem 
Gleiten  der  Berührungsstelle  verbunden  ist,  so  zerfällt  im  Allge- 
meinen die  ganze  Bewegungsdauer  in  zwei  Abschnitte  mit  ver- 
schiedenen Bewegungsgesetzen:  während  des  ersten  findet  ein 
Gleiten  statt,  und  wirkt  die  ganze  Kraft  fN  dem  Gleiten  ent- 
gegen; während  des  zweiten  Abschnittes  ist  die  Bewegung  eine 
rollende  und  nur  ein  Theil  jener  Kraft  in  Thätigkeit.  Da  das 
für  den  zweiten  Abschnitt  geltende  Bewegungsgesetz  im  vorigen 
Paragraphen  bereits  gefunden  wurde,  so  ist  es  hier  nur  erforder- 
lich, die  während  des  ersten  Abschnittes  erfolgende  Bewegung  zn 
bestimmen. 

Bei  der  Anfangsstellung  A  des  in  Fig.  469  dargestellten  Kör- 
pers findet  jedenfalls  ein  Gleiten  der  Berührungsstelle  statt;  denn 

die  Geschwindigkeit 
Fig.  46».  u^    welche   dieselbe 

^J^^  vermöge  der  Drehbe- 

wegung besitzt,  und 
die  Geschwindigkeit 
c ,  welche  dieselbe 
vermöge  der  fort- 
schreitenden Bewe- 
gung besitzt,  haben 
beide  dieselbe  Sich- 
tung. Durch  den  Rei- 
bungs-Widerstand 
fMg  cos  a  wird  die 
Drehgeschwindigkeit  allmählich  vermindert;  die  Grösse  Ar,  um 
welche  die  derselben  entsprechende  Peripherie-Geschwindigkeit  in 
jeder  Secunde  abnimmt,  findet  man  aus  Gleichung  546),  indem 
man  darin  k  statt  p  und  fMg  cos  a  statt  F  substituirt;  es  ist  also: 

556)    A=/^^£i2?^. 

Die  fortschreitende  Bewegung  wird  eine  beschleunigte  oder 
eine  verzögerte  sein,  jenachdem  von  den  beiden  Kräften  Mg  sin  a 
und  fMg  cos  a  die  eine  oder  die  andere  die  grössere  ist  Da 
Verzögerungen  als  negative  Beschleunigungen,  und  umgekehrt  Be- 
schleunigungen als  negative  Yerzögerungen  au&ufassen  sind,  so 
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ist  es  bei  richtiger  Deutung  der  Vorzeichen  für  den  Gang  der 
Rechnung  gleichgültig,  ob  die  Geschwindigkeitsänderung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  als  Zunahme  oder  als  Abnahme  in  die 
Rechnung  eingeführt  wird.  Die  (positive  oder  negative)  Grösse  9, 
um  welche  die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  in 
jeder  Secunde  abnimmt,  ist  nach  dem  Gesetze  des  Schwer- 
punktes zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

«rc.T.  /Mg  cos  a  — Mg  Hin  a  .^  .      v 

557)  q  =  ^ — 1Ä~~^ "^^  C/ cos  a  — sm  a). 

Hiernach  ergiebt  sich  für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Ver- 
zögerungen der  Werth: 

558)  X=iLfi^tg^ 


k         M   \  f 

Wenn  nach  Ablauf  von  t  Secunden  während  des  Ueberganges 
aus  der  Stellung  A  in  die  Stellung  B  (Fig.  469)  die  der  Drehung 
entsprechende  Peripherie-Geschwindigkeit  von  u  bis  auf  w,  und 
die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  c  bis  auf 
V  sich  vermindert  hat,  so  muss  zwischen  den  ganzen  während  die- 
ser Zeit  erfolgenden  Geschwindigkeitsverminderungen  u  —  w  =  kt 
und  c  —  v  =  qt  dasselbe  Verhältniss  stattfinden,  wie  zwischen  den 
in  jeder  einzelnen  Secunde  erfolgenden  Geschwindigkeitsvermin- 
derungen k  und   q]   denn   das  Verhältniss  -j-  erleidet  während 

der  Bewegung  keine  Aenderung.    Durch  Gleichsetzung  der  beiden 
Quotienten : 

«  —  w         k 

erhält  man  nach  Substitution  des  für  letzteren  in  Gleichung  558) 
gefundenen  Werthes  die  Gleichung: 

559)     -£lZi.==JLfi_tg« 


u  —  w  M   \  f 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  beliebigen  Zeitpunkt  innerhalb 
desjenigen  Zeitraums,  in  welchem  noch  ein  Gleiten  der  Berüh- 
rungsstelle stattfindet,  folglich  auch  noch  ftlr  den  Endpunkt  dieses 
Zeitabschnittes  oder  für  denjenigen  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit der  Bertthrungsstelle  m?  -j-  r  die  Grösse  Null  er- 
reicht, und  die  Bewegung  in  eine  rollende  übergeht.  Wenn  also 
unter  t  die  ganze  Dauer  dieses  Abschnittes  verstanden  wird,  so  ist : 

i/;  -f.  27  =  0    oder    m»  =  —  v 

Bitter,  Mechanik.    5.  Aufl.  30 


'^^^^ 


■Vi:    *. 


■  .-'  * 
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za  setzen,  and  wenn  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  in 
Gleichung  559)  dieselbe  für  r  auflöst,  so  erhält  man  ftir  die  End- 
\;  geschwindigkeit  der  gleitenden,   oder  fUr  die  Anfangs- 

HB  —^ 

f  \  geschwindigkeit  der  rollenden  Bewegung  die  Gleichung: 

\,  560)     w=  \  ./ 


l 


^  iW  y-     j 


Die  Grenze,  bis  zu  welcher  diese  allgemeine  Gleichung  ihre 
Gültigkeit  noch  behält,  ist  durch  Gleichung  550)  des  vorigen 
Paragraphen  festgestellt.  Der  Uebergang  in  die  rollende  Be- 
wegung wird  natürlich  nur  dann  wirklich  stattfinden,  wenn  der 
Neigungswinkel  a  klein  genug  ist,  um  überhaupt  eine  rollende 
Bewegung  zu  gestatten,  d.  h.  wenn  derselbe  nicht  grösser  ist  als 
der  aus  Gleichung  550)  zu  bestimmende  Rollwinkel.  Im  Uebrigen 
gilt  die  Gleichung  560)  ganz  allgemein  für  positive  sowohl  als 
negative  Werthe  der  Anfangsgeschwindigkeit  u  und  c,  sowie  des 
Neigungswinkels  a.  Dieser  letztere  ist  als  positiv  oder  negativ  zu 
betrachten,  jenachdem  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Berührungs- 
stelle bergab  oder  bergan  gerichtet  ist;  d.  h.  es  ist  immer  die- 
jenige von  den  beiden  Richtungen  als  die  positive  Bewegungs- 
richtung zu  wählen,  fttr  welche  die  Grösse  w-f-c  positiv  ist. 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  ergeben  sich  für  die  yerschiedenen 
speciellen  Fälle  die  nachfolgenden  Resultate: 

I.  Wenn  tg  «  =  f  1  H J  /  ist,  so  wird  v  =■  oc ,  d.  h.  wenn  der  Nei- 
gungswinkel a  die  Grösse  des  Rollwinkels  (Gleichung  550)  erreicht,  so  geht 
erst  nach  unendlich  langer  Dauer  —  oder  mit  anderen  Worten  niemals  — 
die  Bewegung  in  eine  rollende  aber. 

II.  Wenn  tga  =  — (iH )/  ist,  so  wird  v  = \ J- —  , 

und  wenn  z.  B.  der  Körper  zugleich  die  Form  eines  Cy linders  hat,  so  wird 

r  — r Bei  gleicher  absoluter  Grösse  des  Neigungswinkels,  wie  im 

Falle  I.  tritt  also  schon  nach  endlicher  Zeit  eine  rollende  Bewegung  ein,  wenn 
die  Anfangsgeschwindigkeit  der  BerOhrungsstelle  bergan  gerichtet  war.  Far 
einen  noch  grösseren  negatiyen  Werth  von  tg  a  wOrde  es  zwar  auch  noch 
einen  Zeitpunkt  geben,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  der  Berührungsstelle 
Null  wird,  aber  die  Geschwindigkeit  würde  nicht  Null  bleiben,  sondern  es 
würde  in  diesem  Zeitpunkte  ein  Gleiten  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
beginnen.    Die  Fälle  I.  und  II.  bilden  also  die  beiden  änssersten  Grenzfälle, 


b.. 
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innerhalb  deren  überhaupt  noch  der  Eintritt  einer  rollenden  Bewegung  zu  er- 
warten ist. 

III.  Wenn  tg  a  =»/  ist,  so  wird  v^c;  d.  h.  wenn  der  Neigungswinkel 
a  gleich  dem  Reibungswinkel  ist,  so  haben  Endgeschwindigkeit  und  Anfangs- 
geschwindigkeit der  fortschreitenden  Bewegung  gleiche  Grösse.  Der  Körper 
bewegt  sich  in  diesem  Falle  gleichförmig  (bergab  oder  bergan,  jenachdem 
c  positiv  oder  negativ  ist)  bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  die  Bewegung  eine 
rollende  wird  und  mit  der  bergab  gerichteten  Beschleunigung  p  (Gleichung  548) 
alsdann  sich  weiter  fortsetzt. 

IV.  Setzt  man  tg  a  =  0,  so  erh&lt  man  die  fttr  die  Bewegung  auf  hori- 
zontaler Unterlage  geltende  Gleichung: 

561)     »  = I 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Scheibe,  deren  fortschreitende  Bewegung 
anfangs  die  Geschwindigkeit  ^  =  0  hatte^  die  Form  annimmt: 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  der  rollenden  Bew^ping  ist  unabhängig  von 
der  Grösse  des  Reibungscoefficienten,  also  für  eine  Scheibe  von  sehr  rauhem 
tJmfange  ebenso  gross,  wie  für  eine  Scheibe  mit  sehr  glattem  Umfange.  Wenn 
eine  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  u  »  60'"  in  verticaler  Ebene  rotirende 
Kreis-Säge  plötzlich  —  etwa  durch  Zapfenbruch  —  von  ihrer  Verbindung  mit 
den  Zapfenlagern  befreit,  die  horizontale  BodenflAche  als  Unterstützungs- 
Ebene  erhielte,  so  würde  auf  Kosten  eines  Theils  der  rotirenden  Bewegung 
allmählich  eine  fortschreitende  Bewegung  entstehen,  und  die  Scheibe  später 
mit  einer  Geschwindigkeit  v  »  20f°  gleichförmig  fortrollen. 

y.     Wenn  tg  a  ^-C  ist,  und  die  Anfangsgeschwindigkeiten  beide  positiv 

sind,  so  ist  die  fortschreitende  Bewegung  anfangs  eine  bergabwärts  gerichtete 
gleichförmig  verzögerte.  Setzt  man  zugleich  v  =  —  c  in  Gleichung  560) ,  so 
erhält  man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Anfangsgeschwindigkeiten  die  Be- 
dinguDgsgleichung : 


562)     —  =  1  + 
c 


i«*   \/— tga; 


Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  fallen  die  beiden  Stellungen  A  und  B 

zusammen,  d.  h.  der  Körper 

Fig.  470.  befindet  sich  beim  Beginn  der 

e^  /"^^        rollenden  Bewegung  wieder  an 

A  V     Tgr      derselben  Stelle,  von  wo  die 

(*)      „igffjfffl^lSig^^      Bewegung  anfing,  und  hat  bei 

M  ...rf^dP"'^^^  ^^^  Rückkehr  eine  Geschwin- 

(\)    ^^,,,,rr^ya!00^\^  digkeit,   welche  der  Anfangs- 

^^^^Sm0l^^''  ^  geschwindigkeit    gleich     und 

"•^'^'^      ■  entgegengesetzt  ist  (Fig.  470). 

Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  nimmt  anfangs  in  jeder 

30* 
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Secunde  um  die  Grösse  q  ab  (Gleichung  557),  und  wird  nach  Zurücklegung 
einer  gewissen  Strecke  AM  gleich  Null.  Bei  M  findet  eine  Umkehr  statt; 
der  Körper  bewegt  sich  dann  mit  der  Beschleunigung  q  von  M  nach  A 
zurück  und  kommt  mit  der  Geschwindigkeit  c  bei  A  wieder  an.  Hier  geht 
alsdann  die  vorher  gleitende  beschleunigte  Bew^ung  in  eine  rollende  ver- 
zögerte Bewegung  über;  der  Körper  rollt  mit  der  Verzögerung  j9  (Gleichung 
548)  aufwärts  von  A  nach  C,  wo  die  Geschwindigkeit  wiederum  Null  wird,  und 
eine  zweite  Umkehr  stattfindet.  Hieraufrollt  der  Körper  mit  der  Beschleu- 
nigung p  wieder  bergab,  und  die  Bewegung  bleibt  eine  gleichförmig  beschleu- 
nigte. Die  Strecken  AM  und  AC^  sowie  die  Zeiten,  in  welchen  diese  Strecken 
zurückgelegt  werden,  können  nach  den  im  §  7  für  die  gleichförmig  veränderte 
Bewegung  gefundenen  Regeln  bestimmt  werden. 

Wenn  z.  B.  bei  dem  Reibungscoefficienten  /■=  0,2  auf  einer  schiefen 
Ebene  vom  Steigungsverhältniss  tg  a  =  0,1  (oder  vom  Steigungswinkel 
a  s=  5^45^)  eine  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  c  =  \0^  herabgeworfene  cy- 
lindrische  Scheibe  die  eben  beschriebene  Bewegung  ausführen  soll,  so  musste 
derselben  gleichzeitig  eine  anfängliche  Drehgeschwindigkeit  ertheilt  werden, 

entsprechend  (nach  Gleichung  562)  der  Bedingung 


c 


y   oder   tt  =  90«». 


Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  A  nach  M  nimmt  in 
jeder  Secunde   ab   um  die  Grösse  ^  ^  ^  ( /*  cos  a  —  sin  a)  >=  0*",976  und 

10 


wird  Null  nach 

^  10.10,246 
""  2  " 


0,976 


«=  10,246  Secunden.     Es  ist  also   die  Strecke  AM 


51°',23.     Die  gleichförmig  beschleunigte  Rückkehr  von  M 


nach  A  erfordert  ebenfalls  10,246  Secunden.    Die  Scheibe  kommt  mit  einer 

Geschwindigkeit  von  10  Metern  in  A  wieder  an  und  rollt  alsdann  mit  der 

2 
Verzögerung  p  =  -^  ^  sin  a  =  0'°,654  von  A  nach  C.    Die  Geschwindigkeit 


des  Rollens  wird  Null  nach 


10 


0,654 


»  15,3  Secunden,  und  die  in  dieser  Zeit 


zurückgelegte  Strecke  \&iAC^  '     ' 


76<",5.    Bei  C  kehrt  die  Scheibe 


zum  zweiten  Male  um;  dieselbe  rollt  alsdann  mit  der  Beschleunigung  0<°,654 
wieder  bergab,  gelangt  nach  15,3  Secunden  zum  dritten  Male  mit  der  Ge- 
schwindigkeit von  10  Metern  nach  A  und  setzt  die  gleichförmig  beschleunigte 

bergab  rollende  Bewe- 
Fig.  471.  gung  dann  weiter  fort. 

Die  fortschreitende 
Bewegung  der  Scheibe 
ist  in  Fig.   471   gra- 
phisch dargestellt;  für 
die    beigab   gerichte- 
ten Geschwindigkeiten- 
sind  die  Ordinaten  nach 
unten,  für  die  bergan  gerichteten  nach  oben  hin  abgetragen.    Die  Zeitpunkte 
des  Eintreffens  in  den  Stellungen  3f,  A^  C  sind  durch  die  gleichnamigen  Buch- 
staben bezeichnet. 


A  10^46  M 


Bewegung  der  Fahrwerke  auf  geneigten  Bahnen, 
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§  124. 
Bewegung  der  Fuhrwerke  auf  geneigten  Bahnen. 

Wenn  an  der  Drehachse  des  rollenden  Körpers  noch  eine 
Masse  m  aufgehängt  ist,  welche  nnr  an  der  fortschreitenden  Be- 
wegung desselben  Theil  nimmt,  so  ist  bei  der  Bestimmung  der 
Beschleunigung  des  rollenden  Körpers  ausser  den  drei  Kräften 
Mg^  y^  F  (§  122)  noch  die  auf  den  Aufhängepunkt  übertragene 
Kraft  K  in  Rechnung  zu  bringen  (Fig.  472).  Nach  dem  Gesetze 
des  Schwerpunktes  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  der  fort- 


Fig.  472. 


Fig.  478. 


lAO^ 


schreitenden  Bewegung  des  rollenden  Körpers  aus  Fig.  473  die 
Gleichung: 

563)  MyAna  +  K9iVDL{a—ß)  —  F 

Da  das  statische  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  des  rollenden  Körpers  gleich  Null  ist,  so  bleibt  die 
Gleichung  546)  auch  fttr  diesen  Fall  gültig,  ist  also  F=fip  zu 
setzen.  Der  obigen  Gleichung  kann  daher  auch  die  Form  ge- 
geben werden: 

564)    (A/  +  ^)  p  =  3/jsina  +  sin  a.Ä^cos/?  —  cos  a.Ä'sin/J. 

Die  Masse  m  ist  in  Bezug  auf  den  mit  der  Beschleunigung 
p  fortschreitenden  Baum  als  im  relativen  Gleichgewichtszustande 
befindlich  anzusehen ;  es  würde  also  die  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung hinzugefügte  Kraft  mp  den  beiden    wirklich  vorhandenen 
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Kräften  mg  und  K  das  Gleichgewicht  halten.    Hiernach  ergeben 
sich  aus  Fig.  474  die  beiden  Gleichungen: 

565)  ÜTcos  ß  =^mg  —  mp  sin  a. 

566)  K  sin  /?  =  mp  cos  a. 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  564) 
mp   substituirt  und  dieselbe  alsdann  für  p  auflöst,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 


r;r7.    «        {M+m)g%mtt 
567J    r M  +  m  +  t^      ' 


Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht 
im  Zähler  die  in  der  Bewegungsrichtung  wirkende  Seitenkraft  der 
Gewichts-Summe;  im  Nenner  die  wirkliche  Massen-Summe  ver- 
mehrt um  die  auf  den  Umfang  des  rollenden  Körpers  reducirte 
Masse  des  letzteren.  Die  Beschleunigung  der  fortschreitenden  Be- 
wegung des  Massen-Systems  kann  also  wie  bei  einem  einfachen 

IT'-,— XI, 

materiellen  Punkte  gleich  dem  Quotienten  -^ gesetzt  werden, 

sobald  zu  der  beschleunigten  Masse  noch  die  auf  den  Umfang  des 
rollenden  Kreises  reducirte  rollende  Masse  hinzugerechnet  wird. 

§  125. 
Wirkung  des  ZapIlBiirelbungs-WIderstandes. 

Bei  der  obigen  Berechnung  sind  die  Zapfenreibungs- Wider- 
stände unberücksichtigt  geblieben,  welche  an  der  Verbindungs- 
stelle zwischen  der  fortschreitenden  und  der  rollenden  Masse 
unvermeidlich  auftreten.  Um  den  Einfluss  der  Zapfenreibung  zu 
ermitteln,  kann  man  sich  die  fortschreitende  Masse  m  an  einem 
gewichtlosen  Ringe  aufgehängt  denken,  welcher  seinerseits  an  dem 
Zapfen  des  rollenden  Körpers  aufgehängt  ist  (Fig  475).  Für 
diesen  Ring  sind  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichtes 
identisch  mit  denen  des  absoluten  Gleichgewichtes,  da  die  Masse 
—  folglich  auch  der  Trägheitswiderstand  —  des  Ringes  gleich 
Null  vorausgesetzt  wird.  Es  wird  daher  der  Ring  auf  die  in 
Fig.  476  angedeutete  Art  von  den  beiden  in  den  Punkten  A  und 
B  angreifenden  entgegengesetzten  Kräften  K  im  relativen  Gleich- 
gewichte gehalten,  und  an  der  Berührungsstelle  B  wird  die  Kraft 
K  in  unveränderter  Richtung  und  Grösse  auf  den  rollenden  Kör- 
per übertragen  (Fig.  477).  Wenn  wiederum  mit  p  die  Beschleu- 
nigung der  fortschreitenden  Bewegung  bezeichnet  wird,  und  mit  ß 
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der  Winkel,  den  die  Richtnngslinie  der  Kraft  K  mit  der  Ver- 
ticalen  einschliesst ,  so  bleiben  die  Gleichungen  563),  565),  566), 

Fig.  476.  Fig.  476.  Fig.  477. 


welche  auf  die  fortschreitenden  Bewegungen  der  Massen  M  und  m 
sich  beziehen,  unmittelbar  fUr  diesen  Fall  gültig.  Der  einzige 
Unterschied  zwischen  diesem  und  dem  vorigen  Falle  besteht  darin, 
dass  ftlr  die  Kraft  F  ein  anderer  Werth  zu  substituiren  ist,  inso- 
fern in  diesem  Falle  ausser  der  Kraft  F  auch  die  Kraft  K  in 
Bezug  auf  die  Drehachse  ein  statisches  Moment  hat,  welches  von 
Null  verschieden  ist.  Das  statische  Moment  dieser  letzteren  Kraft 
ist  gleich  Ä^ .  (>  sin  qp  (§  93 ,  Fig.  878) ,  oder  wenn  der  Zapfen- 
reibungscoefficient  sin  qp  mit  /  bezeichnet  wird,  gleich /ÜT^  zu 
setzen.    Nach  Gleichung  504)  ist  also  die  Winkelbeschleunigung: 

Fr  —fKq 
€ f — ^> 

und  die  dieser  Winkelbeschleunigung  entsprechende  Peripherie- 
Beschleunigung  des  rollenden  Kreises: 

^  SB  re  = 


r 


T 


(^) 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  den  Umfang 
reducirte  Masse  —j-^^^  gesetzt  wird,  fttr  F  der  Werth : 
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568)  F=fip+f-^K. 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  563)  substitnirt,  so 
erhält  man: 

Mp  =  Mg^ina  +  Hma.  Kco^ß  —  eosa.iTsin/J  —  fip—f—  K. 

Nach  Substitution  der  in  den  Gleichungen  565)  und  566) 
gefundenen  Werthe  nimmt  diese  Gleichung,  für  p  aufgelöst,  die 
Form  an: 

569)  p  = TT-r- 

Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Beschleunigung  p  be- 
rechnen können,  wenn  die  Kraft  K  bekannt  wäre.  Durch  Addi- 
tion der  Quadrate  von  den  beiden  Gleichungen  565)  und  566) 
erhält  man  die  Gleichung: 

K^  =  7n*  ^*  -f"  ''*'  P^  —  2m^pg  sin  a,    oder : 


570) 


K=mgy  l-j-(2sma--^^ 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Unterschied  zwischen  K  und 
wi^  um  so  kleiner  ist,  je  weniger  die  Grösse  p  von  Null  ver- 
schieden ist  (für  p  =  gr  sin  a  wird  iT  =  wt  ^  cos  a,  und  ftir  p  =  0 
wird  K^^mg).  Um  also  einen  Näherungswerth  zu  erhalten,  kann 
man  in  Gleichung  569)  zunächst  K=^mg  setzen  und  die  Beschleu- 
nigung p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

{M+m)gsina—fmg  -S- 

57^)    P  = lu^     ^ 

'^  M-\-m  +  fi 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Gleichung  570)  erhält 
man  einen  genaueren  Werth  für  ÜT,  welcher,  in  Gleichung  569) 
substituirt,  alsdann  zu  einem  genaueren  Werthe  für  p  führt.  Es 
zeigt  sich  indessen,  dass  bei  den  meisten  praktischen  Anwendungen 
diese  Gorrection  ihrer  Geringfügigkeit  wegen  überflüssig  ist,  inso- 
fern die  obigen  Gleichungen  ohnehin  nur  für  kleine  Werthe  des 
Neigungswinkels  a  gültig  sind  (nämlich  für  solche  Werthe,  welche 
der  Bedingung  des  Rollens  noch  genügen),  und  die  Werthe  des 
Reibungscoefßcienten  /  ebenfalls  nur  annähernd  bekannt  sind. 
Man  kann  daher  ohne  Bedenken  die  Gleichung  571)  unmittel- 
bar zur  Berechnung  der  Beschleunigung  p  benutzen. 
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Wenn  die  fortschreitende  Masse  m  —  anstatt  wie  in  Fig.  475 
unterhalb  des  Ringes  an  einem  Faden  zu  hängen  —  oberhalb 
desselben  an  einer  auf  den  Ring  sich  sttltzenden  StangQ  befesjiigt 
ist,  so  wird  dadurch  keine  Aenderung  in  der  Berechnungsweise 
bedingt.    Wenn  ferner  in  der  Gleichung  571)  die  Grössen  ii,  /w,  ju 

vertauscht  werden  resp.  mit  den  Grössen  "ö"'  "ö"'  "^'  ^^  ^^^ 

dadurch  die  Grösse  p  ebenfalls  nicht  geändert.    Denkt  man  sich 

die  in  Fig.  478  dargestpU- 
^^8-  478.  ^gjj  beiden  Massen-Systeme 

ihre  Bewegungen  mit  glei- 
chen Anfangsgeschwindig- 
keiten gleichzeitig  begin- 
nend, so  findet  man,  dass 
die  beiden  fortschreitenden 
Massen  auch  durch  eine 
Stange  verbunden  oder  zu 
einem  Körper  vereinigt 
werden  können,  ohne  dass 
die  Beschleunigungen  der 
beiden  Massen- Systeme  da- 
durch verändert  würden. 
Man  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  die  Gleichung  571)  auch 
fttr  die  Beschleunigung  des  in  Fig.  479  dargestellten  Fuhrwerkes 

als  gültig  betrachtet 
^'  *'^'  werden    darf,     dass 

also  die  Beschleuni- 
gung desselben  be- 
stimmt werden  kann, 
wie  die  eines  unter 
Einwirkung  der  bei- 
den in  Fig.  479  ange- 
gebenen Kräfte  sich 
bewegenden  einfachen  materiellen  Punktes,  sobald  zu  den  wirk- 
lichen Massen  M+m  noch  die  auf  den  Umfang  der  rollenden 
ELreise  reducirten  rollenden  Massen  ju  hinzugerechnet  werden.  Die 
Zapfenreibung  äussert  also  ihren  Einfluss  als  eine  der  fortschrei- 
tenden Bewegung  des  Massen  •  Systems  entgegenwirkende  Wider- 
standskraft von  der  Grösse: 

572)     3=/^.y.4., 


t 
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welche  durch  das  Product  aus  dem  wirklichen  Zapfenreibungs- 
Widerstande  /.  mg  in  das  Verhältniss  des  Zapfenhalbmessers  zum 
Radhalbmesser  dargestellt  und  der  auf  den  Radumfang  reducirte 
Zapfenreibungs- Widerstand  genannt  wird. 

Wenn  die  R&der  die  Formen  Ton  cylindrischen  Scheiben  haben,  so  ist 
fi^-^  ZU  setzen,  und  wenn  ferner  tn^bM^  sin  a  »  o,l,  /«-  0,01,  ^=>  o,l  in 
Gleichung  571)  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  Beschleunigung  der  Werth: 

..  o^     /6  .0,1—0,01  .  5  .0,1\      ^    ^^„ 

Ohne  das  Vorhandensein  sonstiger  Widerst&nde  würde  also  z.  B.  in  20  Se- 
cunden  die  Geschwindigkeit  des  Wagens  von  Null  bis  17^96  zunehmen,  und 
die  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Wegeslänge  179,6  Meter  betragen. 

Denjenigen  Neigungswinkel,  bei  welchem  ohne  das  Vorhan- 
densein sonstiger  Widerstände  die  Bewegung  des  Wagens  eine 
gleichförmige  sein  würde,  findet  man  aus  Oleichung  571),  indem 
man  darin  p  =  0  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

573)     8ina=/-^f-T7^ 

Hiernach  würde  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  ein 
Gefälle  von  -j^  (oder  von  0<°,000  833  auf  joden  Meter  der  Bahnlänge)  aus- 
reichen, um  die  verzögernde  Wirkung  des  Zapfenreibungs- Widerstandes  aus- 
zugleichen. 

§  126. 
Widerstand  der  rollenden  Reibung. 

Bei  kleinen  Werthen  des  ßeibungs-Coefficienten  /  und  des 
Verhältnisses  —  hat  der  auf  den  Radumfang  reducirte  Zapfen- 
reibungs-Widerstand  —  wie  das  vorige  Zahlenbeispiel  zeigt  —  eine 
so  geringe  Grösse,  dass  noch  ein  anderer  —  bisher  unberück- 
sichtigt gebliebener  —  Widerstand  seinen  Einfluss  heben  jenem 
bemerkbar  macht  und  im  Vergleich  mit  demselben  nicht  mehr 
als  verschwindend  klein  anzusehen  ist.  Wäre  der  rollende  Körper 
nebst  dessen  Unterlage  absolut  fest  und  hart,  so  würde  bei  der 
geringsten  Neigung  der  Bahn  schon  der  Schwerpunkt  ausserhalb 
der  Verticalen  der  Untersttttznngsstelle  liegen,  folglich  eine  be- 
schleunigte Bewegung  stattfinden,  und  das  Gleichgewicht  des  sich 
selbst  überlassenen  ruhenden  Körpers  nicht  möglich  sein.  In 
Wirklichkeit  wird  jedoch  durch  den  auf  die  Berührungsstelle  sich 
concentrirenden  Druck  eine  geringe  ZusammendrUckung  daselbst 
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hervorgebracht;  in  Folge  dessen  erweitert  sich  die  Berührungs- 
stelle zn  einer  Fläche,  welche  auch  bei  einer  geringen  Neigung 
der  Bahn  noch  dem  Schwerpunkte  eine  Unterstützung  gewährt 
(Fig.  480)  und  einen  Gleichgewichtszustand  möglich  macht,  zu 

dessen      Auf  rech  ter- 
Fig.  480.  Fig.  481.  haltung    ohne    jene 

Zusammendrttckung 
eine  bergaufwärts  wir- 
kende Widerstands- 
kraft W  erforderlich 
sein  würde,  von  glei- 
cher Grösse  mit  der 
bergabgerichtetenSei- 
tenkraft  der  Schwere 
(Fig.  481).  Es  kann  also  der  Einfluss  jener  Zusammendrttckung 
aufgefasst  werden  wie  das  Vorhandensein  einer  im  Schwerpunkte 
angreifenden  der  fortschreitenden  Bewegung  des  rollenden  Körpers 
entgegenwirkenden  Widerstandskraft,  welche  der  Widerstand  der 
rollenden  Reibung  genannt  wird. 

Um  die  Grösse  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  wttrde  man 
durch  Versuche  denjenigen  Neigungswinkel  ß  zu  ermitteln  haben, 
bei  welchem  W=  Qsinß^  und  die  Bewegung  des  hinabrollen- 
den Körpers  eine  gleichförmige  ist.  Nach  Analogie  des  in  Bezug 
auf  die  Bestimmung  der  gleitenden  Reibung  angewendeten  Ver- 
fahrens wttrde  dieser  Winkel  8  als  der  Reibungswinkel  für  rollende 
Reibung  zu  bezeichnen,  und  die  Tangente  dieses  Winkels  (wofür 
wegen  Kleinheit  derselben  auch  der  Sinus  oder  die  Winkelzahl  ß 
selbst  genommen  werden  kann)  als  der  Coefficient  der  rollenden 
Reibung  in  Rechnung  zu  bringen  sein.  Im  Gegensatze  zu  den  Ge- 
setzen der  gleitenden  Reibung  hat  sich  jedoch  aus  solchen  Ver- 
suchen ergeben,  dass  die  Grösse  dieses  Winkels  ß  als  eine  mit 
dem  Halbmesser  des  rollenden  Körpers  veränderliche  Grösse  an- 
zunehmen ist,  dass  es  nicht  die  Grösse  sin  ß,  sondern  vielmehr 
das  Product: 

574)    r  sinß  =  s 
ist,  welches  bei  gleicher  Material -Beschaffenheit  annähernd  als 
eine   constante  Grösse   betrachtet  werden   darf.    Der  Reibungs- 
CoefGcient  fttr  die  rollende  Reibung: 


575)     sin  ö  =  — 


oder :    ß  = 
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muss  daher  für  jeden  besonderen  Werth  des  Halbmessers  r  nach 
Gleichung  575)  besonders  berechnet  werden. 

Für  Eisen  auf  Elsen  (sowie  auch  für  hartes  Holz  auf  hartem  Holze) 
kann  im  Mittel  die  Grösse  5»0'",0005  gesetzt  werden.    Demnach  würde  z.  B. 

für  den  Halbmesser  r  ^  0'n,25  der  Coefficient  ü  =  -%^-^  =  0,002  zu  setzen 

0,25 

sein;  für  einen  Halbmesser  r  =  0™,5  dagegen  wäre  6  =  -^-— —  =  0,001  zu 

0,5 

setzen.  Wenn  der  Körper  gleichförmig  hinabrollen  soll,  so  müsste  die  Bahn 
im  ersteren  Falle  um  einen  Winkel  von  0*^  3'  26'',  im  letzteren  Falle  um  einen 
Winkel  Yon  0^  V  43"  geneigt  sein. 

Abgesehen  von  diesem  Einflüsse  des  Halbmessers  r  kann  die 
Wirkung  der  rollenden  Reibung  auf  gleiche  Weise  wie  die  der 
gleitenden  Reibung  berechnet  werden.  Der  Widerstand  der  rollen- 
den Reibung  ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  Normaldrucke  des 
rollenden  Körpers  gegen  die  Bahn  in  den  Coefficienten  der  rollen- 
den Reibung.  Für  einen  auf  horizontaler  Bahn  rollenden  Körper 
von  der  Masse  M  ist  dieöer  Widerstand  gleich  OMg  zu  setzen; 
für  einen  auf  horizontaler  Bahn  bewegten  Wagen  vom  Totalge- 
wichte (M  +  m)g  dagegen  ist: 

576)     W=e{M+m)g. 

Für  eine  um  den  kleinen  Winkel  a  geneigte  Bahn  würden 
streng  genommen  diese  Werthe  noch  mit  cos  a  zu  multipliciren 
sein;  da  indessen  cos  a  nur  wenig  von  Eins  verschieden  ist,  so 
können  die  obigen  Werthe  auch  für  schwach  geneigte  Bahnen  als 
gültig  betrachtet  werden. 

Mit  Berücksichtigung  des  Widerstandes  der  rollenden  Reibung 
erhält  man  also  für  die  Beschleunigung  eines  bergabrollenden  Kör- 
pers (statt  Gleichung  548)  die  Gleichung: 

und  für  die  Beschleunigung  des  bergablaufenden  Wagens  (statt  571) 
die  Gleichung: 

{M  +  ///)  y  sin  a  —  fm  g  --  —  ^  (M  +  m)g 
578)     p  = TT-- -^ 7 

ferner  für  denjenigen  Neigungswinkel,  bei  welchem  die  Bewegung 
des  Wagens  eine  gleichförmige  ist,  (statt  573)  die  Gleichung: 


579)    sin  «.  =/^  (^^)  +  «. 
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Setzt  man  in  letzterer  Gleichung  /=  0,01,  ^  =»  O^jOS,  r  =  0™,5,  -gr-  =  5 

und  H  «■  0,001,  so  wird: 

sin  «,  ==  0,000  833  +  0,001  =  0,001  833. 
Die  Bewegung  des  Wagens  würde  also  eine  gleichförmige  sein,  wenn  z.  B. 
auf  6000«  Bahnlänge  das  Gefälle  11°>  beträgt. 

Da  die  Unterschiede  zwischen  den  Sinus -Zahlen  and  den 
Winkel -Zahlen  als  verschwindend  klein  zu  betrachten  sind,  so 
kann  man  die  bei  etwas  stärker  geneigter  Bahn  stattfindende  Be- 
schleunigung auch  in  der  Weise  berechnen,  dass  man  sich  den 
ganzen  Neigungswinkel  a  in  die  beiden  Theile  or,  und  a  —  a, 
zerlegt  denkt,  und  die  Bewegung  so  auffasst,  als  ob  der  eine 
Theil  a,  zum  Ueberwinden  der  Widerstände  3i  W,  und  der  Rest 
or  —  a,  zum  Hervorbringen  der  Beschleunigung  p  verwendet  würde. 
Die  letztere  kann  alsdann  berechnet  werden  aus  der  einfacheren 
Gleichung : 

580)  (^+;g  («-«.). 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  würde  z.  B.  (wenn  auch  hier 
wieder  fi  =  -^  M  gesetzt  wird)  fUr  die  Beschleunigung  auf  einer  um  das  Stei- 

gungsverhältniss  a  =  -^^  geneigten  Bahn  der  Werth  sich  ergeben : 


^  =  ^«'«^(i5ö-6ä-)  =  '>"«2"- 


FQr  gut  construirte  Eisenbahnwagen  ist  der  Widerstands-Goefficient  a^ 

im  Mittel  gleich  -^  zu  setzen,  wobei  jedoch  zu  berücksichtigen  ist,  dass  die 

obigen  Gleichungen  nur  für  kleine  Geschwindigkeiten  gelten,  und  dass  bei 
grösseren  Geschwindigkeiten  ausser  den  beiden  Widerständen  3  und  W  noch 
die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  in  Rechnung  zu  bringen  sein  würde. 

Anstatt  die  oben  gefundenen  Gleichungen  zu  benutzen,  um 
aus  den  bekannten  Werthen  der  Widerstands-Goefficienten  die  un- 
bekannte Beschleunigung  p  zu  berechnen,  kann  man  auch  um- 
gekehrt die  letztere  durch  directe  Versuche  bestimmen  und  jene 
Gleichungen  alsdann  zur  Berechnung  der  Widerstands-Goefficienten 
benutzen.  Wenn  man  auf  einer  Bahn  von  bekanntem  Neigungs- 
winkel das  eine  Mal  den  ganzen  Wagen,  das  andere  Mal  die 
Räder  für  sich  allein  hinablaufen  lässt  und  beide  Male  die  Zeit 
/  beobachtet,  in  welcher  eine  bestimmte  Strecke  x  zurückgelegt 
wird,  so  kann  man  zunächst  aus  der  Gleichung  fttr  die  gleich- 
förmig beschleunigte  Bewegung  ( w  =  ^  j  die  Beschleunigungen 


■w 


5  .'t    .'^. 
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der  beiden  Bewegungen  berechnen ;  nnd  wenn  man  die  auf  solche 
Weise  gefundenen  Werthe  alsdann  resp.  in  den  Gleichungen  578) 
und  577)  für  p  substituirt,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen ,  aus 
denen  die  beiden  Coefficienten  /  und  B  berechnet  werden  können. 

Hätte  man  z.  B.  beobachtet,  dass  auf  einer  um  -^  geneigten  Bahn  die 

(wiederum  als  kreisförmige  Scheiben  Yorausgesetzten)  R&der  jenes  Wagens  fQr 
sich  allein  eine  Strecke  von  100  Metern  in  87,5  Secunden  (also  mit  der  Be- 
schleunigung 0'°,02616)  zurücklegten,  so  wQrde  aus  Gleichung  577)  nach  Sub- 
stitution des  Werthes  ;?»  0^0261 6  sich  ergeben,  dass  ^»0,001  war;  und 
wenn  femer  beobachtet  wäre,  dass  der  ganze  Wagen  dieselbe  Strecke  in 
83,6  Secunden  (also  mit  der  Beschleunigung  0'°,0287)  zurücklegte,  so  würde 
aus  Gleichung  578)  nach  Substitution  der  Werthe  p  =  0°»,0287  und  (i  =  0,001 
sich  ergeben,  dass/ =0,01  war. 

Die  beiden  Widerstände  3  ^^d  W  wirken  immer  der  Be- 
wegungsrichtung entgegen.  Wenn  also  die  Bewegung  bergan  ge- 
richtet ist,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit  des  sich  selbst  ttber- 
lassenen  Wagens  in  jeder  Secunde  ab  um  die  Grösse: 

581)    p^(^+rn)gü^a  +  ^  +  W 


Fig.  482. 


und  für  die  zum 
gleichförmigen 
Berganziehen  des 
Wagens  erforder- 
liche Zugkraft  er- 
giebt  sich  nach  Fig. 
482  die  Gleichung: 


582)     P=  (M  +  m)  </  sin  a  +  3  +  \\\ 

worin  die  Grössen  3  und  W  wiederum  resp.  nach  den  Gleichungen 
572)  und  576)  zu  bestimmen  sind. 

Wenn  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  das  Gewicht  der 
fortschreitenden  Masse  mg  =  5000  Kil.,  und  das  Gewicht  der  rollenden  Masse 
Mg  a- 1000  Kil.  beträgt,  so  ist  zum  gleichförmigen  Berganziehen  des  Wagens 

auf  einer  um  -^  ansteigenden  Bahnstrecke  die  Zugkraft  erforderlich: 


300 


6000 
300 


+  0,01  .  5000  .  0,1  +  0,001  .  6000  =  31  Kil., 


woYon  5  Kil.  auf  Ueberwindung  des  Zapfenreibungs- Widerstandes  und  6  Eil- 
auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  der  rollenden  Reibung  verwendet  werden. 
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§127. 
Beschleunigte  Bewegung  der  Schraube. 

Um  die  Beschleanigung  p  za  bestimmen,  welche  der  Schraa- 
benspindel  (Fig.  488)  durch  eine  in  der  Achsenrichtung  wirkende 

Kraft  P  ertheilt  wird,  hat 
Fig.  488.  man  zunächst  (auf  ähnliche 

Weise  wie  in  §  99,  Fig.  894 

ß  , ,         jj        /     \     geschehen)  nach  der  Theorie 

des  Reibungswinkels  die 
Richtungen  der  Druckkräfte 
D  zu  bestimmen,  welche  an 
den  Bertthrungsstellen  von 
dem  festliegenden  Mutter- 
gewinde auf  die  Schrauben- 
spindel übertragen  werden. 
Für  den  Fall,  dass  die  fort- 
schreitende Bewegung  im 
Sinne  der  Kraft  P  stattfindet, 
^P  weicht  die  Richtung  des  an 

der  Berührungsstelle  A  auf 
die  Schraube  übertragenen  Druckes  D  um  den  Reibungswinkel  q) 
nach  obenhin  von   der  Richtung   der  Normalen,   folglich   nach 

Fig.  484  um  den  Winkel  a  —  q)  von  der 
Achsenrichtung  ab.  Wenn  man  jede  dieser 
Druckkräfte  alsdann  zerlegt  in  die  tangen- 
tiale Seitenkraft  D  sin  (a  —  y)  und  die 
parallel  zur  Achse  gerichtete  Seitenkraft 
D  cos  (a  —  (p\  so  erhält  man  nach  dem  Ge- 
setze des  Schwerpunktes  ftir  die  in  der 
Achsenrichtung  erfolgende  Beschleunigung 
desselben  die  Gleichung: 

P  — .^[Pcosftt  — y)] 
^~  M  ' 

worin  M  die  ganze  an  der  Schraubenbewe- 
gung theilnehmende  Masse  bezeichnet.  Da 
die  Grösse  cos  (a  —  q>)  gemeinschaftlicher 
Factor  aller  unter  dem  Summationszeichen 
vereinigten  Glieder  ist,  so  kann  dieser  Glei- 


Fig.  4S5. 


chung  auch  die  Form  gegeben  werden: 


t: 


2 
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583)  cos  (a  —  (f)2{D)  =  P—  Mp. 

Für  die  Winkelbeschleunignng,  mit  welcher  die  gleichzeitig 
neben  der  fortschreitenden  Bewegung  stattfindende  Drehbewegung 
geschieht,  ergiebt  sich  ferner  aus  Fig.  485  nach  dem  Gesetze  der 
Winkelbescbleunigung  (§113)  die  Gleichung: 

2  \D  sin  (a  —  w)  ol 

in  welcher  T  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Masse  in  Bezug 

auf  die  Achse  der  Schraube  bezeichnet.   Wenn  die  auf  den  mitt- 

T 
leren  Schraubenhalbmesser  o  reducirte  Masse  —5-  mit  u  bezeichnet 

wird,  so  ist  T=(xq^  zu  setzen,  und  der  obigen  Gleichung  kann 
daher  auch  die  Form  gegeben  werden: 

584)  sin  (a  —  q)  ^  {D)  =  ^^ .  pe. 

Diese  letztere  Gleichung  nimmt,  durch  Gleichung  583)  dividirt, 
die  Form  an: 


585)    tg(a-9))  =  -^^' 


Mp 

Wie  auch  immer  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Bewe- 
gungen sich  ändern  mögen:  das  Verhältniss  der  parallel  zur  Achse 
gerichteten  zu  der  tangentialen  Seitengeschwindigkeit  des  Punk- 
tes A  bleibt  stets  gleich  dem  Steigungsverhältniss  der  mittleren 
Schraubenlinie  (Fig.  892,  Gleichung  414).  Hieraus  folgt,  dass 
auch  das  Verhältniss  der  pro  Secunde  erfolgenden  Zunahmen 
dieser  beiden  Seitengeschwindigkeiten  stets  gleich  tg  a  bleibt 
Es  ist  daher: 

586)  -£-  =  tga. 

Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werth 
Q€  =  -^—  in  Gleichung  585)  substituirt  und  dieselbe  fttr  p  auf- 
löst, so  erhält  man  die  Gleichung: 

587)  p  = 

M  + 


tgatg(a  — qp) 

Die  in  der  Achsenrichtung  hervorgebrachte  Beschleunigung 
ist  daher  wie  die  eines  einfachen  materiellen  Punktes  zu  be- 
rechnen, dessen  Masse  die  Grösse  M  + -—^ r  hat.     Für 

tgatg(a  — y) 

den  Fall,  dass  die  Bewegung  im  entgegengesetzten  Sinne  erfolgt, 


^ 
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würde  +  q>  mit  —  9)  zu  vertauschen  sein,  und  die  Grösse  p  würde 
in  diesem  Falle  die  in  der  Achsenricbtung  heryqrgebrachte  Ver- 
zögerung bedeuten. 

Wenn  der  Trägheitshalbmesser  mit  R  bezeichnet  wird,  so  ist  /u^<  a  MB* 
zu  setzen,  und  wenn  man  zugleich  P  =3  Mg  setzt,  so  erh&lt  man  fOr  die  von 
der  Schwere  hervorgebrachte  Yertical-Beschleunigung  einer  verticalen  Schrau- 
benspindel die  Gleichung: 

588)     p^ 2__- „ 


^*  tg  a  tg  (»  + 

worin  das  Minuszeichen  auf  die  sinkende  und  das  Pluszeichen  auf  die  stei- 
gende Bewegung  sich  bezieht.  Diese  Gleichung  kann  ann&hemd  auch  für  den 
in  Fig.  483  dargesteUten  FaU  als  gQltig  angesehen  werden,  wenn  die  Masse 
der  Schraubenspindel  klein  ist  im  Yerh&ltniss  zu  den  in  der  Entfernung  R 
von  der  Achse  angebrachten  Schwungmassen. 

Setzt  man  z.  B.  —  »  20,  tg  a  »  0,2  und  tg  9> »-  0,0Q  (oder  a  ^  11<»  20' 

und  ^  B  4^  3y),  so  ergiebt  sich  fOr  die  Beschleunigung  der  yertical  abw&rts 
gerichteten  Bewegung  der  Werth: 

und  für  die  der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Peripheriebeschleunigung 
der  Schwungmassen  der  Werth: 

e    <«« 
Bei  der  steigenden  Bewegung  dagegen  würde  die  Verticalgeschwindig- 
keit  in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  0'",0014,  und  die  der  Drehbewegung  ent- 
sprechende Peripherie-Geschwindigkeit  der  Schwungmassen  in  jeder  Secunde 
um  die  Grösse  0'',14  abnehmen. 

§  128. 
Bedingungen  der  beecbleunigt  fortschreitenden  Bewegung. 

Mittelst  des  in  g  43  erklärten  Verfahrens  können  sämmtlicbe 
auf  einen  festen  Körper  wirkende  Kräfte  unter  allen  Umständen 
ersetzt  werden  durch  eine  im  Schwerpunkte  angreifende  resulti- 
rende  Einzelkraft  R  und  ein  resultirendes  Kräftepaar  vom  Mo- 
mente äß.  Die  Bewegung,  welche  dem  anfangs  im  Ruhezustande 
befindlichen  Körper  durch  die  Kräfte  ertheilt  wird,  ist  im  Allge- 
meinen eine  fortschreitende  Bewegung,  verbunden  mit  einer  gleich- 
zeitigen Drehung  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt.  Erstere 
kann  als  Wirkung  der  Einzelkraft  Ry  letztere  als  Wirkung  des 
Kräftiepaares  9ß  angesehen  werden  —  wie  am  Schlüsse  des  §  121 
bereits  erklärt  wurde. 

Bitter«  ICechuik     &.  Aafl.  31 
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Soll  die  von  den  Kräften  hervorgebrachte  Bewegung  lediglich 
in  einer  fortschreitenden  Bewegung  bestehen,  so  muss  Wl  gleich 
Null  sein,  in  welchem  Falle  die  Kraft  R  für  sich  allein  die  Mittel- 
kraft sämmtlicher  vorhandenen  Kräfte  bildet.  Bedingung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  ist  daher:  es  muss  die  Resultirende 
sämmtlicher  Kräfte  eine  Einzelkraft  sein,  deren  Rich- 
tungslinie durch  den  Schwerpunkt  hindurchgeht.  Mit 
der  Richtung  dieser  Mittelkraft  fällt  zugleich  die  Richtung  der 
hervorgebrachten  beschleunigten  fortschreitenden  Bewegung  zu- 
sammen. 

Mit  Htllfe  dieses  Satzes  können  z.  B.  die  Stabilitäts-Bedingun- 
gen  für  einen  auf  horizontaler  Unterlage  in  Bewegung  versetzten 
Körper  auf  folgende  Weise  ermittelt  werden.  Wenn  dem  ruhen- 
den Körper  durch  die  horizontale  Zugkraft  H  eine  fortschreitende 
—  d.  h.  nicht  mit  gleichzeitigem  Umkippen  verbundene  —  Be- 
wegung längs  der  horizontalen  Unterlage  ertheilt  werden  soll,  so 
muss  die  Mittelkraft  R  von  den  vier  auf  den  Körper  wirkenden 
Kräften :  N  (normaler  Gegendruck  der  Unterlage),  fN  (Reibungs- 
widerstand), Mg  (Gewicht  des  Körpers)  und  H —  jedenfalls  in 
die  Horizontale  des  Schwerpunktes  fallen  (Fig.  486). 

Die   beiden   (in 
^^ü'^^'  Fig.  487.  derselben   Vertical- 

Ebene  wirkend  vor- 
ausgesetzten) Kräfte 
II  und  Jig  können 
ersetzt  werden  durch 
ihre  Mittelkraft  ÜT; 
ebenso  die  beiden 
Kräfte  iV^  und  fN 
durch  ihre  Mittel- 
kraft n.  Der  Win- 
kel a,  welchen  die 
E>aft  K  mit  der 
Vertioalen  einschliesst,  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

589)    tga  =  ^. 

Die  Ejraft  B  weicht  um  den  Reibungswinkel  q>  von  der  Verti- 
calen  ab ;  fllr  die  Lage  ihres  Angriffspunktes  bilden  die  Punkte  A 
und  B  die  äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  derselbe  resp.  nach 
rechts  oder  links  sich  verschieben  kann. 
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Die  Hittelkraft  R  ist  zugleich  die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfte  K  and  2>;  es  mass  daher  der  Darchschnittspnnkt  0,  in 
welchem  die  Horizontale  des  Schwerpunktes  von  der  Richtongs- 
linie  der  Kraft  K  geschnitten  wird,  zugleich  in  der  Bichtnngs- 
linie  der  Kraft  D  liegen  (Fig.  487).  Man  findet  also  den  An- 
griffspunkt Cy  indem  man  von  0  aus  eine  gerade  Linie  zieht, 
welche  nm  den  Beibongswinkel  g>  von  der  Verticalen  abweicht. 
Wenn  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende  Stützpunkt  C  nicht 
ausserhalb  der  beiden  Grenzpunkte  A  und  B  liegt,  so  wird  ein 
Umkippen  nicht  stattfinden. 

Die  beiden  Grenzfälle,  in  denen  der  Punkt  C  mit  einem  der 

beiden  Grenzpunkte  A  oder  B  selbst  zusammenfällt,   sind   in 

Fig.  488  und  Fig.  489  dargestellt     Denkt  man  sich  in  einem 

dieser  beiden  Fälle 
Fig.  489. 


Fig.  488. 


die  in  dem  Punkte 
E  angreifende  hori- 
zontale Zugkraft  H 
—  und  in  Folge 
dessen  auch  den 
Winkel  a  —  noch 
etwas  vergrössert,  so 
findet  ein  Umkippen 
statt  —  und  zwar 
bei  dem  in  Fig.  488 
dargestellten   Falle 


ein  Umkippen  um 
die  E^nte  A  (nach  rechts  herüber);  bei  dem  in  Fig.  489  darge- 
stellten Falle  dagegen  ein  Umkippen  um  die  Kante  B  (nach  links 
herüber). 

Für  die  Beschleunigung  der  fortschreitenden  Bewegung,  welche 
der  Körper  ausftlhrt,  sobald  die  Stabilitäts- Bedingungen  gegen 
gleichzeitiges  Umkippen  erftUlt  sind,  erhält  man  nach  dem  Ge- 
setze des  Schwerpunktes  die  Gleichung: 

R         H—fN 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  N  =  Mg^  H  =  Mg  tg  a, 
f=ztgq)  die  Form  annimmt: 

590)     p  =  ff  (tg  a  —  tg  qp) 

und  zeigt,  dass  in  dem  iher  yorausgesetzten  Falle  des  wirklichen 

31* 
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pn^? 


^ 


Eintretens  einer  fortschreitenden  Bewegung  der  Winkel  a  immer 
grösser  ist  als  der  Winkel  q). 

Anf  gleiche  Weise  können  anch  die  Stabilitäts-Bedingangen 
fttr  einen  auf  beschleunigt  fortschreitender  Unterlage  befindlichen 

Körper  ermittelt  werden.  Wenn 
Fig.  490.  g  die  Beschleunigung  ist,  mit 

welcher  die  Unterlage  von 
rechts  nach  links  bewegt  wird, 
so  geschieht  die  relative  Be- 
wegung des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  fortschreitende  Unter- 
lage, wie  wenn  ausser  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  noch 
eine  im  Schwerpunkte  an- 
greifende von  links  nach 
rechts  gerichtete  Horizontal- 
kraft H=Mq  auf  den  Kör- 
per wirkte  (Fig.  490).  Es  ist 
also  nur  nöthig,  das  in  Fig.  487  angegebene  Constructionsverfahren 
auf  den  speciellen  Fall  anzuwenden,  in  welchem  die  Punkte  E 
und  0  beide  mit  dem  Schwerpunkte  'S  zusammenfallen.  Man 
findet  auf  diese  Weise,  dass  durch  einen  von  rechts  nach  links 
gerichteten  Horizontalstoss  gegen  die  Unterlage  —  wie  gross  auch 
immer  die  derselben  dadurch  ertheilte  Beschleunigung  sein  möge 
—  niemals  ein  Umsturz  des  auf  derselben  stehenden  Körpers  be- 
wirkt werden  kann:  sobald  der  Winkel,  den  die  von  S  nach  A 
gezogene  Linie  mit  der  Verticalen  einschliesst,  nicht  kleiner  ist 
als  der  Reibungswinkel. 

§  129. 
Beschleunigte  Bewegung  des  Pochetempels. 

In  §  71  wurde  gezeigt,  wie  man  die  zum  gleichförmigen 
Heben  des  Pochstempels  erforderliche  Kraft  berechnen  kann. 
Wenn  die  wirklich  angewendete  Hubkraft  grösser  oder  kleiner 
wäre  als  diese  zum  gleichförmigen  Heben  erforderliche  Kraft,  so 
würde  die  aufsteigende  Bewegung  des  Pochstempels  eine  beschleu- 
nigte oder  verzögerte  sein,  auf  alle  Fälle  aber  eine  fortschreitende, 
da  durch  die  festen  Querstangen  A  und  B^  welche  demselben  unten 
und  oben  als  Führung  dienen,  jede  Drehbewegung  von  vornherein 
unmöglich  gemacht  wird. 
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Zur  Berechnung  der  zum  Hervorbringen  einer  bestimmten 
Beschlennigung  p  erforderlichen  Kraft  K  kann  man  das  d'Alem- 
herrsche  Oesetz  (§  107)  benutzen,  indem  man  die  der  Beschlen- 
nigung p  entsprechende  Kraft  —  .  /?  in  entgegengesetzter  Richtung 

genommen  hinzufügt  und  alsdann  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes anwendet.  Nach  Fig.  491  erhält  man  dann  als  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0: 


0=  (Q+Q^y^-K{s-a). 


Fig.  491. 


Fig.  492. 


X- -; — 


Wenn  man  hierin  ftlr  s  den  bereits  in  §  71  (Gleichung  254) 

gefundenen  Werth  -^^  substituirt,  so  ergiebt  sich   für  die  zum 

Hervorbringen  der  Beschleunigung  p  erforderliche  Kraft  K  der 
Werth: 

P 


591)    K=Q. 


1  + 


>i 


i-.Ai 


oder  für  die  von  der  gegebenen  Kraft  K  hervorgebrachte  Be- 
schleunigung p  die  Grösse: 


592) 


^-»{i('-vi)-<} 
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Q 

Die  letztere  Gleichung  aeigt,  dasB  />  =■  0  wird,  wenn  K  = ^ 


i-v^ 


Q 

ist,  und  negativ,  wenn  K< •     Setzt  man  wieder  /=  0,4  und 


1 


-vt 


~-  «  — ,  80  findet  man  übereinstimmend  mit  dem  schon  in  §  71  gefandenen 

n         4 

Resultate,  dass  die  Bewegung  eine  beschleunigte  oder  yerzögerte  ist,  jenach- 

5 

dem  K  grösser  oder  kleiner  ist  als  -^  Q. 

Bei  der  yertical  abwärts  gerichteten  Bewegung  des  Poch- 
stempels  würde  der  Punkt  0,  (Fig.  492)  der  Durchschnittspunkt 
der  beiden  von  den  Punkten  Ä  und  B  ausgehenden  Gegendrücke 
sein,  und  wenn  diese  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  p  ge- 
schieht, so  ist  die  nach  dem  d'Alembert'schen  Principe  hinzu- 
zufügende Kraft  Q .  —  als  eine  aufwärts  gerichtete  Eüraft  in  Rech- 
nung zu  bringen.  Man  erhält  also  für  diesen  Fall  nach  Fig.  492 
die  Gleichung: 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  fftr  K  resp.  p  den  Werth 
liefert : 

P 


593)    K=Q 


1  — 
9 


1 ' + vif 


oder: 


594)     ;,-,{l_^(n- 2/^)1 


Setzt  man  wieder/—  0,4  und  -t-=  -j-i  so  findet  man  aus  dieser  Glei- 

chung,  dass  K^-^  Q  sein  muss,  wenn  die  Beschlennigong  p  =  0  sein  soll, 

d.  h.  wenn  die  Bewegung  des  Sinkens  gleichförmig  erhalten  werden  soll.   W&re 

dagegen  K  grösser  oder  kleiner  als  -^  Q,  so  würde  die  sinkende  Bewegung 

des  Pochstempels  im  ersteren  Falle  eine  verzögerte,  im  letzteren  eine  beschleu- 
nigte sein. 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 

Statik  elastischer  Körper. 


ZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Widerstand  einer  prismatißehen  Stange  g^en  Ver- 
längerung und  Yerkflrzang. 

§130. 
Qastiottäts-Wideretände. 

In  den  vorigen  beiden  Abschnitten  wurden  die  (sogenannten) 
festen  Körper  vorläufig  als  absolut  feste  Körper  bebandelt;  es 
wurde  angenommen:  dass  die  materiellen  Punkte  eines  solchen 
Körpers  durch  starre  Linien  mit  einander  verbunden  sind,  oder 
durch  anziehende  und  abstossende  Kräfte,  welche  den  äusseren 
Kräften  gegenüber  als  passive  Widerstände  sich  verhalten  und 
stets  in  solcher  Weise  ihre  Wirksamkeit  äussern,  wie  es  erfor- 
derlich ist,  um  die  Abstände  der  materieUen  Punkte  voUkonmien 
unverändert  zu  erhalten,  also  jede  Formänderung  des  Körpers 
gänzlich  zu  verhindern. 

Diese  Annahme  entspricht  —  wie  in  §  39  schon  erwähnt 
wurde  —  auch  bei  den  festesten  Körpern  nur  annäherungsweise 
der  wirklichen  Beschaffenheit  jener  Verbindungen.  In  Wirklichkeit 
sind  die  materiellen  Punkte  eines  solchen  Körpers  nicht  zu  einem 
starren, unveränderlichen, sondern  zu  einem  elastischen  Systeme 
mit  einander  verbunden  —  durch  Kräfte,  welche  mit  den  Ab- 
ständen der  materiellen  Punkte  nach  bestimmten  Gesetzen  sich 
ändern.  Diese  Elasticitäts-Kräfte  wirken  zwar  jeder  Formänderung 
des  Körpers  als  Widerstände  entgegen,  jedoch  in  einer  Weise, 
welche  nicht  ausreicht,  um  diese  Formänderung  ganz  zu  verhüten ; 
insofern  sie  diejenige  Grösse,  welche  zur  Verhinderung  der  ent- 
stehenden Formänderung  erforderlich  gewesen  wäre,  allemal  erst 
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dann  erreichen  können,  wenn  eine  gewisse  Formändernng  bereits 

wirklich  eingetreten  ist. 

Wenn  an  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Stange  zwei  gleich  grosse 
entgegengesetzte  Zugkräfte  wirken,  so  tritt  unter  allen  Umst&nden  eine  Ver- 
längerung der  Stange  ein  —  wie  gross  auch  immer  die  Festigkeit  des  Mate- 
rials, und  wie  klein  auch  immer  die  Intensität  jener  äusseren  Zugkräfte  sein 
möge.  Die  Elasticitäts-Widerstände  der  Stange  wirken  zwar  dieser  Verlängerung 
entgegen,  erreichen  aber  erst  bei  einer  bestimmten  Grösse  der  Verlängerung 
diejenige  Grösse,  welche  erforderlich  gewesen  wäre,  um  von  vornherein  die 
Wirkung  der  äusseren  Kräfte  aufzuheben  und  die  Verlängerung  im  Entstehen 
schon  zu  verhindern. 

Die  Form  eines  von  äusseren  Kräften  im  Gleichgewicht  ge- 
haltenen Körpers  weicht  unter  allen  Umständen  von  seiner  nr- 
sprünglichen  Form  ab.  Zur  vollständigen  Lösung  der  im  dritten 
Abschnitte  behandelten  Aufgabe,  betreffend  die  Gleichgewichts- 
zustände fester  Körper,  ist  daher  noch  erforderlich,  die  jenen 
Gleichgewichtszuständen  entsprechenden,  von  den  äusseren  Kräften 
hervorgebrachten  Form-Abweichungen  zu  bestimmen,  und  die  Be- 
dingungen zu  finden,  unter  welchen  die  Widerstandsfähigkeit  des 
Körpers  ausreicht,  um  den  Gleichgewichtszustand  zwischen  inne- 
ren und  äusseren  Kräften  tlberhanpt  möglich  zu  machen. 

Die  Gesetze,  nach  welchen  bei  den  verschiedenen  Arten  von 
elastischen  Körpern  die  Elasticitäts-Widerstände  mit  den  Abstän- 
den der  materiellen  Punkte  oder  mit  den  Formen  der  Körper  sich 
ändern,  müssen  zu  diesem  Zwecke  durch  Versuche  zuvor  ermittelt 
werden.  Im  Uebrigen  behalten  die  im  dritten  Abschnitte  gefun- 
denen allgemeinen  Gesetze  der  Statik  auch  für  den  elastischen 
Körper  ihre  Gtlltigkeit.  Denn  der  Gleichgewichts*Zustand  eines 
von  äusseren  Kräften  in  verbogener  oder  verzerrter  Form  er- 
haltenen elastischen  Körpers  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn 
mit  Beibehaltung  dieser  Form- Abweichung  der  elastische  Körper 
in  einen  absolut  festen  Körper  verwandelt  würde.  Es  müssen 
daher  für  die  äusseren  Kräfte,  welche  den  elastischen  Körper 
in  diesem  Gleichgewichts-Zustande  erhalten,  dieselben  allgemeinen 
Gleichgewichts-Bedingungen  gelten,  welche  bei  einem  absolut  festen 
Körper  gleicher  Form  anzuwenden  wären.  Dasselbe  gilt  auch  von 
den  inneren  Kräften  oder  den  Elasticitäts- Widerständen.  Denkt 
man  sich  den  Körper  durch  einen  beliebigen  Schnitt  in  zwei 
Theile  zerlegt  und  an  den  Schnittstellen  äussere  Kräfte  ange- 
bracht, welche  an  jedem  der  beiden  Theile  den  früheren  Gleich- 
gewichtszustand genau  wieder  herstellen  —  diejenigen  Kräfte  also, 
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welche  vorher  als  innere  Kräfte  thätig  waren  —  so  gilt  nunmehr 
von  jedem  der  beiden  Theile,  was  vorher  vom  Ganzen  galt,  nnd 
durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  können  die  an  jeder  be- 
liebigen Stelle  des  elastischen  Körpers  wirkenden  inneren  Kräfte 
ebenfeUs  der  früheren  üntersuchungsweise  zugänglich  gemacht 
werden.  Die  Kenntniss  der  Elasticitäts-Gesetze  reicht  daher  aus, 
um  die  Statik  elastischer  Körper  zurückfahren  zu  können  auf  die 
schon  bekannte  Lehre  vom  Oleichgewichte  absolut  fester  Körper. 

§  131. 
Elasticftäts-Modulus. 

Einer  von  den  Fundamental- Versuchen  der  Elasticitäts-Lehre 
besteht  darin:  dass  man  eine  am  oberen  Endpunkte  aufgehängte 
geradlinige  prismatische  Stange  mit  unten  angehängten  Gewichten 
belastet  und  die  Verlängerungen  beobachtet,  welche  der  Stange 
von  den  verschiedenen  Belastungen  ertheilt  werden.  Derartige 
Versuche  ftihren  zu  folgenden  Resultaten: 

1)  Solange  die  Spannung  der  Stange  eine  gewisse 
Grenze  —  die  sogenannte  Elasticitäts-Grenze  (§132)  — 
nicht  überschreitet,  wächst  die  Verlängerung  pro- 
portional dem  verlängernden  Gewichte,  und  nimmt 
die  Stange  beim  Wegnehmen  der  Belastung  ihre  ur- 
sprüngliche Länge  wieder  an.  Da  Spannungen,  welche 
diese  Grenze  überschreiten,  in  praktisch  ausgeftlhrten  Bau-  oder 
Maschinen-Constructionen  nicht  vorkommen  dürfen,  so  ist  es  zu- 
lässig, bei  der  Berechnung  solcher  Constructionen  dieses  Gesetz 
der  Proportionalität  zwischen  Spannungen  und  Verlängerungen 
(Elasticitäts- Gesetz)  als  allgemein  gültig  anzunehmen. 

2)  Die  Verlängerung  der  Stange  ist  proportional 
ihrer  ursprünglichen  Länge.  Die  Spannung  —  und  in  Folge 
dessen  auch  die  Verlängerung  —  vertheilt  sich  gleichförmig  über 
die  ganze  Länge  der  Stange.  Die  Verlängerungen  der  einzelnen 
Theile  verhalten  sich  wie  ihre  ursprünglichen  Längen.  Das  Ver- 
längerungs-Verhältniss,  oder  der  Quotient  „  Verlängerung  divi- 
dirt  durch  ursprüngliche  Länge''  hat  daher  fllr  jeden  einzelnen 
Theil  dieselbe  Grösse  wie  für  die  ganze  Länge  und  ist  unab- 
hängig von  der  Länge  der  Stange. 

3)  Die  Verlängerung  ist  umgekehrt  proportional 
dem  Querschnitte  der  Stange.    Auch  über  die  Querschnitts- 
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linie  der  Stange  vertheilt  Bich  die  Spannung  gleichförmig.  Eine 
Stange  vom  n-£a,chen  Querschnitte  kann  angesehen  werden  als 
zusammengesetzt  aus  n  Stangen  yom  einfachen  Querschnitte,  deren 
jede  den  n-ten  Theil  des  angehängten  Gewichtes  tiilgt,  folglich 
auch  nur  den  n-ten  Theil  derjenigen  Verlängerung  erleidet,  welche 
das  ganze  Gewicht  an  der  einfachen  Stange  heryorbringen  würde. 
4)  Die  Verlängerung  hängt  ausserdem  noch  ab  von 
der  Art  des  Materials,  aus  welchem  die  Stange  be- 
steht Gleichgeformten  Stangen  verschiedenen  Materials  werden 
durch  gleiche  Belastungen  ungleiche  Verlängerungen  ertheilt  Um 
dieses  ungleiche  Verhalten  der  verschiedenen  Arten  von  festen 
Körpern  durch  Zahlenwerthe  zu  charakterisiren,  hat  man  den  Be- 
griff des  Elasticitäts-Modulus  eingeführt  Wenn  man  das 
von  der  Gewichtseinheit  an  einer  Stange  vom  Querschnitte  gleich 
der  Flächeneinheit  hervorgebrachte  Verlängerungs-Verhältniss  aus- 
drtlckt  durch  einen  Bruch  vom  Zähler  Eins,  so  ist  der  Nenner 
dieses  Bruches  der  Elasticitäts-Modulus. 

Der  Elasticitäts-Modulus  ist  der  reciproke  Werth 
des  vom  Gewichte  »Eins"  an  einer  Stange  vom  Quer- 
schnitte »Eins**  hervorgebrachten  Verlängerungs- Ver- 
hältnisses. 

Der  numerische  Werth  des  Elasticit&ts-Modulus  h&ngt  natOrlich  ab  von 
der  Wahl  der  Flächeneinheit  und  der  Gewichtseinheit. 

Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  QuadratmiUimeter  Querschnitt,  behistet 
mit  einem  Gewichte  von  1  Kilogramm,  verlängert  sich  um  ,^^'  ihrer  ursprOng- 
lichen  Länge.  Der  Elasticitäts-Modulus  für  Schmiedeisen  ist  daher  gleich  20000 
zu  setzen,  wenn  der  Millimeter  als  Längeneinheit,  und  das  Kilogramm  als  Ge- 
wichtseinheit angenommen  wird. 

(Eine  schmiedeiserne  Stange  von  1  Quadratzoll  Querschnitt,  belastet  mit 
einem  Gewichte  von  1  Pfund,  verlängert  sich  um  34  (^  qqq  ihrer  ursprünglichen 
Länge.  Der  Elasticitäts-Modulus  für  Schmiedeisen  würde  also  gleich  24  000  000 
zu  setzen  sein,  wenn  der  Zoll  —  statt  des  Millimeters  —  als  Längeneinheit, 
und  zugleich  das  Pfund  —  statt  des  Kilogramms  —  ak  Gewichtseinheit  ge* 
wählt  wurde.) 

Wenn  der  Elasticitäts-Modulus  des  Materials  mit  E  bezeichnet 

wird  —  fllr  den  Millimeter  als  Längeneinheit  und  das  Kilogramm 

1 
als  Gewichtseinheit  —  so  .ist  -y  das  Verlängerungs-Verhältniss, 

welches  1  KU.  Belastung  an  einer  Stange  von  1  Quadratmillimeter 
Querschnitt  hervorbringt.  Nach  dem  Gesetze  der  Proportionalität 
zwischen  Spannung  und  Verlängerung  ist  das  Verlängerungs-Ver- 
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hältniss  d,   welches  eine  Belastnng  von  S  Kilogrammen  jener 
Stange  ertheilt,  «S-mal  so  gross,  also: 

595)  <J  — 5--^. 

Nach  dieser  Gleichnng  lässt  sich  anch  für  eine  beliebig 
gegebene  Stange  desselben  Materials,  von  F  Qnadratmillimetem 
Querschnitt  und  /  Millimetern  Länge,  die  Verlängerung  X  berech- 
nen, welche  durch  ein^  beliebig  gegebene  Belastung  von  Q  Kilo- 
grammen hervorgebracht  wird.  Wenn  man  diese  Stange  als  ein 
Bündel  von  F  einzelnen  Stangen  von  je  1  Quadratmillimeter  Quer- 
schnitt ansieht,  und  mit  «S  den  Gewichtsantheil  bezeichnet,  welchen 
jede  einzelne  dieser  Stangen  zu  tragen  hat,  oder  die  Spannung 
pro  Quadratmillimeter  des  Querschnittes,  so  ist: 

596)  S  =  -p- 

zu  setzen ;  wenn  femer  das  der  Verlängerung  k  entsprechende  Ver- 
längerungs-Verhältniss  mit  d  bezeichnet  wird,  so  ist: 

597)  5  =  -y- 

Nach  Substitution  der  für  5  und  d  gefundenen  Werthe  nimmt 
Gleichung  595)  die  Form  an: 

598)  -7-  =  -^  •  "r  >     oder:     A  =    ^ 


/  FE'     """*  •  FE 

Eine  2000">">  lange  schmiedeiserne  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Recht- 
eck von  lO'"'"  Breite  nnd  40'"°>  Länge  bildet,  erh&lt  durch  eine  Belastung  Yon 
3000  Eil.  die  Yerl&ngening: 

,  3000.2000  A-r^M-ir      * 

^-  10.40.20  000  "^>^^^'°"^^- 

Setzt  man  ^»1  und  X^l,  so  erh&lt  man  aus  GleichuDg  598):  E^^Q; 
d.  h.  der  Elasticitäts-Modulus  kann  auch  definirt  werden  als  dasjenige  Gewicht, 
welches  die  Länge  einer  Stange  vom  Querschnitt  Eins  verdoppeln  würde  ^ 
falls  die  bei  solcher  Belastung  eintretende  Spannung  die  Elasticitäts- Grenze 
nicht  fiberschritte. 

Wenn  man  (den  im  Eingange  dieses  Paragraphen  beschrie- 
benen Versuch  umkehrend)  die  Stange  am  unteren  —  statt  am 
oberen  —  Ende  befestigt  und  das  Gewicht  am  oberen  —  statt 
am  unteren  —  Ende  auf  die  Stange  wirken  lässt,  so  bringt  das- 
selbe eine  Druckspannung  und  in  Folge  dessen  eine  Ver- 
kürzung der  Stange  hervor.  Es  zeigt  sich  bei  diesen  letzteren 
Versuchen,  dass  fttr  die  Bestimmung  der  hervorgebrachten  Ver- 
kürzungen genau  dieselben  Gesetze  und  Gleichungen  gelten,  nach 


492  Fünfter  Abschnitt.   Cap.  XX.  §  132. 

welchen  im  vorigen  Falle  die  hervorgebrachten  Verlängerungen 
zu  berechnen  waren,  und  dass  bei  allen  Körpern  der  Elasticitäts- 
Modulus  für  Druckspannung  mit  dem  Elasticitäts-Modulns  ftlr 
Zugspannung  gleiche  Grösse  hat.  Da  Verkürzungen  als  nega- 
tive Verlängerungen  und  Druckspannungen  als  negative  Zugspan- 
nungen betrachtet  werden  können,  so  folgt  hieraus,  dass  die  all* 
gemeine  Qleichung  598)  auch  für  negative  Werthe  von  Q  noch 
ihre  Gültigkeit  behält.  Der  Spannung  +  Q  entspricht  die  Ver- 
längerung +  A,  und  der  Spannung  —  Q  die  Verlängerung  —  A. 

§  132. 
Elasticitäts-Grenzen  und  FestigkeHs-CoefRcienten. 

Wenn  bei  dem  im  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  erwähn- 
ten Versuche  die  Belastung  der  Stange  über  eine  gewisse  Grenze 
hinaus  gesteigert  wird,  so  entsteht  eine  Verlängerung,  welche  beim 
Aufhören  der  Spannung  nur  th  eil  weise  wieder  verschwindet. 
Bei  noch  weiter  fortgesetzter  Steigerung  der  Belastung  erreicht  die 
Spannung  schliesslich  einen  zweiten  Grenzwerth,  bei  welchem  die 
Widerstandsfähigkeit  des  Materials  ganz  aufhört,  und  ein  Zer- 
reissen  der  Stange  eintritt. 

Diejenige  Grenze  Sy  bis  zu  welcher  die  Belastung 
einer  Stange  vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gestei- 
gert werden  kann,  ohne  eine  bleibende  Verlängerung 
hervorzubringen,  wird  die  Elasticitäts-Grenze  des 
betreffenden  Materials  genannt. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  erwähnt  wurde,  fällt  diese 
Grenze  zugleich  mit  derjenigen  Grenze  zusammen,  bis  zu  welcher 
das  (in  Gleichung  598  enthaltene)  Elasticitäts-Gesetz  noch  als  gültig 
betrachtet  werden  darf. 

Diejenige  Grösse  ^,  bis  zu  welcher  die  Belastung 
einer  Stange  vom  Querschnitt  Eins  höchstens  gestei- 
gert werden  kann,  ohne  ein  sofortiges  Zerreissen  zu 
bewirken,  wird  der  Festigkeits-Goefficient  des  be- 
treffenden Materials  genannt. 

Eine  schmiedeiseme  Stange  von  1  Qaadratmillimeter  Querschnitt  erleidet 
eine  bleibende  Yerlängerang,  wenn  ihre  Belastung  die  Grösse  von  15  Eil.  über- 
schreitet, und  zerreisst  bei  einer  Belastung  von  40  Kil.  Für  Schmiedeisen  ist 
daher  die  Elasticit&ts- Grenze  gleich  15  Kil.,  und  der  Festigkeits-Goefficient 
gleich  40  Eil.  zu  setzen. 
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Wenn  die  Elasticitäts-Grenze  S  und  der  Festigkeits-Goefficient 
f.1  des  Materials  aas  Versuchen  bekannt  sind,  so  findet  man  das- 
jenige Gewicht  P,  mit  welchem  eine  aus  diesem  Material  be- 
stehende Stange  von  F  Quadratmillimetern  Querschnitt  höchstens 
belastet  werden  darf,  wenn  keine  bleibende  Verlängerung  hervor- 
gebracht werden  soU,  aus  der  Gleichung: 

599)  P  =  S  .  F, 

und  dasjenige  Gewicht  Q,  welches  gerade  ausreichen  würde,  um 
ein  sofortiges  Zerreissen  der  Stange  zu  bewirken,  aus  der  Gleichung: 

600)  Q  ==  ^  .  P. 

Der  in  Gleichung  599)  angegebene  Werth  bezeichnet  zugleich 
den  äussersten  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  bei  praktisch  ausge- 
führten Gonstructionen  die  Belastung  jener  Stange  gesteigert  wer- 
den kann,  ohne  die  Sicherheit  der  Construction  zu  gefährden. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gew&hlte  schmiedeiserne  Stange 
von  400  Quadratmillimetem  Querschnitt  würde  höchstens  mit  dem  Gewichte 
P^lb  .  400  »»6000  Eil.  belastet  werden  dürfen,  wenn  die  Elasticit&ts-Grenze 
nicht  überschritten  werden  soll.  Das  zum  sofortigen  Zerreissen  dieser  Stange 
erforderliche  Gewicht  hat  die  Grösse  Q^AO  .  400  »16  000  Eil.  Zur  Berech- 
nung der  hervorgebrachten  Verlängerung  würde  die  allgemeine  Gleidiung  598) 
nur  so  lange  benutzt  werden  dürfen,  als  die  Belastung  die  Grösse  von  6000  Eü. 
nicht  überschreitet. 

Da  es  bei  praktisch  auszuführenden  Gonstructionen  in  der 
Regel  nicht  möglich  ist,  im  Voraus  alle  Umstände  gehörig  zu 
übersehen,  welche  auf  eine  Vergrösserung  der  Spannungen  in  den 
einzelnen  Constructions-Theilen  (oder  auf  eine  Verminderung  ihrer 
Widerstandsfähigkeit)  demnächst  hinwirken  können,  so  pflegt  man 

statt  der  Grösse  *S  einen  kleineren  Werth  —  je  nach  dem  Grade 

S  SS 

der  verlangten  Sicherheit  nur  die  Grösse  -^  oder  -^i  —  .  .  , 

—  als  praktisch  zulässige  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der 

Querschnittsfläche  anzunehmen. 

So  z.  B.  wird  für  Schmiedeisen  statt  15  Eil.  in  der  Regel  j^ur  eine  Span- 
nung von  6  bis  8  Eil.  pro  Quadratmillimeter  als  zul&ssig  betrachtet.  Die  oben 
als  Beispiel  gewählte  Stange  von  400  D™"*  Querschnitt  würde  daher  bei  prak- 
tisch auszuführenden  Gonstructionen  nur  für  eineBelastung  von  2400 bis  3200 Eil. 
als  hinreichend  stark  anzunehmen  sein,  obwohl  dieselbe  schlimmsten  Falls  noch 
eine  Belastung  von  6000  Eil.  mit  Sicherheit  zu  tragen  im  Stande  wäre  und  erst 
bei  einer  Belastung  von  16  000  Eil.  sofort  zerreissen  würde. 

Auf  ähnliche  Weise  ist  zu  verfahren  bei  der  Berechnung  der 
Tragfähigkeit  einer  Stange,  welche  einer  in  ihrer  Längenrichtung 
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wirkenden  Druckkraft  —  statt  einer  Zugkraft  —  ausgesetzt  ist. 
Die  in  analoger  Weise  zu  definirenden  Elasticitäts- Grenzen  und 
Festigkeits-Coefificienten  ftlr  Druckspannungen  sind  durch  beson- 
dere Versuche  zu  ermitteln,  und  statt  derjenigen  Spannung,  welche 
der  Elasticitäts- Grenze  entspricht,  ist  alsdann  —  wie  beim  yorigen 
Falle  —  ein  nach  den  Umständen  zu  wählender  Bruchtheil  der- 
selben als  praktisch  zulässige  Druckspannung  anzunehmen. 

Bei  langen  dtlnnen  Stangen,  welche  durch  Druckkräfte  in  ihrer 
Längenrichtung  zusammengedrückt  werden,  ist  jedoch  ausserdem 
noch  die  Möglichkeit  einer  gleichzeitig  erfolgenden  seitlichen  Aus- 
biegung ins  Auge  zu  fassen,  und  aus  diesem  Grunde  fttr  die  prak- 
tisch zulässige  Druckspannung  im  Allgemeinen  ein  kleinerer  Werth 
anzunehmen  als  bei  kurzen  dicken  Stangen.  Speciellere  Regeln  fttr 
die  Berechnung  der  Widerstandsfähigkeit  langer  dünner  Stangen 
gegen  Druckkräfte  ergeben  sich  aus  der  später  folgenden  „  Theorie 
des  Widerstandes  gegen  Zerknicken". 

Allgemeine  Regeln  fttr  die  Bestimmung  der  bei  praktisch  aus- 
zuftthrenden  Gonstructionen  als  zulässig  anzunehmenden  Zug-  oder 
Druck*  Spannung  lassen  sich  nicht  angeben.  Je  nach  der  Qualität 
der  verwendeten  Material- Sorte,  und  je  nach  dem  Grade  der  Mög- 
lichkeit, alle  Umstände,  welche  die  Sicherheit  der  Gonstruction 
gefährden  können,  entweder  ganz  auszuschliessen,  oder  wenigstens 
der  Berechnung  zu  unterziehen,  wird  eine  grössere  oder  kleinere 
,  Spannung  als  praktisch  zulässig  anzunehmen  sein.  Den  oberen 
Grenzwerth  dieser  zulässigen  Spannung  bildet  unter  allen  Um- 
ständen die  Elasticitäts- Grenze  des  verwendeten  Materials. 

Da  fttr  den  Elasticitäts-Modulus,  die  Elasticitäts-Grenze  und 
den  Festigkeits  -  Coefficienten  auch  bei  den  verschiedenen  Sorten 
eines  und  desselben  Materials  sehr  verschiedene  Werthe  sich 
ergeben,  so  ist  es  nicht  möglich,  bestimmte  ein  fttr  alle  Male 
gültige  Zahlenwerthe  dieser  Grössen  für  jeden  einzelnen  Körper 
anzugeben.  Um  die  genaueren  Werthe  zu  ermitteln,  hat  man  fttr 
jeden  speciellen  Fall  mit  der  zu  verwendenden  Material -Sorte 
specielle  Versuche  anzustellen.  Die  in  nachfolgender  Tabelle  (fttr 
das  Kilogramm  als  Gewichtseinheit  und  den  Millimeter  als  Längen- 
einheit) zusammengestellten  Zahlenwerthe,  von  denen  die  in  Klam- 
mem eingeschlossenen  auf  Druckspannung  sich  beziehen,  sind 
daher  nur  als  ungefähre  Mittelwerthe  anzusehen,  welche  bei  vor- 
läufigen allgemeineren  Untersuchungen  solange  benutzt  werden 
können,  bis  eine  genauere  Kenntniss  der  verwendeten  Materiid- 
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Sorte  gestattet,  die  in  den  speciellen  Fällen  etwa  noch  erforder- 
lichen Correctionen  zu  bestimmen. 


Elasticitäts- 
Modulus. 

Spannung  an 

der  Elastidt&ts- 

Grenze. 

Festigkeits- 
Coefficient. 

GuBseisen 

Schmiedeisen 

Eisendraht 

Stahl 

Gussstahl 

Kupfer 

Kupferdraht 

Zink 

Zinn 

Messing 

Messingdraht 

Bronze 

Blei 

Aluminium 

Süber 

Gold 

Platin 

Glas 

Holz 

Hanfseil 

Lederriemen 

Stein 

Ziegelstein 

Mörtel 

10  000 

20  000 

20  000 

20  000 

30  000 

10  000 

12  000 

9500 

3500 

6500 

10  000 

6000 

600 

6750 

7300 

8000 

16  000 

7000 

1000 

700 

7.5          [15] 
15             [15] 
30 
25 
65 

3 
12 

5 

13 

3 

1 

11 
13 
27 

2           [1,8] 

12           [70] 
40          [30] 
70 
80 
100 

25           [50] 
40 

4 

3 

12         [100] 
35 
25 

1,5          [5] 
20 
29 
27 
34 

3 

8             [5] 

5 

2,5 

[5] 

[0,6] 

[0,4] 

EINUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Widerstand  gegen  Biegung. 

§  133. 
Spannungen  im  gebogenen  Balken. 

Wenn  man  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens  in 
horizontaler  Lage  einspannt  und  das  andere  freie  Ende  desselben 
mit  einem  Gewichte  belastet,  so  wird  dnrch  diese  Belastung  eine 


496 


Fünfter  Abschnitt.    Gap.  XXI.  §  133. 


Biegung  des  Balkens  hervorgebracht;  der  vorher  geradlinige 
Balken  nimmt  eine  krummlinige  Form  an,  deren  convexe  Seite 
nach  oben  gerichtet  ist  (Fig.  498).    Betrachtet  man  den  Balken  als 

ein  Bündel  von  parallel  neben 
Fig.  498.  einander  liegenden,    in   unver- 

schiebbarer Lage  an  einander 
befestigten  Fasern,  so  findet 
man,  dass  beim  Eintreten  dieser 
Biegung  die  oben  liegenden 
Fasern  sich  verlängern,  die 
unten  liegenden  sich  ver- 
kürzen müssen.  Zwischen  der 
obersten  und  untersten  Fasemschicht  muss  irgendwo  eine  mittlere 
Fasemschicht  sich  befinden,  welche  weder  eine  Verlängerung  noch 

eine  Verkürzung^ erleidet;  diese 
Fig.  4d4.  mittlere  Fasemschicht  AB  (Fig. 

494)  wird  die  neutrale  Faser 
genannt. 

Die  Verlängerungen  der  obe- 
ren und  die  Verkürzungen  der 
unteren  Fasern  sind  um  so 
grösser,  je  weiter  die  Fasern 
von  der  neutralen  Faser  entfernt 
liegen.  Man  darf  annehmen, 
dass  die  einzelnen  Querschnitts-Ebenen  des  Balkens,  welche  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  rechtwinkelig  zur  geradlinigen  Achse 
des  Balkens  standen,  annäherungsweise  auch  nach  eingetretener 
Biegung  noch  ihre  ebene  Form  und  ihre  rechtwinkelige  Lage  zu 
der  nunmehr  gekrümmten  Achsenlinie  des  Balkens  überall  bei- 
behalten. Die  beiden  sehr  nahe  bei  eiiiander  liegenden  Quer- 
schnitts-Ebenen M  und  iV,  welche  vorher  einander  parallel  waren, 
nehmen  beim  Eintreten  der  Biegung  die  gegen  einander  conver- 
girenden  Lagen  CD  und  EF  an  (Fig.  495).  Die  zwischen  diesen 
beiden  Querschnitts-Ebenen  liegenden  Fasern- Abschnitte  hatten  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  sämmtlich  die  gleiche  Länge  MN.  Die 
Längenänderungen,  welche  diesen  Fasern-Abschnitten  durch  die 
Biegung  ertheilt  werden,  kann  man  finden,  indem  man  jene  ur- 
sprüngliche Länge  MN  von  der  einen  Ebene  EF  aus  auf  den 
Fasemrichtungen  abträgt,  oder  indem  man  durch  den  Punkt  M 
eine  Ebene  GH  legt,   welche  der  Ebene  EF  parallel  ist.    Die 
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zwischen  den  beiden  Ebenen  CD  nnd  GH  liegenden  Theile  stellen 
die  Längenänderungen  der  einzelnen  Fasern-Abschnitte  dar.  Nach 
Fig.  495  ist: 


Fig.  495. 


GC 


u 
w 


Aus  der  obigen  Annahme  folgt 
also,  dass  die  Längenänderungen 
der  einzelnen  Fasern- Abschnitte 
sich  verhalten  wie  ihre  Abstände 
von  der  neutralen  Faser,  und  da 
nach  dem  Elasticitäts-Gesetze  die 
Spannung  der  Längenänderung 
proportional  ist,  so  verhalten  sich 
auch  die  Spannungen  der  ein- 
zelnen Fasern -Abschnitte  wie 
ihre  Abstände  von  der  neutralen 
Faser. 

Wenn  also  mit  s  die  Spannung 
(pro  Quadratmillimeter  des  Quer- 
schnittes) fttr  die  im  Abstände  u 
von  der  Neutralen  befindliche  Faser  LQ  bezeichnet  wird  (Fig.  496), 
und  mit  S  die  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  des  Querschnittes) 
für  die  im  Abstände  w  befindliche  Faser  £C,  so  ist: 

601)     4  =  —'    oder: 

Um  die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen, 
hat  man  die  pro  Quadratmillimeter  ihrer  Querschnittsfläche  gefun- 
dene Spannung  zu  multipliciren  mit  der  Anzahl  der  Quadratmilli- 
meter, welche  ihre 
Fig.  497. 


// 


O' 


s 


=  S 


u 
w 


Fig.  496. 
E       C 


Querschnittsfläche  ent- 
hält   Denkt  man  sich 
die  ganze  Querschnitts- 
fläche    des     Balkens 
zerlegt    in    unendlich 
schmale  parallel    zur 
neutralen  Faserschicht 
liegende  Streifen,  und 
sieht  man  den  Flächeninhalt  /  des  in  der  Entfernung  u  von  der 
Neutralen  befindlichen  Streifens  als  Querschnitts-Fläche  jener  im 
Abstände  u  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Fasemschicht  an 


Bittor,  Udclunik.    &.  Aufl. 


32 


498 


Fünfter  Abschnitt.  Gap.  XXI.  $  133. 


(Fig.  497),  so  erhält  man  für  die  totale  Spannnng  derselben  die 
Grösse : 


u 


602)     s.f~S—f, 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zng- Spannnng  (positive  Span- 
nnng) anzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  oberhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck- Spannung 
(negative  Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  negativ  ist.  Der  obige  Ausdruck  kann 
daher  (ftlr  positive  sowohl,  als  fttr  negative  Werthe  von  u)  als 
allgemein  gütiger  Ausdruck  für  die  Spannung  irgend  einer  im  Ab- 
stände u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  betrachtet  werden. 
Wenn  man  sich  durch  eine  an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 
Querschnitts-Ebene  den  Balken  in  zwei  Theile  zerschnitten  denkt, 
und  untersucht,  welche  Kräfte  zur  Wiederherstellung  des  Gleich- 
gewichtszustandes fttr  das  Stück  BN  bh  der  Schnittfläche  des- 
selben angebracht  werden  mttssten,  so  findet  man:  dass  zunächst 
an  der  Schnittstelle  jeder  einzelnen  Faser  eine  in  die  Längen- 
richtnng  derselben  £allende  Kraft  anzubringen  ist  von  gleicher 
Grösse  mit  der  Spannung,  welche  vorher  in  der  Faser  an  dieser 
Stelle  vorhanden  war  (Fig.  498).   Diese  Spannungs- Widerstände  der 

*  einzelnen  Fasern  können,  wenn 

Fig.  498.  die  Biegung  —  wie  vorausge- 

setzt werden  soll  —  eine  sehr 
geringe  ist,  als  Horizontal-Kräfte 
angesehen  werden.  Ausserdem 
ist  an  der  Schnittfläche  noch 
eine  vertical  aufwärts  wirkende 
Kraft  V  anzubringen,  da  jene 
Horizontal-Kräfte  für  sich  allein 
nicht  ausreichen  würden,  um 
der  vertical  abwärts  wirkenden 
Kraft  K  das  Gleichgewicht  zu 
halten.  Diese  Kraft  V  darf  — 
bei  der  vorausgesetzten  geringen  Abweichung  der  Schnittfläche 
von  der  Vertical  -  Ebene  —  als  eine  längs  der  Trennungsfläche 
aufwärts  wirkende  Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche 
einer  Verschiebung  des  Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegen- 
wirkt, und  wird  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  genannt. 
Da  die  Kräfke  V  und  K  die  einzigen  Verticalkräfte  sind,  welche 
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anf  das  Stttck  B  N  wirken ,  so  ist  nach  den  allgemeinen  Gleich- 
gewichts- Bedingungen : 

603)     V=K. 

In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungswider- 
ständen der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen  Ab- 
scheerung  thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  {K\ 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Ver- 
schiebung längs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontal -Kräfte,  welche  auf  das  Stück  ^iV 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern. 
Oberhalb  der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach 
links,  unterhalb  derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische 
Summe  dieser  Horizontal  -  Kräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach 
Gleichung  602)  ist  also: 


604)     ^(^«/)  =  0. 


s 

Wenn  man  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 

605)    :^(/i/)  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Momenten  -  Summe  sämmt- 
licher  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  497)  in  Bezug 
auf  den  in  der  neutralen  Fasemschicht  liegenden  Horizontal-Durch- 
messer  A^iV,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich 
Null  ist.  Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  kann  statt  dieser 
Momenten- Summe  auch  das  Product  aus  der  ganzen  Querschnitts- 
fläche in  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  ge- 
setzt werden,  und  da  dieses  Prodact  gleich  Null  ist,  so  folgt  hier- 
aus, dass  der  Schwerpunkt  der  Querschnittsfläche  in  der  neutralen 
Achse  NN  selbst  liegt.  Durch  Gleichung  604)  wird  also  die  lAge 
der  neutralen  Achse  bestimmt;  diese  Gleichung  drückt  aus:  dass 
die  neutrale  Fasernschicht  diejenige  ist,  welche  durch 
die  Schwerpunkte  sämmtlicher  Querschnittsflächen 
hindurchgeht. 

Die  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen  erfordern  ausser- 
dem noch:  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  das  Stttck  BN  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Achse,  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  498  rechtwin- 
kelig zur  Bildfläche  stehenden  neutrale  Achse  N  gleich  Null  ist 
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Es  muss  also  das  statische  Moment  der  Kraft  K^  welche  fttr  sich 
allein  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete  Drehung  hervor- 
bringen würde,  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Spannnngswiderstände  sein,  deren  jeder  fUr  sich  allein  eine  Yon 
rechts  nach  links  gerichtete  Drehung  um  die  Achse  hervor- 
bringen würde.  Das  statische  Moment  des  Spannungswiderstandes 
der  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  ist  gleich 

— —  •  u ;  folglich  ist  : 

606)  ^(^'i^  =  K.x, 

oder  in  Worten  ausgedrückt:  das  Widerstandsmoment  der 
Fasernspannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  bie- 
genden Kraft. 

«S 
Die  Grösse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  auch  vor  das  Sum- 
mationszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

607)  -^:SiM  =  Ka;. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  ^{Ju^)  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  aus  den  einzelnen  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  neutralen  Achse,  oder 
das  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Schwerpunktsdurchmesser  derselben.  Wenn 
man  dieses  Trägheits- Moment  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  einfachere  Form  an: 

608)  ~%=Ka:. 
w 

Für  den  Fall,  dass  ausser  der  Kraft  K  noch  andere  Vertical- 
kräfte  auf  das  Stück  -ß.V  wirken,  würde  man  statt  Kx  die  Summe 
der  statischen  Momente  aller  dieser  biegenden  Kräfte  zu  setzen 
haben.  Wenn  man  also  allgemein  mit  3R  die  Momenten- Summe 
der  biegenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  des  Quer- 
schnittes bezeichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  die  noch 
einfachere  und  allgemeinere  Form  geben: 

609)   —  3;  =  a». 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  «S  die  Spannung  (pro  Qnadrat- 
nüUimeter  des  Querschnittes)  für  die  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
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tralen  befindlichen  Faser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  vorausge- 
setzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten 
von  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich 
die  stärkste  Spannung  (pro  D"°*),  welche  in  der  ganzen  Quer- 
schnittsfläche vorkommt.  Die  obige  Gleichung  kann  daher  in  der 
Form: 

610)     S  =  -^5IR 

benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  zu  berjechnen,  sobald  die  drei  Grössen  «',  %  und  Wl  ge- 
geben sin4^  Diese  Spannung  ist  eine  Zug- Spannung,  wenn  die 
Grössen  to  und  SSI  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind,  eine 
Druck -Spannung  dagegen,  wenn  von  den  beiden  Grössen  w  und 
3K  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

§  134. 
TrägheHs-Momente  der  Querschnittsflächen. 

Wenn  man  bei  den  in  §  109  ausgeführten  Berechnungen  der 
Trägheits-Momente  ebener  Platten  statt  der  Massen-Theilchen  die 
Fl ächen-Th eilchen  mit  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von  der 
Achse  multiplicirt,  so  erhält  man  statt  des  Trägheits -Momentes 
der  Platte  das  TrägheitsMoment  einer  ebenen  Fläche  von  gleicher 
Form.  Es  ist  daher  nur  nöthig,  den  Factor  y,  welcher  die  auf 
der  Flächeneinheit  enthaltene  Masse  bezeichnete,  in  den  dort  ge- 
fundenen Ausdrucken  fortzulassen,  um  die  gesuchten  Trägheits- 
Momente  der  Flächen  zu  erhalten.  Wenn  das  Trägheits-Moment 
der  Platte  mit  T,  und  das  Trägheits -Moment  der  Fläche  mit  Z 

bezeichnet  wird,  so  ist: 

T 
%  =  —' 

y 

Hiemach  ergiebt  sich  z.  B.  fUr  das  Trägheits-Moment  der 
rechteckigen  Querschnittsfläche  (Fig.  428)  in  Bezug  auf  den  hori- 
zontalen Schwerpunkts-Durchmesser  des  Rechtecks  aus  Gleichung 
4S5)  der  Werth:' 

611J    2  =  -^- 

Die  in  Fig.  499  dargestellte  Querschnittsfläche  kann  als  Difi^e- 
renz  der  beiden  Rechteckflächen  BH  und  bh  angesehen  werden; 
das  Trägheits -Moment  einer  solchen  Querschnittsfläche  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Schwerpunkts-Durchmesser  ist  also: 
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;i2)     %  = 


Fig  49» 


Fig  &00 


12  12   ■ 

Dieselbe  Gleicbnog  gilt  auch  für  die  in  Fig.  500  dargestellte  Qaer- 
schnittBform.  Auf  ähnliche  Weise  kSDoen  die  Trägbeits-Momeiite 
anderer  Qnerschnittsflächen, 
welcbe  auf  die  Grundform 
des  KechteckB  sich  znrUck- 
^hren  lassen,  bestimmt  wer- 
den, sobald  dieselben  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  den 
horizontalen  Schwerpnnkts- 
Durchmesser  geformt  sind. 
So  z.  B.  erhält  man  für  das 
-  Trägbeits-Moment  der  m  Fig  501  dargestellten  Qnerscbnittsfläcbe, 
welche  als  Summe  zweier  Rechteckfläehen  betrachtet  werden  kann, 
den  Werth: 

bh'         b,h\ 
12    "^     12    ' 


Fig.  601. 


613)     I=- 


nnd  fttr  das  Trägbeits-Moment  der  in  Fig. 
503  dargestellten  Qaerscbuittsfläche  ergiebt 
sich  der  Werth: 

614)    Z^Ä^^^-kJ^. 
^'^^^    *■  12  12  12 

Bei  unsymmetrischen  Formen  ist  zu- 
vor dieLage  des  horizontalen  Scbwerpunkts- 
DurcbmesBers  zu  bestimmen.   Kach  dea  in  §  48  gefundenen  Regeln 
erhält  man  z.  B.  in  Bezog  auf  Fig.  503  die  Gleichnngen: 
A,A,a:,  =  b,k,x,    und 

aus  denen  för  x,  und  ^r,  die  Werthe  sieb 
ergeben: 

yÄ,A,(A,+AJ 


-^A,A.(A,+A,) 
*»=     A,A,+M. 
Ffir  die  Trägheitsmomente  X,  and  Zt 
der  beiden  einzelnen  Rechtecke  in  Be- 
zug auf  den  horizontalen  Schwerpunkts- Durchmesser  der  ganzen 
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Fläche  erhält  alsdaim  dnrch  Anwendung  des  in  Oleichaog  483) 
enthaltenen  Satzes  die  Gleichungen : 

Fig.  603.  a:.  =  4t^  +  M.*?  iBd 

woranf  das  Trägbeits-Uoment  der  ganzen 
Fläche  zn  bestimmen  ist  ans  der  Qlei- 
chang: 

%  =  %,  +  Z,. 
Das  Trägheita  -  Moment  einer  kreis- 
förmigen Qnerschnittefläche  (Fig.  43S)  in 
Bezng  auf  den  Darchmesser  derselbCD 
ist  nach  Gleichung  488): 

615)    Z  =  ^R\ 
oder,  wenn  mit  D  der  DoichmesBer  des  Kreises  bezeichnet  wird: 

Die  Ringfläche  (Fig.  504)  kann  als  DiflV 
renz  zweier  Kreisflächen  von  den  Dnrch- 
j  If    messem  D  nod  d  angesehen  werden.    Das 
_2        Trägheits-Moment  derselben  ist  also: 


§  135. 
Berwbniig  dar  Miximd-SinuHiaif. 

Ans  Gleichung  608)  ergtebt  sich,  dass  die  grßsste  in  einem 
Querschnitt  rorkommende  Spannung  an  den  Terschiedenen  Stellen 
des  Balkens  verschiedene  Grossen  hat;  denn  die  GrBsse  >S  hängt 
ab  von  dem  Momente  der  biegenden  EjbA  Tind  wird  am  grfissten 
da,  wo  der  Hebelarm  x  seinen  grOsstes  Werth  annimmt,  d.  h.  in 
demjenigen  Querschnitte,  welcher  mit  der  Sefesügungsstelle  zu- 
sammenfällt   Setzt  man  ^  ^  /,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

618)    —Z  —  Kl, 

in  welcher  die  Grosse  S  nunmehr  die  grOsate  in  dem  ganzen 
Balken  Oberhaupt  vorkommende  Spannung  bezeichnet 
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FUr  einen  Balken  von  rechteckigem  Qaerscbnitte  (Fig.  606) 
ist  ti>  =  —  nnd  nach  Gleichung  611):  S;  =  -7n-  zu  setzen,  nimmt 
also  die  obige  Gleicbong  äie  Form  an: 
619)    ^=Ki. 

Wenn  man  z.B.  X— 125  KU.,  /— 800"",  6  —  20™,  A— 100""  Betet,  ■<> 

erhalt  man  für  die  grfiaste  in  dem  Balken  vorkommende  Spannong  den  Werth: 

„      6^/      6.125.800      ,_., 

Fig.  W)6.  ^""W 20  .  100' '*^- 

m  Dieser  Wertb  iat  onabh&Dgig 

^^  TOn  der  Beschaffenheit  des  Ma- 


treffende  Material  ab  znl&aBig  zn 
betrachtenden  Spannung  findet 
man  alsdann:  ob  die  Widerstands- 
nbigkeit  des  Balkens  der  biegenden  Kraft  gegenOber  ^e  hinreichende  OrOsse 
hat,  oder  umgekehrt:  vle  gross  die  letztere  höchstens  sein  darf,  wenn  jene 
Grenze  nicht  Oberfichiitten  werden  soll.  So  z.B.  wOrde  man  für  einen  scbmied- 
elsernen  Balken  von  den  oben  angenommenen  Dimensionen  finden,  dass  ^ 
Kraft  £  bis  anf  das  Doppelte  (also  bis  auf  250  Eil.)  vergrössert  werden  kann, 
ohne  dass  die  (fttr  Schmiedeisen)  als  praküsch  zut&ssig  anzonehmende  Span- 
nung Ton  6  Kil.  pro  0"°  überschritten  wird. 

Wenn  die  biegende  Kraft  nnd  die  Grösse  der  znläesigen  Span- 
nung gegeben  siDd,  so  kann  die  allgemeine  Gleicbnng  618)  auch 
zur  Berecbnnng  der  erforderlicbeD  Querschnitts  •  Dimensionen  be- 
nutzt werden. 

FUr  einen  Balken  von  kreisförmigem  Querscbnitte  (Fig.  506) 

Fig.  506.  ist  ""^-ä-  und  nach  Gleicbnng  6 16) 

^  1« -T-r  1^'  zu  setzen;  man  erb&lt 

-^  64 

^■1       also  nach  Gleichung  6tS): 

™>4f ''"-■*''■ 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man 
die    Grösse    ä    als    erforderlichen 
DurcbmesBer  des  cylindriscben  Balkens  berechnen. 

Setzt  man  i.  B.  /— =  1,6  d,  K—  1000  Kil.  nnd  als  praktisch  zuUssige  Span- 
nnng  (für  Onsstisen)  S— -3  Kfl.,  so  erhält  n 
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Auf  diese  Weise  würde  der  erforderliche  Durchmesser  eines  Wellen- 
zapfens zu  berechnen  sein,  wenn  man  (der  grösseren  Sicherheit  wegen)  an- 
nimmt, dass  der  Gegendruck  des  Zapfenlagers  an  dem  äusseren  Ende  des 
Zapfens  seinen  Angrifispunkt  hat  (was  bei  ungenauer  Bearbeitung  des  Zapfen- 
lagers vorkommen  kann). 

Die  grösste  Spannung  in  einem  an  beiden  Endpunkten  unter- 
stützten Balken  BB^^  der  an  irgend  einem  Zwischenpunkte  A  mit 
einem  Gewichte  Q  belastet  ist  (Fig.  507) ,  kann  ebenfalls  nach 

Gleichung  618)  berechnet  wer- 
Fig.  507.  den,  wenn  mit  K  der  Gegen- 

druck des  einen  StützpunkteSi 
und  mit  /  die  Entfernung  des- 
selben von  dem  Belastungs- 
punkte bezeichnet  wird.  Denkt 
man  sich  den  Theil  AB^  in 
eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  findet  man,  dass  der  Theil  AB  m  demselben  Biegungszustande 
sich  befindet,  wie  der  in  Fig.  605  dargestellte  Balken  —  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  biegende  Kraft  hier  nach  oben  wirkt, 
und  in  Folge  dessen  die  grösste  Zugspannung  in  der  unteren 
Faser  stattfindet.  Wenn  man  fttr  den  Gegendruck  K  alsdann  den 
aus  der  Gleichung  des  Hebels:  Jf  (/  +  /,)=  Q/,  sich  ergebenden 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


L. 


^Q 


621) 


w 


1  = 


QU. 


(Da  K^  /i  "=  Kl  ist,  so  gelangt  man  zu  eben  derselben  Gleichung, 
wenn  man  die  in  dem  Theile  AB^  stattfindende  grösste  Span- 
nung aufsucht.) 

Wenn  die  Belastung  eines  an  beiden  Endpunkten  unterstüts- 

ten  Balkens  gleichförmig  über 
^^-  ^^-  seine  Länge  L  vertheilt  ist, 

und  mit  p  die  auf  jeder  Län- 
geneinheit enthaltene  Belastung 

bezeichnet  wird,  so  ist  K=  2^ 

der  Gegendruck  jedes  der  bei- 
den Sttltzpunkte,  und  ;^^  die 
Belastung  des  Theils  BJH  =  a; 
(Fig.  508).    Denkt  man  sich  den  Theil  AM  in  eine  feste  Wand 
eingeschlossen,  so  findet  man,  dass  der  aus  der  Wand  hervor- 
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ragende  Theil  BM  angesehen  werden  kann  als  ein  Balken,  der 
unter  Einwirkung  zweier  biegenden  Kräfte  sich  befindet,  näm- 
lich der  aufwärts  biegenden  Kraft  K  und  der  abwärts  biegenden 
Kraft  px.  Die  in  dem  Querschnitte  M  hervorgebrachten  Biegoügs- 
apannungen  entsprechen  also  der  Differenz  der  statischen  Momente 
dieser  beiden  Kräfte,  und  in  der  allgemeinen  Gleichung  609)  ist 
fllr  die  Grösse  SD?  in  diesem  Falle  der  Werth  zu  substituiren : 

Für  die  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Endpunkte  statt- 
findende grösste  Spannung  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

622)  —%^^x{L  —  x\ 

w  2 

Das  Product  der  beiden  Abschnitte  x  und  L  —  x  wird  am 

grössten,  wenn  x=L  —  o?  =  —  gesetzt  wird.    Die  grösste  in 

dem  Balken  überhaupt  vorkommende  Spannung  findet  also  in  der 
Mitte  des  Balkens  statt  und  ist  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

623)  ^%^^- 
w  8 

Das  eigene  Gewicht  eines  prismatischen  Balkens  bildet  eine 
gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte  Belastung.  Wenn 
mit  y  das  Gewicht  eines  Gubikmillimeters  und  mit  F  die  Quer- 
schnittsfläche des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Gewicht 
eines  Theiles  von  1  Millimeter  Länge: 

Die  grösste  Biegungsspannung,  welche  durch  das  eigene  Ge- 
wicht des  Balkens  in  demselben  hervorgebracht  wird,  ergiebt  sich 
also  aus  der  Gleichung: 

624)  ^%^LU±.. 
w  8 

Für  einen  parallelepipedischen  Balken  von  der  Höhe  h  and  der  Breite  b 
nimmt  diese  Gleichong  die  Form  an: 

Die  L&nge,  bei  welcher  der  Balken  noch  im  Stande  ist,  sein  eigenes  Ge- 
wicht  zu  tragen,  wird  also  bedingt:  einerseits  durch  den  Quotienten  — ,  welcher 
von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  durch  den  Quo- 
tienten -j-  oder  das  Yerh&ltniss  der  Höhe  zur  Länge.    Für  Schmiedeiaen  ist 
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^^qku.^000007  7  zu  setzen,  und  wenn  man  als  zulässige  Spannung  5»  6 KU. 
annimmt,  so  erh&lt  man  für  einen  Balken,  dessen  Höhe  gleich  dem  zehnten 
Theile  der  Länge  ist,  als  zulässige  Länge: 


3  *  0,000X)077 


-L  «  103  900»"»  —  103,9  Meter. 
10  * 


Für  einen  Balken  von  der  in  Fig.  499  dargestellten  Querschnittsform  wäre 

%  = ^ »  W'^-Y-yP^BH  —  hh  zu  setzen,  und  die  zulässige 

Länge  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


6^ 


l«y(^ir— 6Ä)^,    oder: 


T  (f)  m 


1  — 


1  — 


TT 
BH 


Setzt  man  beispielsweise  -^  »  -^  «  o,9,  so  erhält  man : 

^-4(f)(:f)'."- 

Dem  hohlen  Balken  würde  also  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine 
1,81  mal  so  grosse  Länge  gegeben  werden  dürfen  als  dem  massiven  Balken. 

Setzt  man  j  i  =  /  und  /  —  a;=^  z  in  der  oben  für  9W  ge- 
fundenen Gleichung,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

625)    ü»=;,^A=Lflj. 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  das  dem  Werthe  ^  »b  o 
entsprechende  grösste  Biegungsmoment  die  Grösse: 

626)    aRo  — -^» 

und  wenn  man  die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  dividirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 


627) 


m 


2»o 

Fig.  509. 


1  — 


P 


pP 


Die  graphische  Darstel- 
lung des  Gesetzes,  nach  wel- 
chem 9)t  mit  z  sich  ändert, 
f&hrt  zu  einer  Parabel,  deren 
Ordinate  in  der  Mitte  das 


Maximalmoment  -^^  darstellt  (Fig.  509).    Da  die  grössten  Bie- 
gungsspannungen in  den  verschiedenen  Querschnitten  sich  ver- 
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halten  wie  die  Grössen  der  daselbst  stattfindenden  Biegnngsmo- 
mente,  so  ftlhrt  die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach 
welchem  die  Grösse  aS  mit  z  sich  ändert,  ebenfalls  zu  einer  sol- 
chen Parabel,  und  zwar  würde  die  Pfeilhöhe  dieser  letzteren  die 

w 

Z 


Grösse  So  =  -=r  •  üßo  erhalten. 


§  136. 
Trager  von  gleichem  Wideretande. 

Aus  der  allgemeinen  Gleichung  610)  ist  zu  ersehen,  dass  die 
grösste  in  einem  bestimmten  Querschnitte  vorkommende  Spannung 

w 
S  dem  Producte  der  beiden  Grössen  SOt  und  -^  gleich  ist ,  also 

einerseits  von  dem  Momente  der  biegenden  Kraft,  andererseits 
von  der  Querschnittsform  an  der  betrefifenden  Stelle  des  Balkens 
abhängt.    Man  kann  dem  Balken  eine  solche  Form  geben,  dass 

das  Product  der  beiden  Grössen  Wt  und  -^  ftir  alle  Stellen  des 

Balkens  gleiche  Werthe  annimmt.  In  diesem  Falle  wird  die 
grösste  Spannung  ebenfalls  in  allen  Querschnittsflächen  gleiche 
Werthe  erhalten,  und  der  Balken  wird  alsdann  ein  „Träger  von 

gleichem   Widerstände"  genannt     Wenn  also  mit  SK,   und  -~- 

resp.  die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  die  veränderlichen 

Grössen  ÜR  und  -^  an  einer  bestimmten  willkürlich  zu  wählen- 

den  Stelle  des  Balkens  annehmen,  so  ergiebt  sich  als  allgemeine 
Fig.  510.  Bedingungsgleichung  fllr  einen  Trä- 

ger von  gleichem  Widerstände  die 
Gleichung: 


628)    3W-=-  =  aW, 


2;         '  2:, 

Fttr  den  in  Fig.  510  dargestellten 
Fall  kann  ÜR,  =  Kl  und  ÜR  =  ^a: 
gesetzt  werden,  nimmt  also  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

Wenn   der  Balken  überall   einen  kreisförmigen  Querschnitt 
erhalten  soll,  so  ist  nach  der  in  Fig.  510  gewählten  Bezeichnung 


Träger  Yon  gleichem  Widerstände. 


509 


w  =^  Q^%  =  —  ß^,  u\  =  r,  3;,  =  —  ;"»  zu  setzen,  und  man  er- 


hält die  Gleichung: 


630) 


X 


7^  l    ' 

aus  welcher  für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  der  zugehörige 

Werth  von  q  berech- 


Fig.  511. 


net  werden  kann,  so- 
bald die  Grösse  r  nach 
den  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen 
Regeln  zuvor  bestimmt 
worden  ist  (aus  der  Glei- 


71 


chung  S  —  r^  =  Kl). 
Für  rechteckige   Querschnittsformen    ist  nach   Fig.   611   zu 


setzen:    «^  =  -^>      2;  = 


zw 


W,=—j       S,  = 


bh' 


und 


^2-1        2  '      '^'         12 
die  Gleichung  629)  nimmt  nach  Substitution  dieser  Werthe  die 
Form  an: 


Fig.  512. 


Fig.  518. 


631) 


X 


l 


AM* 


Setzt  man  hierin  s^^b^ 
so  erhält  man  für  einen  Trä- 
ger von  constanter  Breite 
(Fig.  512  als  AuMss  und 
Fig.  513  als  Grundriss)  die 
Gleichung : 

tt*  X 


632) 


1 

^4 


Fig.  5U.  i  Ä 


aus  welcher  für  jeden  Werth  von  x  die  zugehörige  Höhe  des 

Balkens  bestimmt  werden 
kann.  Die  Begrenzungs- 
linie des  verticalen  Längen- 
Durchschnittes  ist  in  diesem 
'^  Falle  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  B  mit  dem 
Angriffspunkte  der  Kraft  K 
zusammenfällt 

Setzt  man  ti  =«  A  in  Glei- 


Fig.  515. 


B 


510 
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chnng  631)y  so  erhält  man  ftlr  einen  Träger  von  constanter  Höhe 
(Fig.  514  als  Aufriss  and  Fig.  516  als  Gmndriss)  die  Gleichnng: 


z 
J 


X 


633)     -^  =  7" 


ans  welcher  sich  ergiebt,  dass  der  Balken  in  diesem  Falle  eine 
dreieckige  Grnndrissform  erhält. 

Der  Querschnitt  an  der  Befestignngsstelle  ist  in  beiden  Fällen 
nach  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Regeln  za  berech- 

nen  (aus  der  Gleichung  — ^ —  =  Kl), 

Bei  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens  yertheilter  Be- 
lastung von  der  Grösse  ji  pro  Längeneinheit  ist: 

zu  setzen,  und  bei  rechteckigem  Querschnitte  sind  die  Dimensio- 
nen desselben  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


634) 


zw 


a^ 


Wenn  hierin  ä  =  A  gesetzt  wird,  so  erhält  man  für  die  ver- 
änderliche Höhe  des  Querschnitts  die  Gleichung: 

X 


u 
J 


l 


Fig.  &16. 


Für  diesen  Fall  nimmt  also  der  Balken  die  in  Fig.  516  (als 

Aufriss)  und  Fig.  617  (als 
'•"^  ^  Grundriss)      dargestellte 

Form  an. 

Wenn  dagegen  u^==^  h 
gesetzt  wird,  so  ist  die 
veränderliche  Breite  zu 
berechnen  aus  der  Glei- 
chung: 

z  X* 

welche  zeigt,  dass  im 
letzteren  Falle  die  Begrenzung  der  Grundrissform  durch  zwei 
Parabeln  gebildet  wird,  deren  Scheitelpunkte  mit  dem  freien 
Endpunkte  zusammenfallen,  und  deren  gemeinschaftliche  Achse 


Fig.  517. 


\x 


■K 


Träger  Ton  gleichem  Widerstände. 
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^ 


Fig.  518. 


rechtwinkelig  zur  Achse  des  Balken  gerichtet  ist  (Fig.  618  and 
Fig.  619). 

Für  den  an  beiden  End- 
punkten unterstützten  Bal- 
ken mit  gleichförmig  ttber 
die  Länge  vertheilter  Be- 
lastung ist  (nach  Fig.  609 
und  Fig.  620): 

zu  setzen,  und  bei  recht- 
eckigem Querschnitte  sind 
die  Dimensionen  desselben 
zu  berechnen  aus  der  Glei- 
chung: 


Fig.  619. 


635) 


zur 


P 


Wenn  man  hierin  z  ==^  b  setzt,  so  erhält  man  fllr  die  verän- 
derliche Höhe  des  Querschnitts  die  Gleichung: 


w 


+ 


=  1, 


Fig.  620. 


wnimtHBWtHtwHnimiiwiiiiiMi 


Fig.  521. 


1—09 


\Z 


welche  zeigt,  dass  in 
diesem  Falle  der  ver- 
tikale Längendurch- 
schnitt von  einer  El- 
lipse begrenzt  ist 
(Fig.620undFig.621). 
Wenn  man  dage- 
gen u  =  h  setzt,  so 
erhält  man  ftlr  die 
veränderliche  Breite 
die  Gleichung: 

h  -^      T-' 

welche  zeigt,  dass  in  diesem  Falle  das  Grundrissprofil  durch 
zwei  Parabeln  gebildet  wird,  deren  gemeinschaftliche  horizontale 
Achse  rechtwinkelig  zur  Längenrichtung  in  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  Auflagerpunkten  liegt  (Fig.  622  und  Fig.  623). 
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Fünfter  Abschnitt.   Cap.  XXI.  §  136. 


Bei  der  in  Fig.  524  dargestellten  Art  der  Belastung  nimmt 
bei  jeder  Lage  des  Gewichtes  Q  das  Biegongsmoment  stets  an 

der      Belastongsstelle 

Z jg       U-ac 

imnmiimniniinnnHiniil>n[tniuiiiiiininHiiimiiiiunniH 


Fig.  522. 


Fig.  528. 


den  grössten  Werth  an, 
und  dasselbe  hat  an  die- 
ser Stelle  die  Grösse: 


oder: 


Q{P  —  a^) 


21 
Indem  man 


1 
l 


setzt,  erhält  man  wie  im  vorigen  Falle  ftlr  das  Verhältniss  der 
Blegnngsmomente  die  Gleichong: 


Fig.  524. 


m 


Lp(P-a^) 


^) 


w 


Wenn  also  die  Bedingung 
gestellt  wäre,  dass  fbr  alle  La- 
^-^  gen  der  Belastung  die  Maxi- 

^C  Jl-^e  malspannung   gleiche    Werthe 

1^     annehmen  soll,  so  würde  man 
dem  Balken  dieselbe  Form  wie 
im    vorigen    Falle    zu   geben 
haben. 
Wenn  an  dem  freien  Ende  eines  in  horizontaler  Lage   am 
anderen  Endpunkte  befestigten  Balkens  ein  Kräftepaar  vom  Mo- 
mente 9)t  =  £*/  wirkt,  so  hat  fUr  alle  Stellen  dieses  Balkens  das 

Moment  der  biegenden  Kraft  die 
constante  Grösse  Tl=^Kl^  und  als 
Körper  von  gleichem  Widerstände 
muss  der  Balken  in  diesem  Falle 
eine  prismatische  Form  erhal- 
ten. Bei  dem  in  Fig.  525  darge- 
stellten Falle  würde  daher  dem 
Theile  Ä  C  eine  prismatische  Form 
zu  geben  sein,  während  der  Theil  A  B  einen  nach  Gleichung  629) 
zu  bestimmenden  veränderlichen  Querschnitt,  z.  B.  bei  con- 
stanter  Breite  ein  parabolisches  Profil  (oder  bei  constanter  Höhe 
eine  dreieckige  Grundrissform)  erhalten  würde. 


Fig.  525. 


K 


G 


l     B 


K 


Elastische  Linie^ 
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Die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Resultate  bedürfen  insofern  noch 
einer  Gorrection,  als  auf  den  erforderlichen  Widerstand  gegen  Abscheerung 
(Gleichung  603)  bei  diesen  Rechnungen  keine  Rücksicht  genommen  wurde. 
Mit  Berücksichtigung  desselben  findet  man,  dass  in  allen  diesen  F&Uen  der 
Querschnitt  des  Balkens  nach  dem  Endpunkte  hin  nicht  bis  auf  die  Grösse 
Null  abnehmen  darf,  sondern  nur  bis  zu  derjenigen  Grösse,  welche  aus  der 
»Theorie  des  Widerstandes  gegen  Abscheerung«  später  sich  ergeben  wird. 

§  137. 
Elastische  Linie. 

Die  krumme  Linie  A  B  (Fig.  496),  nach  welcher  die  neutrale 
Faser  eines  gebogenen  Balkens  gekrümmt  ist,  wird  die  „  elastische 
Linie"  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogenstück  MN  dieser 
elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen  werden 
dessen  Mittelpunkt  0  mit  dem  Convergenzpunkte  der  beiden 
Normalen  CD  und  EF  zusammenfällt,  und  dessen  Halbmesser 
0N=  Q  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  für 
diese  Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnliohkeit  der  beiden  Dreiecke 
CGM  und  MNO  ergiebt  sich  die  Proportion: 

CG        MG 


Fig.  526. 


e 


K 


^^^^  NM -UN' 
Der  Quotient  auf  der  lin- 
ken Seite  ist  das  Verlänge- 
rungsverhältniss  derjenigen 
Faser,  deren  Spannung  (pro 
Qnadratmillimeter)  mit  S  be- 
zeichnet wurde,   also   (nach 

Gleichung    595)   gleich   4-- 

Wenn  man  femer  MG^=^  w 
und  ON^Q  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


«9 


•  t  9 


fT.' 


// 


637)    -1  =  -' 

E 


oder: 


0/ 


•  Nach   Substitution   dieses 
Werthes  für  den  Quotienten 


—  nimmt  die  allgemeine  Gleichung  609)  die  Form  an: 

ET 

638)    ^^^  —  a». 


R  i  1 1  •  r ,  Moehaaik     &.  Anfl. 
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Ö14  Fünfter  Abschnitt.   Cap.  XXI.  §  137. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  den  Krümmungshalb- 
messer des  unendlich  kleinen  Bogensttlckes  MN  der  elastischen 
Linie  AB  (Fig.  626)  der  Werth: 

639)  ?--^-  K{l-x)' 

Bei  der  vorausgesetzten  geringen  Grösse  der  Durchbiegung 
kann  in  der  Gleichung: 

MN  =  Q%     oder:     q>  = 

statt  des  Bogens  MN  auch  die  Horizontal -Projection  desselben 
MP  =  A  gesetzt  werden,  und  wenn  man  ausserdem  darin  den 
für  Q  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Adm    ^^  K{l-x)t. 

640)  q> -^ 

Denkt  man  sich  die  Horizontal-Projection  AQ^=x  des  ganzen 
Bogens  ^M  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt  und  in 
der  obigen  Gleichung  statt  x  der  Beihe  nach  die  einzelnen  Viel- 
fachen von  A  substituirt,  so  erhält  man  durch  Summation  aller  der 
auf  solche  Weise  für  die  zugehörigen  unendlich  kleinen  Winkel- 
grössen  gebildeten  Ausdrücke  die  Gleichung: 


641)    2i^)^2[M^^y) 


Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Winkelsumme  ist  gleich 
dem  Winkel  ai,  welchen  der  Krümmungshalbmesser  OM  mit  der 
Verticalen  (oder  die  elastische  Linie  an  der  Stelle  M  mit  der 
Horizontalen)   einschliesst.     In  dem  Ausdrucke   auf  der  rechten 

Seite  ist  die  Grösse  -j^  (bei  der  vorausgesetzten  prismatischen 

Form  des  Balkens)  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 
Summationszeichen  vereinigten  Glieder.  Man  erhält  also  die 
Gleichung : 

642)     i^^-^2[{l^x)L]  =  ^[l2{l^)-'2{xL)\ 


*)  Nach  der  BezdchnimgBveise  der  Integral-Rechnung  warde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 


m 


J''"-!^^^-'^)'^- 
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ar 
Hierin  ist  ^(A)=^  und  (nach  §  109)  2(a?A)=-jr-  zu  setzen, 


also  ist: 


643)     .  =  ^(/.-^) 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  j7  «=  /,  so  erhält  man  für  den 
Winkel  or,  welchen  die  elastische  Linie  an  dem  Endpunkte  B  mit 
der  Horizontalen  einschliesst,  die  Gleichung: 

^^^^   «==W' 

In  dem  unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreieck  MNP  ist 
die  verticale  Kathete  «  =  A  tg  w,  oder  —  da  wegen  vorausge- 
setzter geringer  Grösse  der  Durchbiegung  statt  tg  co  auch  die 
Winkelzahl  w  selbst  gesetzt  werden  kann  — : 

645)  £  =  w  .  A. 

Wenn  man  hierin  ftlr  a>  den  in  Gleichung  643)  gefundenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

646)  .=.^(/.-f)A. 

Denkt  man  sich  wiederum  die  Horizontal-Projection  A  Q  des 
Bogens  AM  m  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt,  so  kann 
man  die  zu  jedem  dieser  Theile  gehörige  Vertical-Projection  des 
betreffenden  Bogentheiles  mittelst  der  obigen  allgemeinen  Glei- 
chung bestimmen,  indem  man  jedes  Mal  den  zugehörigen  Werth 
von  X  substituirt,  und  man  erhält  durch  Summation  aller  auf 
solche  Weise  gefundenen  Gleichungen: 

647)  2{e)=^-^[l2{xL)-^2{a^t.)\^ 

Die  auf  der  linken  Seite  stehende  Grösse  ist  als  Summe  der 
Vertical-Projectionen  aller  Theile  des  Bogens  AM  gleich  y  zu 

setzen;  femer  ist  (nach  §  109)  5  (o?  A)  =  -^  und  -5(a?*A)  ■•  — ; 
man  erhält  also  die  Gleichung: 


-)  ^-w(^-t) 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnung  wflrde  diese  Gld- 
chong  die  Form  erhalten: 


9  /      *  * 

*^  \    0  0 


dx 
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Fünfter  Abschnitt.  €ap.  XXI.  §  137. 


Für  a?=/  wird  y=*,  die  Senkung  des  Endpunktes  B  ist  also: 

KP 
''''    *=3W 
Wenn  der  Balken  an  der  Befestigungsstelle  —  anstatt  in  hori- 
zontaler Lage  —  in  einer  um  den  sehr  kleinen  Winkel  w  nach 
unten  hin  von  der  Horizontalen  abweichenden  Lage  eingespannt 

ist  (Fig.  527),  so  kann  der  Nei- 
*^'    "*  ■  gungswinkel  a  am  Endpunkte  B 

angesehen  werden  als  zusam- 
mengesetzt aus  zwei  Theilen: 
der  eine  Theil  ist  derjenige  Nei- 
gungswinkel, um  welchen  ohne 
das  Vorhandensein  einer  Durch- 
biegung die  Achse  des  Balkens 
bei  B  von  der  Horizontalen  ab- 
weichen würde,  also  gleich  w ;  der  andere  von  der  Durchbiegung 
herrührende  Theil  ist  nach  Gleichung  644)  zu  bestimmen.  Man 
erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

650)  a  =  io+  j^  • 

Ebenso  kann  die  Grösse  s  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  dem  Theile  /  tg  «>  (wofür  wegen  voraus- 
zusetzender Kleinheit  des  Winkels  u)  auch  /  co  gesetzt  werden  kann), 
welcher  ohne  das  Vorhandensein  der  Durchbiegung  die  Höhen- 
diflferenz  der  beiden  Endpunkte  bilden  würde,  und  dem  von  der 
Durchbiegung  herrührenden  Theile,  welcher  aus  Gleichung  649) 
zu  bestimmen  ist.    Für  diesen  Fall  gilt  also  die  Gleichung: 

651)  s=^lu)+  ^^^  » 

Zu  gleichem  Resultate  würde  man  gelangen,  wenn  man  in  Fig.  5^  den 
Theil  AM  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen  ansähe,  und  fOr  den  TheU  MB  als 
einen  schräg  eingespannten  Balken  die  Länge  l  —  x  mit  /,  die  Höhendifferenz 

s  —  y  mit  s  bezeichnete  und  die 
Fig.  528.  letztere  aus  den  beiden  Gleichun- 

gen 648)  und  649)  berechnete. 

Für  den  Fall,  dass  die, 

Belastung  gleichförmig  über 

*  die  Länge  des  Kaikens  ver- 

theilt  ist  (Fig.  528),  hat  man 

in  Gleichung  638)  statt  des 

Momentes  STO  =  AT  (/  —  ^)  das  Moment : 


p9^) 
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m  =  p  {l  —  x)  ^^""^1  ==^  |-  (/«  _  2/0?  +  x") 

zn  substitairen  und  erhält  dann  statt  der  Gleichungen  640)  und 
641)  resp.  die  Gleichungen: 

y  =  yI^"  (/*  — 2/a?  +  ^*)A     und 

ans  welcher  letzteren  resp.  für  die  Winkel  u)  und  a  die  Werthe 
sich  ergeben: 

652)     «  =  -2|^(/»^-/^  +  f)     and     653)    « = -^- 

Statt  der  Gleichungen  646)  und  647)  erhält  man  also  für 
diesen  Fall  die  Gleichungen: 

:S(«)  =  //  =  yf^  [/'  :S  (^  A)  -  /^  (a^ A)  +  -1-  ^  (a;» A)]  **) 

aas  welcher  letzteren  für  die  Senkungen  der  Punkte  M  und  B 
resp.  die  Werthe  sic^  ergeben: 

654)  y- äix  i"^ r+i2J- 

vi* 

Für  einen  schräg  eingespannten  Balken,  dessen  Achse  an  der 
Befestigungsstelle  um  den  Winkel  (a  von  der  Horizontalen  nach 
unten  hin  abweicht,  ergeben  sich  femer  die  den  Gleichungen  650) 
und  651)  analog  gebildeten  Gleichungen: 

656)     a  =  w  +  -r^=r     und     657)    s  =  lu}  +  ^^' 


%E%      —     ""'^  ^  8£5£: 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Int^pral-Rechnong  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 

tO  /  X  X  X 

rfa:+  Xx'^dx  1. 


ß''=2k  Mdx-tjxdx+L 


0  ^0  '"o 

**)  Oder  Dach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnang: 
y  /      X  X  X 

j^y  -  ife  ( ^*  A'to  - '  A'  ^ + T  A* 
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Fünfter  Abschnitt.   Gap.  XXI.  §  138. 


Wenn  bei  dem  schräg  eingespannten  Balken  (Fig.  529)  die 
gleichförmig  über  die  Länge  vertheilte  Belastung  pl  und  die  am 

Endpunkte      aufgehängte 
^i«-^^^-  Last    K    gleichzeitig 

wirken,  so  setzt  jede  von 
den  beiden  Grössen  a  und 
s  aus  drei  Theilen  sich 
zusammen:  der  erste  ent- 
spricht der  natürlichen 
Neigung  des  Balkens  (im 
ungebogenen  Zustande), 
der  zweite  und  dritte  Theil  entsprechen  den  Beiträgen,  welche 
jede  von  den  beiden  Belastungen  einzeln  genommen  zu  diesen 
Grössen  liefert.    Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichungen : 

pP     .      KP 


658)  a  =  w  + 

659)  s  =  lu}  + 
Fig.  530. 


+ 


pl* 
8£5t  "^XBS: 


-  +  " 


2E% 
KP 


und  für  den  in  Fig.  530 
dargestellten  Fall ,  in 
welchem  die  vertical  auf- 
wärts wirkende  Kraft  K 
als  negativ  in  Rechnung 
zu  bringen  ist,  die  Glei- 
chungen : 


660)  a  =  cü  + 

661)  Ä  =  /w  + 


l 


Kl' 


6EZ 


2E% 
KP 


%EZ        ZEZ 


§  138. 
Balken  auf  drei  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Theil  A  B^  (Fig.  631)  iu  eine  Wand  ein- 
geschlossen, so  findet  man,  dass  der  Theil  AB  ia  demselben  Zu- 
stande sich  befindet  wie  der  in  Fig.  630  dargestellte  schräg  ein- 
gespannte Balken.  Die  Wirkung  der  Kraft  K  ist  jedoch  in  diesem 
Falle  so  beschafiTen,  dass  sie  den  Endpunkt  B  in  gleicher  Höhe 
mit  dem  Punkte  A  hält;  folglich  ist  in  Gleichung  661)  fttr  diesen 
Fall  «  SS  0  zu  setzen;  man  erhält  also  die  Gleichung: 


Balken  auf  drei  Statzen. 
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662)     0  =  w  + 


pP 


Ki 


Fig.  5S1. 


Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  den  Theil  AB  in  eine 
Wand  eingeschlossen,  so  findet  man,  dass  der  Theil  AB^  in  der 

Lage   eines  schräg 
X  p  K        eingespannten  Bal- 

kens sich  befindet, 
dessen  Achse  bei  A 
nm  den  Winkel  &> 
nach  oben  hin  von 
der  Horizontalen  ab- 
weicht Für  diesen 
Theil  ist  daher  —  ai 
statt  +  CO,  ausserdem  /^  statt  /  und  ÜT,  statt  K  za  setzen;  also  ist: 

663)     0  =  -c.+-3^-^. 

Dnrch  Addition  der  beiden  Gleichungen  662)  und  663)  erhält 
man  die  Gleichung: 


664) 


0-1  <,.  +  ,;,  _(£i^b£Ä) 


Die  Gleichung  der  statischen  Momente  sämmtlicher  auf  den 
Balken  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  anf  den  Punkt  A  ist: 

665)     0  « ^  (/'  —  l*)  -Kl  +  K,l,. 

Durch  Auflösung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  erhält  man 
für  die  Gregendrücke  der  Endstlitzen  die  Werthe: 

p(3/»-/;  +  4/'/.) 

8/(/+/.) 
p(3/t-/*  +  4/f/) 
8/.  (/  +  /,) 
-Die  Mittelstiitze  A  trägt  den  Rest  der  Belastung,  also  ist: 

6^8)    P^p{l  +  l;)  —  (K+K,). 
Setzt  man  /,  ^  /,  so  erhält  man  für  die  Gegendrtlcke  der  drei 
Stutzen  die  Werthe: 


666)  K 

667)  K, 


K,^^pt,      P=^PI, 


K  =  fpL 


Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  662)  und 
663),  dass  in  diesem  Falle  -}-  w  =  —  oi,  also  w  =«  0  wird  (wie 
überhaupt  in  allen  Fällen,  wo  die  Verticale  der  Hittelsttttze  das 
Ganze  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerlegt). 


520 


Fünfter  Abschnitt.    Gap.  XXI.  §  138. 


Das  Moment  der  biegenden  Kraft  fdr  eine  im  Abstände  z  vom 
Endpunkte  B  befindliche  Stelle  der  Balkenhälfte  AB  ist: 

669)    m^Kz—pz'Y' 

Wenn  man  nach  dieser  allgemeinen  Gleichung  für  jeden  Werth 
von  s  den  zugehörigen  Werth  von  äß  berechnet  und  als  Ordinate 
abträgt,  so  erhält  man  als  graphische  Darstellung  des  Momentes 
eine  Gurve  von  der  in  Figur  682  dargestellten  Form.    Diejenige 

Stelle  -D,  an  welcher 


Fig.  582. 


das  Moment  Null  ist, 
findet  man  aus  der 
Gleichung : 


Fig.  588. 


*l 


i 


fP^ 


A 


"^ipi 


i)pi 


670)  0  = 
oder: 

z^2 


•Kz  — 


K 


"T" 


D 


E 


B 


=1/ 

p         4 

Fttr  kleinere  Werthe 
von  z  ist  SSI  positiv, 
für  grössere  negativ. 
In  demjenigen  Quer- 
schnitte, für  welchen  SR  »=  0  ist,  findet  keine  Biegungsspannung 
statt,  insofern  nach  Gleichung  610)  fttr  diese  Stelle  auch  <S«=sO 
wird.  Man  wttrde  also,  ohne  den  Gleichgewichtszustand  zu  stören, 
an  dieser  Stelle  den  Balken  durchschneiden  können  —  vorausge- 
setzt, dass  auf  irgend  eine  Weise,  z.  B.  auf  die  in  Fig.  633  dar- 
gestellte Art,  eine  Uebertragung  der  Verticalkraft  (Gleichung  603) 
von  dem  einen  Stücke  auf  das  andere  möglich  gemacht  wird. 

Der  Theil  BD  befindet  sich  also  genau  in  demselben  Zu- 
stande, wie  der  an  beiden  Endpunkten  frei  aufliegende  Balken 
Fig.  508,  bei  welchem  das  Moment  der  biegenden  Elraft  in  der  Mitte 
seinen  grössten  Werth  annimmt,  nämlich  (nach  Gleichung  623) : 

671)  a», \^-^pi,. 

Der  Theil  AD  befindet  sich  in  demselben  Zustande  wie  ein 
bei  A  horizontal  eingespannter,  mit  gleichförmig  vertheilter  Be- 
lastung versehener  Balken,  an  dessen  freiem  Endpunkte  überdies 
3 

eine  Last  -^pl  angehängt  ist.    Das  Moment  an  der  Stelle  A  ist 
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also  (seiner  absolaten  Grösse  nach)  aus  der  Gleichung  zu  be- 
stimmen: 

W      /    .    3^,     /   __    16   ^^. 


672)  m. 


4       8    •     8  '^       4  128 

Die  Momente  SR,  und  90^^  —  folglich  auch  die  an  den  Stellen 
E  und  A  stattfindenden  Biegungsspannungen  —  verhalten  sich 
also  wie  9  zu  16,  und  wenn  man  die  Belastung  p  allmählich  ver- 
grössert,  so  wird  an  der  Stelle  A  schon  der  Bruch  erfolgen,  wäh- 
rend die  gleichzeitig  an  der  Stelle  E  stattfindende  grösste  Bie- 
gungsspannung erst  -^  der  Bruchspannung  beträgt 

Da  die  Tragfähigkeit  des  Balkens  von  dem  Werthe  des  gross- 
ten  der  beiden  Biegungsmomente  SR,  und  Wl^  abhängt,  so  wflrde 
man  dieselbe  vergrOssern  können,  wenn  man  auf  irgend  eine  Weise 
bewirken  könnte,  dass  das  grösste  Biegungsmoment  einen  klei- 
neren Werth  erhielte,  und  der  auf  solche  Art  zu  erreichende  Vor- 
theil  würde  am  grössten  werden,  wenn  man  bewirkte,  dass  die 
beiden  Maximal  -  Momente  i0^,  und  SR,  einander  gleich  würden. 

Zu  diesem  Zwecke  würde  es  bei  der  in  Fig.  633  dargestellten 

Anordnung  nur  nö- 


Fig.  534. 
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mehrigen  beiden  Maximal-Momente: 


^^'  8 


und    SR, 


_  vji-  ^y 


thig  sein,  dieSchnitt- 
stelle  D  nach  einer 
anderen  Stelle  F  zu 
verlegen  (Fig.  634), 
und  die  Entfernung 
BF^z  so  zu  wäh- 
len, dass  die  nun- 


einander  gleich  werden.    Aus  der  Gleichsetzung  dieser  beiden  Aus- 
drücke ergiebt  sich  für  z  der  Werth: 

673)  Ä  =  0,8284./. 

Bei  dieser  Theilung  des  Balkens  würde  jede  der  Endstützen 
den  Gegendruck: 

674)  ^=^  =  0,4142  jp/ 

leisten,  und  das  grösste  Biegungsmoment  würde  die  Grösse  er- 
halten: 


675)    ü», 


ps' 


0,0858  p/^  —  a»,. 
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Eine  Vergleichung  der  beiden  Werthe  672)  und  675)  zeigt, 
dass  durch  diese  Anordnung  das  Maximal -Moment  —  und  in 
Folge   dessen   auch   die  Maximal  -  Spannung   —   im  Verhältniss 

^  ^^^  =  0,686,  d.  h.  um  etwa  31,4  Procent  verkleinert  wird. 
0,125  '      ' 

Genau  dieselbe  Wirkung  lässt  sich  bei  dem  continuirlichen 
—  nicht  durchschnittenen  —  Balken  auf  drei  Stützen  durch  eine 
Höhendifferenz  zwischen  Mittelstütze  und  Endstütze  erreichen. 
Um  die  erforderliche  Höhendifferenz  zu  finden,  ist  es  nur  nöthig, 
aus  Gleichung  661)  —  nachdem  darin  wegen  symmetrischer  An- 
ordnung wiederum  w  =  0  gesetzt  —  für  die  Grösse  s  denjenigen 
Werth  zu  bestimmen,  fttr  welchen  -K^==  0,4142  j»/  wird.  Man 
erhält  durch  Substitution  dieses  Werth  es  die  Gleichung: 

ana^  Pl'  0,4142/?/*  n  a.  on^    P^' 

^'^^   '-TEz-'^Tld =-0,01307^, 

welche  —  nach  der  aus  Fig.  630  zu  entnehmenden  Bedeutung 
der  Grösse  s   —   zeigt,    dass   die   Mittelstütze   um   die   Grösse 

0,01307  C,y   gesenkt  werden  muss. 

Wenn  die  Stärke  des  Trägers  dem  Maximal -Momente  entsprechend  ge- 
wählt werden  soU,  so  ist  die  Grösse  X  aus  der  Gleichung: 

—  3:  ==  0,0858  p  P 

zu  bestimmen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  %  sich  ergebenden 
Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

^  =  —  0,1523-^. 
'         wE 

Setzt  man  hierin  5=.6Kil.,  ^«=20  000,  /=  100  000«"»  und  w  «  5000»», 

so  wird:  ^^  .  _..„, 

s^  —  91,4  Millimeter. 

Bei  einem  schmiedeisernen  Träger  von  200 Metern  Länge  und  10  Metern 
Höhe  würde  also  die  Mittelstütze  um  91,4  Millimeter  tiefer  liegen  müssen, 
als  die  Endstützen,  wenn  bei  zunehmender  Belastung  die  Biegongsspannung  an 
den  drei  schwachen  Punkten  gleichzeitig  die  zulässige  Grösse  von  6  Kil.  pro 
Quadratmillimeter  erreichen  soll. 

§  139. 
Balken  auf  vier  StQlzen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  685  angedeutete 
Art  in  einzelne  Theile  zerschnitten,  von  denen  die  auf  den  beiden 
Mittelsttltzen  ruhenden  den  drei  andern  als  Stützen  dienen,  und 
denkt  man  sich  die  Schnittstellen,  sowie  die  beiden  Mittelstützen, 
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80  gelegt,  dass  das  Moment  der  biegenden  Kraft  an  den  drei 
Stellen  A^  C,  E  gleiche  absolute  Werthe  erhält,  so  iSndet  man, 


Fig.  58&. 
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dass  die  beiden  Grössen  u  und  s^  welche  die  Art  der  Theilung 
charakterisiren,  auf  folgende  Weise  sich  bestimmen  lassen. 

An  jeder  von  den  beiden  Stellen  A  nnd  E  hat  das  Biegungs- 
Moment  die  Grösse: 

677)  aR,=i^, 

und  an  der  Mittelstütze  C  hat  dasselbe  die  Grösse : 

678)  aK,  =  /?Ä.  w+pt/.-|-. 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  Momente  SOt.  und  SR,  erhält  man 
die  Gleichung: 

679)  z''  =  2zu  +  u\ 

Zwischen  den  drei  Grössen  u,  z^  l  findet  ausserdem  die  aus  der 
Figur  sich  ergebende  Beziehung  statt: 

680)  3Ä  +  2t/  =  /. 

Wenn  man  die  beiden  Gleichungen  679)  und  680)  fttr  z  und  u 
auflöst,  so  erhält  man  die  Werthe: 

681)  Ä  =  0,2612/,        682)    t/ =  0,1082 /, 

und  nach  Substitution  derselben  in  Gleichung  677)  oder  678)  ftlr 
jedes  Yon  den  beiden  Biegungs-Momenten  den  Werth: 

683)  3».  =  51»,  =  0,0341/?/*. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ftlr  den  Gegendruck  jeder  you  den 
beiden  Endsttttzen  der  Werth: 

684)  ü:  =  pä  — 0,2612  p/, 

und  für  den  Gegendruck  jeder  von  den  beiden  Mittelstützen  der 

Werth: 

685)  P  =  pl  —  K  =  0,7388  pl. 

Es  soll  untersucht  werden:  in  welche  Lage  bei  dem  conti- 
nuirlichen  —  nicht  durchschnittenen  —  Balken  (Fig.  687)  die 
vier  Stützen  gebracht  werden  müssen,  wenn  von  den  einzelnen 
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Theilen  dieses  Balkens  ein  jeder  genau  in  demselben  Spannungs- 
zustande  sich  befinden  soll  wie  das  gleichliegende  Stück  des  durch 


Fig.  536. 
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Schnitte  getheilten  Balkens  in  Fig.  536.  Zunächst  ergiebt  sich,  dass 
zu  diesem  Zwecke  fbr  die  Horizontal-Entfernungen  der  Stützen  in 
Fig.  537  dieselben  Grössen  wie  in  Fig.  636  gewählt  werden  müssen. 
Denkt  man  sich  alsdann  in  Fig.  637  die  Stützen  in  verticaler  Rich- 
tung so  lange  gehoben  oder  gesenkt,  bis  dieVertheilung  der  Drücke 
auf  die  einzelnen  Stützen  genau  dieselbe  geworden  ist  wie  in  Fig. 
636,  so  wird  auch  das  Moment  der  biegenden  Kraft  an  jeder  Stelle 
des  continuirlichen  Balkens  genau  denselben  Werth  annehmen, 
wie  an  der  gleichliegenden  Stelle  des  durch  Schnitte  getheilten 
Balkens.  An  den  Stellen  B  und  TJ  in  Fig.  637  wird  das  Moment 
gleich  Null  sein,  und  das  Stück  DF  wird  genau  in  demselben 
Biegungszustande  wie  ein  an  beiden  Enden  frei  aufliegender  Balken 
sich  befinden. 

Denkt  man  sich  die  linke  Seite  des  ganzen  Balkens  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  findet  man,  dass  das  Stück  AB 
genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  der  in  Fig.  638  darge- 
stellte Balken  sich  befindet.  Eine  Vergleichung  der  Figuren  638 
und  630  zeigt  femer,  dass  man  den  Win&el  a  nach  Gleichung  660) 
berechnen  kann,  indem  man  darin  die  Grösse  +  a  mit  —  a,  die 
Grösse  /  mit  0,2612/  vertauscht  und  ausserdem  ir=  0,2612  ;i/, 
(0  a=r  0  setzt.    Man  erhält  also  die  Gleichung : 

_^.,  p  (0,2612 .  If         0,2612  p/.  (0,2612./)' 

Den  Biegungszustand  des  Stückes  BC  veranschaulicht  Fig.  639, 
aus  deren  Vergleichung  mit  Fig.  639  zu  ersehen  ist,  dass  man 
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Fig.  538. 


0^61S  pl 


Fig.  589. 


687)     a  =  w  + 


p  .  (0,1082  .  If 


+ 


den  Winkel  a  auch 
nach  Gleichung  658) 
berechnen  kann,  in- 
dem man  darin  die 
if  Grösse /mit  0,1082./ 
vertauscht  und: 

ür=0,!J612p/ 

setzt.    Es  ist  also: 

0,2612/?/.  (0,1082./)' 


6EZ  '  2EZ 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  686)  und  687)  erhält 

man  eine  Gleichung,  aus  deren  Auflösung  für  w  der  Werth  sich 

ergiebt: 


688)     w  =  0,004  201 


pn 
EZ 


o^eiipl 


Bei  einer  Vergleichung  der  Fig.  540,  welche  den  Biegungs- 
zustand des  Theiles  CF  darstellt,  mit  Fig.  630  findet  man  end- 
lich,  dass  die  der 
^^«-  ^^  Mittelsttttze  zu   er- 

theilende  Senkung  s 
aus  Gleichung  661) 
berechnet  werden 
kann ,  wenn  man 
darin  die  Grössen 
+  *,  +  w,  /  resp. 
vertauscht  mit  den 


0,6806  / 


ks 


m: 


.►'.'.•' 


1 , 

0,6306/7/ 


Grössen  — s,  —  w,  0,630ef/,  und  ausserdem  if=  0,2612  p/  setzt, 
also  aus  der  Gleichung: 

689)  —  j  =  —  0,6306  /  w  +  -^- o~p7P — 

0,2612  p/.  (0,6306./)' 
3  EZ 
Wenn  hierin  fllr  w  der  in  Gleichung  688)  gefundene  Werth  sub- 
stituirt  wird,  so  ergiebt  sich  ftlr  die  erforderliche  Senkung  der 
Mittelstütze  die  Grösse: 

690)  *=  0,004  716  ■^• 

In  der  Voraussetzung,  dass  der  Querschnitt  des  T]%ers  dem 
Maximal  -  Momente  (Gleichung  683)  entsprechend  gewählt  wurde, 
kann  man  hierin  fllr  die  Grösse  Z  den  aus  der  Gleichung: 
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—  2  =  0,0341 /?r 

sich  ergebenden  Werth  substitairen ,  nnd  die  obige  Gleichung 
nimmt  alsdann  die  Form  an: 

691)  *  =0,1383 -^• 

In  die'ser  Gleichung  bedeutet  w  die  halbe  Höhe  des  (constant 
und  symmetrisch  vorausgesetzten)  Querschnittes,  /  die  halbe  Länge 
des  Trägers,  S  die  zulässige  Spannung  und  E  den  Elasticitäts- 
Modulus. 

Wenn  für  gleichförmig  vertheilte  Belastung  die  Tragfähigkeit  eines  auf 
Tier  Pfeilern  ruhenden  Brückenträgers  von  300  Metern  Länge  ein  MaTininm 
werden  soll,  so  muss  (nach  Fig.  536)  die  Mittelöffnung  eine  Weite  von  110<",82  ' 

und  jede  von  den  beiden  Seitenöffnungen  eine  Weite  von  94°>,59  erhalten. 
Wenn  der  Träger  aus  Schmiedeisen  construirt  ist,  so  kann  E  ^=  20  000, 
^»s6  Kil.  gesetzt  werden,  und  wenn  die  Höhe  des  Trägers  10  Meter  betragt, 
so  ist  iz;  =»  5000°"»,  / »  150  000»»  zu  setzen  in  Gleichung  691),  und  es  wird: 

s  =  186,7  Millimeter. 

Es  müssen  also  ausserdem  die  beiden  Mittelstützen  um  186,7  Millimeter  tiefer  i 

gelegt  werden  als  die  beiden  Endstützen.  I 

§  140. 
Kreisbogen  als  elastische  Unie. 

Der  Ertlmmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  hat  (nach 
Gleichung  639)  die  Grösse: 

692)  Q  =  E-^ 

und  zwar  an   derjenigen  Stelle,   an   welcher  das  Moment  der 

biegenden  Kraft  die  Grösse  03? ,  und  das  Trägheits- Moment  der 

X 
Querschnittsfläche  die  Grösse  X  hat.    Wenn  der  Quotient  -^  für 

alle  Stellen  des  Balkens  gleiche  Werthe  annimmt ,  so  ist  auch 
der  Krümmungshalbmesser  an  allen  Stellen  gleich  gross,  und  die 
elastische  Linie  wird  in  diesem  Falle  ein  Kreisbogen. 

Bei  einem  Balken  von  constantem  Querschnitte  ist  das  Träg- 
heits-Moment X  an  allen  Stellen  von  gleicher  Grösse.  Ein  pris- 
matischer Balken  wird  daher  nur  dann  nach  einer  Kreislinie 
sich  krttmmen,  wenn  auch  das  Moment  90t  an  allen  Stellen  des 
Balkens  gleich  gross  ist ,  wie  z.  B.  bei  dem  Theile  A  C  des  in 
Fig.  525  dargestellten  Balkens. 


s 


Kreisbogen  als  elastische  Linie.  527 

Wenn  dagegen  die  Grösse  3ß  mit  der  Entfernung  vom  End- 
punkte des  Balkens  sich  ändert ,  so  muss  auch  der  Querschnitt 
ein  veränderlicher  sein,  und  wenn  mit  2^,,  ÜJi,  resp.  die  Werthe 
bezeichnet  werden^  Vielehe  die  Grössen  %  SR  an  einer  bestimmten 
willkürlich  zu  wählenden  Stelle  —  z.  B.  an  dem  einen  Endpunkte 
—  des  Balkens  annehmen,  so  drückt  die  Gleichung: 

693)     -c?n-  =  W-'      oder: 


a»      aw. '    """^  •     z,  ~  m, 

die  allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  elastische  Linie 
ein  Kreisbogen  wird. 

Setzt  man  in  Gleichung  628),  als  allgemeiner  Gleichung  für 
einen  Träger  von  gleichem  Widerstände,  die  Grössen  w  und  «?» 
einander  gleich,  so  wird  jene  Gleichung  identisch  mit  Gleichung 
693).    Hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Bei  constanter  Höhe  ist  ein  Träger,  der  unter  Ein- 
wirkung der  biegenden  Kräfte  nach  einem  Kreisbogen 
sich  krümmt,  zugleich  ein  Träger  von  gleichem  Wider- 
stände in  Bezug  auf  jene  biegenden  Kräfte. 

So  z.  B.  hat  der  in  Fig.  514  und  Fig.  515  dargestellte  Träger  von  glei- 
chem Widerstände  zugleich  diejenige  Form,  welche  der  Bedingungs-Gleichung 
693)  entspricht;  es  wird  also  unter  Einwirkung  eines  am  freien  Endpunkte  auf- 
gehängten Gewichtes  jener  Balken  nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmen. 

Für  den  in  Fig.  511  dargestellten  Fall  nimmt  die  allgemeine 
Bedingungs-Gleichung  693)  die  Form  an: 


zu^  X 


694)     ^.-i 

Setzt  man  »^^b^  so  erhält  man  fär  den  in  Fig:  512  und 
Fig.  518  dargestellten  Träger  von  constanter  Breite  die  Gleichung: 


u^  X 


695)     -^  =  x' 

bei  deren  Yergleichung  mit  Gleichung  632)  man  erkennt,  dass  in 
diesem  Falle  die  Form  des  Trägers  von  constanter  Erttmmung 
und  die  Form  des  Trägers  von  gleichem  Widerstände  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Die  Senkung  des  Belastungspunktes  kann  f)ir  den  in  Fig.  541 
dargestellten  Balken  von  constanter  Ertlmmung  nach  der  Gleichung 
der  Kreislinie 

berechnet  werden.  Wegen  vorauszusetzender  Kleinheit  der  Durch- 
biegung darf  in  dieser  Gleichung  das  Glied  ^  weggelassen,  und 
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die  Grösse  /  als  Länge  des  Balkens  angesehen  werden.   Hiernach 
ergiebt  sich  fttr  die  Senkung  des  Belastungspanktes  B  der  Werth : 

Fig.  641.  696)    *  =  "27 ' 

Wenn  man  hierin  fttr  q  den  in  Gleichung 
637)  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

'''^  *=tÄ" 

Ftlr  einen  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
neutrale  Achse  geformten  Querschnitt  von  der 
Höhe  A  ist  2«£;  <»  A  zu  setzen,  wird  also: 

698)    *  =  ^-4- 

Wenn  man  statt  dessen  in  Gleichung  696) 
far  Q  den  Werth  aus  Gleichung  692)  einführt, 

m 

welchen  derselbe  an  der  Befestigungsstelle  A  annimmt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

KP 

Bei  dem  Träger  von  constanter  Erfimmung  ist  also  die  Sen- 
kung des  Belastungspunktes  1,5-mal  so  gross  als  bei  dem  prisma*- 
tischen  Träger  (Gleichung  649). 


und  für  den  constauten  Quotienten  -^  den  Werth  -— ^  substituirt, 


§141. 
Berechnung  der  Federwerke. 

Bei  der  Berechnung  einer  Feder  sind  als  gegebene  Grössen 
z^  betrachten:  die  drei  Grössen  /,  ^,  K,  nämlich:  die  Länge  der 
Feder,  und  die  Grösse  der  Durchbiegung,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Kraft  K  hervorgebracht  wird  (Fig.  542);  ausserdem  die 
Grösse  des  Elasttcitäts-Modulus  £,  sowie  die  grösste  (zulässige) 
Spannung  5,  welche  bei  jener  Durchbiegung  nicht  überschritten 
werden  soll.  Diejenige  Form  ist  als  die  zweckmässigste  anzusehen, 
bei  welcher  der  Material- Aufwand  möglichst  klein,  und  die  Bieg- 
samkeit möglichst  gross  ist.  Die  Feder  ist  daher,  um  der  ersteren 
Bedingung  zu  genügen,  als  Träger  von  gleichem  Widerstände,  und 
um  der  letzteren  Bedingung  zu  genügen,  als  Träger  von  constanter 
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Krümmung  zu  construiren.  Da  die  dreieckige  Feder  von  constanter 
Dicke  beide  Vorzüge  vereinigt,  so  ist  diese  Form  als  die  zweck- 

mässigste  zu  wählen.    Die  zu  berechnenden 
Fig.  542.    ^    Fig.  5i3.    Grössen  sind  also  die  Dimensionen  h  und  b 

des  rechteckigen  Querschnittes  an  der  Be- 
festigungsstelle (Fig.  548).  Erstere  ist  zu 
bestimmen  nach  Gleichung  698),  welche 
für  h  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

700)  A  =  ^4- 

Die  Grösse  h  kann  alsdann  nach  Glei- 
~    chung  619)  berechnet  werden,  welche  für 
b  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

701)  *=^. 

Wenn  z.  B.  eine  gussstählerne  Feder  von  400  MiUlmetern  Länge  so  be- 
schaffen sein  soU,  dass  derselben  durch  eine  Kraft  von  24  Kil.  eine 'Durch- 
biegung von  60  Millimetern  ertheilt  wird,  so  eirgiebt  sich  aus  Gleichung  700), 
wenn  far  Gussstahl  der  Elasticitäts  -  Modulus  ^£^=»30  000,  und  als  zulässige 
Spannung  pro  Quadratmillimeter  6*  «=  45  Kil.  gesetzt  wird,  fOr  die  Dicke  der 

Feder  der  Werth: 

,         400«  45     .       ^  ^.„.      ^ 

h  =*= • =  4  Mimmeter, 

60        30  000        -*  ^«^^"*«"«*» 

und  für  die  erforderliche  Breite  an  der  BefestigungssteUe  ergiebt  sich  aus 

Gleichung  701)  der  Werth: 

,        6  .  24  .  400        ^,,  1^.,,.     ^ 
h  =s  — 77 — TS —  —  ^0  Millimeter. 
4d  .  4* 

Denkt  man  sich  eine  Dreieckfeder  auf  die  in  Fig.  544  an- 
gedeutete Art  durch  Parallel- Schnitte  in  Streifen  von  gleicher 
Breite  getheilt,  hierauf  je  zwei  mit  gleichen  Ziffern  bezeichnete 
Theile  zu  einem  Stttcke  vereinigt  und  die  einzelnen  Stücke  als- 
dann auf  die  in  Fig.  545  angedeutete  Art  über  einander  gelegt, 
so  erhält  man  ein  zusammengesetztes  Federwerk  (Fig.  546),  wel- 
ches unter  Einwirkung  einer  am  freien  Endpunkte  B  angreifenden 
Kraft  K  in  jeder  Beziehung  genau  ebenso  sich  verhält,  wie  die 
einfache  (nicht  durchschnittene)  Dreieckfeder  BDE, 

Denn  der  Theil  AB  befindet  sich  bei  dem  zusammengesetzten 
Federwerke  Fig.  546  genau  in  demselben  Zustande  wie  bei  der 
einfachen  Dreieckfeder  Fig.  544,  krümmt  sich  also  in  beiden  Fällen 
nach  einem  Kreisbogen  von  demselben  Halbmesser.  Soll  der  pris- 
matisch geformte  Theil  A  C  der  oberen  Feder  ebenfalls  nach  einem 
Kreisbogen  von  diesem  Halbmesser  sich  biegen,  so  mnss  in  dem 

Bitter,  Mechanik.    5.  Anfl.  34 
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Fig.  544. 


Fig.  545. 


Punkte  Ä  eine  aufwärts  gerichtete  Kraft  K  auf  die  obere  Feder 
wirken,  weil  nur  in  diesem  Falle  das  Moment  der  biegenden  Kraft 

für  alle  Stellen  zwi- 
schen A  und  C  gleiche 
Werthe  erhält.  Diese 
aufwärts  gerichtete 
Kraft  K  kann  nian  sich 
zunächst  dadurch  her- 
gestellt denken,  dass 
man  das  aus  den  un- 
teren Blättern  gebil- 
dete Federwerk  durch 
eine  an  dessen  freiem 
Endpunkte  Ä  nach  un- 
ten wirkende  Kraft  K 
in  gebogenen  Zustand 
versetzt  und  dasselbe 
in  diesem  Zustande  un- 
ter die  obere  Feder  als 
Stütze  setzt ,  worauf 
dann  die  an  der  Stelle 
A  fftr  den  Gleichge- 
wichtszustand jedes 
der  beiden  Theile  er- 
forderlichen Kräfte  K 
als  Druck  und  Gegendruck  von  den  beiden  Th  eilen  auf  einander 
gegenseitig  ausgeübt  werden.  Wenn  man  die  gleiche  Betrachtung 
alsdann  in  Bezug  auf  das  zweite  und  successive  auf  jedes  der 
folgenden  Blätter  wiederholt,  so  findet  man,  dass  jedes  derselben 
nach  einem  Kreisbogen  sich  krümmt,  und  dass  die  Halbmesser 
dieser  Kreisbögen  genau  dieselbe  Grösse  haben  wie  bei  demjenigen 
Kreisbogen,  nach  welchem  die  einfache  Dreieckfeder  Fig.  544  sich 
biegen  würde.  Da  überdies  jedes  einzehie  Blatt  zugleich  die  Form 
eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände  hat,  so  ist  auch  die  Bie- 
gungsspannung an  allen  Stellen  von  gleicher  Grösse  und  zwar 
ebenso  gross  wie  bei  der  ungetheilten  Dreieckfeder. 

Anstatt  das  Ende  jedes  einzelnen  Blattes  bei  constanter  Dicke 
dreieckig  zuzuspitzen,  kann  man  annähernd  auch  bei  constanter 
Breite  durch  eine  nach  dem  Endpunkte  hin  abnehmende  Dicke 
den  gleichen  Zweck  erreichen.    Wenn  diese  Abnahme  der  Dicke 


Fig.  546. 
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genau  dem  in  Gleichang  695)  enthaltenen  Gesetze  entspricht,  so 
wird  jedes  Blatt  wie  im  yorigen  Falle  nach  einem  Kreisbogen 
sieh  biegen,  und  das  zugeschärfte  Endstück  nur  wenig  abweichen 
von  der  Form  eines  Körpers  von  gleichem  Widerstände. 

Wäre  bei  den  im  vorigen  Zahlenbeispiele  angenommenen  Zahlenwerthen 
K^^120  Ki).  (statt  JT»  24  KU.)  gegeben  gewesen,  so  würden  aus  den  Glei- 
chungen 700)  und  701)  resp.  die  Werthe  A  »  4  Millimeter  und  2> «  400  Milli- 
meter sich  ergeben  haben.  Statt  der  einfachen  Dreieckfeder  von  400°>°>  Basis 
wttrde  in  diesem  Falle  ein  auf  die  in  Fig.  545  angedeutete  Art  zusammenge- 
setztes Federwerk  gleiche  Dienste  leisten,  bestehend  z.  B.  aus  4  Bl&ttem  von 
je  lOO»*"  Breite,  oder  aus  5  Bl&ttem  von  je  SO"""  Breite,  oder  aus  8  Blättern 
von  je  50"™  Breite. 


ZWEIUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

ZnBammengesetzte  Spannniigeii. 

§  142. 
¥fiiler8tand  gegen  Zerknicken. 

Wenn  an  den  beiden  Enden  einer  geradlinigen  prismatischen 
Stange  vom  Querschnitte  F  zwei  gleichförmig  über  die  Endflächen 
vertheilte  gleich  grosse  Druckkräfte  K  wirken,  so  entsteht  in  der 

Stange  pro  Flächeneinheit 


Fig.  547. 


K 


C 


K 


3t^ 


Fig.  548. 


\f 


ihres  Querschnittes   eine 
^  Druckspannung: 

702)     S,  — -^7 

welche  längs  der  ganzen 
Stange  in  jedem  Quer- 
schnitte und  in  allen  Th ei- 
len dieses  Querschnittes 
j^  eine  und  dieselbe  Grösse 
hat  (Fig.  647). 
Angenommen:  die  Stange  würde  auf  irgend  eine  Weise  in 
eine  gekrtlmmte  Form  gebracht,  und  die  Krümmung  so  lange 
vergrössert,  bis  die  Pfeilhöhe  der  Biegungscurre  die  Grösse  /  er- 
reicht (Fig.  648) ;  angenommen  femer :  die  Stange  würde  in  diesem 
gebogenen  Zustande  der  Wirkung  der  beiden  Kräfte  K  ausgesetzt, 
und  die  letzteren  würden  so  lange  vergrössert ,  bis  dieselben  ftir 
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sich  allein  ausreichen,  die  Stange  in  einem  solchen  gebogenen  Zn- 
stande zu  erhalten,  bei  welchem  die  Pfeilhöhe  der  Biegungscurve 
gleich/  ist.  Die  grösste  Druckspannung,  welche  unter  diesen  Um- 
ständen in  der  Stange  entsteht,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  be- 
rechnen. 

Die  an  irgend  einer  Stelle  eines  bestimmten  Querschnittes 
stattfindende  Spannung  kann  in  diesem  Falle  angesehen  werden 
als  aus  zwei  Spannungen  zusammengesetzt:  nämlich  aus  der  gleich- 
förmig über  die  Querschnittsfläche  vertheilten  Druckspannung  S, , 
welche  wie  im  vorigen  Falle  aus  Gleichung  702)  bestimmt  werden 
kann  und  aus  der  in  Folge  der  Krümmung  an  dieser  Stelle  ent- 
stehenden Biegungsspannung,  welche  von  dem  Momente  der  bie- 
genden Kraft  abhängt  und  an  der  concaven  Stelle  der  Krümmung 
ebenfalls  eine  Druckspannung  bildet.  Das  Moment  der  biegenden 
Kraft  erreicht  an  der  Stelle  C  seinen  grössten  Werth: 

703)  ÜJi  =  KJ\ 

es  wird  daher  die  in  Folge  der  Biegung  hinzukommende  Druck- 
spannung ebenfalls  an  dieser  Stelle  (und  zwar  an  der  concaven 
Seite)  ihren  grössten  Werth  annehmen.  Setzt  man  in  der  allge- 
meinen Gleichung  610)  für  3Ä  den  obigen  Werth,  so  erhält  man 
für  diese  allein  von  der  Biegung  herrührende  grösste  Druckspan- 
nung S^  die  Gleichung: 

704)  S,=  ^^Kf. 

Die  grösste  in  der  Stange  überhaupt  vorkommende  Druck- 
spannung 5  ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

705)  S  =  S,^S,, 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Elasticitäts- Widerstände  der 
Stange  auf  zwei  verschiedene  Arten  jenen  Druckkräften  K  das 
Gleichgewicht  halten  können :  das  eine  Mal  auf  die  in  Fig.  547 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  hervorgebrachte  Druckspannung 
nur  die  Grösse  S,  erreicht;  das  andere  Mal  auf  die  in  Fig.  548 
angedeutete  Art,  bei  welcher  die  grössere  Druckspannung  S,  -|-  Ä, 
entsteht.  Wenn  also  diejenige  Querschnittsgrösse  F  berechnet  wer- 
den sollte,  bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  der  Stange  jenen 
Druckkräften  gegenüber  eine  hinreichende  Grösse  besitzt,  so  würde 
zunächst  die  Frage  entschieden  werden  müssen,  ob  jene  Druck- 
kräfte auf  die  erste  oder  auf  die  zweite  Art  die  Widerstands- 
fähigkeit der  Stange  in  Anspruch  nehmen  werden.    Im  ersten  Falle 
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würde  in  Gleichung  702)  für  5,  die  Grösse  der  zulässigen  Druck- 
spannung zu  setzen  und  die  Grösse  F  unmittelbar  aui?^  dieser  Glei- 
chung zu  berechnen  sein.  Im  zweiten  Falle  dagegen  würde  man 
dem  Querschnitt  eine  solche  Grösse  zu  geben  haben,  bei  welcher 
erst  die  Summe  der  beiden  Spannungen  'S,  und  S^  die  Grösse 
der  zulässigen  Druckspannung  erreicht. 

Bei  langen  dünnen  Stangen  reicht  die  geringste  zufällige 
Krümmung  schon  hin,  um  zu  bewirken,  dass  durch  die  Druck- 
kräfte eine  seitliche  Ausbiegung  hervorgebracht,  und  der  Wider- 
stand gegen  Zerknicken  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also 
nicht  durch  besonders  günstige  Umstände  —  wie  etwa  durch  feste 
Wände,  welche  die  Stange  von  allen  Seiten  umgeben  und  die  Form 
derselben  geradlinig  erhalten  —  jede  Möglichkeit  einer  seitlichen 
Ausbiegung  ausgeschlossen  ist,  so  wird  man  bei  der  Querschnitts- 
Berechnung  allemal  die  zweite  Methode  vorziehen  uüd  der  Sicher- 
heit wegen  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  jede  Druckkraft 
ausser  der  direct  hervorgebrachten  Druckspannung  aS,  noch  eine 
Biegungsspannung  5^  erzeugt,  entsprechend  —  nach  Gleichung  704) 
—  dem  grössten  Werthe,  welchen  der  Hebelarm  /  im  ungünstig- 
sten Falle  erreichen  kann. 

Für  diese  Grösse  /  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  oberer 
Grenzwerth  ermitteln,  in  Bezug  auf  welchen  mit  Bestimmtheit  be- 
hauptet werden  kann,  dass  bei  genügenderStärke  der  Stange 
in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  kann,  bei 
welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  Grenzwerth  erreichte. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Stange  an  allen  Stellen  gleich  stark 
gekrümmt  —  in  welchem  Falle  also  die  Biegnngscurve  ein  Kreis- 
bogen wird  —  und  denkt  man  sich  zugleich  diese  Krümmung 
so  stark,  dass  die  solcher  Krümmung  entsprechende  Biegungs- 
spannung für  sich  allein  schon  die  Elasticitäts- Grenze  erreicht, 
so  würde  offenbar  bei  dem  Hinzutreten  der  gleichförmig  vertheil- 
ten  Druckspannung  5,  die  Elasticitäts-Grenze  überschritten  werden. 
Könnte  durch  die  Druckkräfte  K  ein  solcher  Zustand  der  Stange 
jemals  herbeigeführt  werden,  so  würde  die  Stärke  der  Stange 
jedenfalls  ungenügend  zu  nennen  sein.  Wenn  man  also  die 
einer  solchen  Krümmung  entsprechende  Pfeilhöhe  /  in  Gleichung 
704)  als  Hebelarm  der  Kraft  K  in  Bechnung  bringt,  so  wird  der 
aus  jener  Gleichung  hervorgehende  Werth  von  S^  jedenfalls  grösser 
sein  als  die  Biegungsspannung,  welche  bei  genügenderStärke 
der  Stange  in  Wirklichkeit  durch  die  Kräfte  K  hervorgebracht 


534  Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXII.  §  142. 

werden  kann,  und  die  aus  dieser  Annahme  sich  ergebende  Quer- 
schnittsgrösse  F  wird  etwas  grösser  ausfallen  als  in  Wirklichkeit 
erforderlich  ist. 

Wenn  man  in  Gleichung  595)  dem  Buchstaben  ^S  die  Bedeu- 
tung der  „Druckspannung  an  der  Elasticitäts- Grenze ""  giebt,  so 
bedeutet  8  das  Y erkürzungsverhältniss ,  welches  der  Elasticitäts- 
Grenze  entspricht.    Man  kann  also  den  gesuchten  Werth  von  f 

aus  Gleichung  697)  berechnen,  indem  man  darin  8  statt  -^  und 
/  statt  s  substituirt,  woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

706)  f=~ 

Wenn  man  diesen  Werth  fftr  /  und  ausserdem  den  aus  Glei- 
chung 702)  für  K  sich  ergebenden  Werth  in  Gleichung  704)  sub- 
stituirt, so  nimmt  letztere  die  Form  an: 

707)  5,  =  -^.5„ 

und  ftlr  die  grösste  Druckspannung  in  der  Stange  ergiebt  sich 
nach  Gleichung  705)  der  Werth: 

/        S  FV 

708)    «  =  «i(n-y-^ 

Wenn  man  die  ganze  Länge  der  Stange  2i  ==^  L  setzt  und 
das  Verhältniss  -^  mit  n  bezeichnet,  so  erhält  man  für  letztere 
Zahl  die  allgemeine  Gleichung: 

709)    ,_|-,  +  |-^. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S^  diejenige  Druckspannung, 
welche  ohne  das  Hinzutreten  der  Biegung  in  der  Stange  ent- 
standen sein  würde,  und  die  Verhältnisszahl  n  giebt  an :  wie  yiel- 
mal  die  Druckspannung  vergrössert  werden  kann  durch  das  Hin- 
zutreten der  Biegung. 

Die  Zahl  n  giebt  daher  zugleich  an:  den  wievielten 
Theil  von  der  sonst  zulässigen  Druckspannung  man 
als  Belastung  für  jede  Flächeneinheit  des  Querschnit- 
tes als  zulässig  in  Rechnung  bringen  darf,  wenn  die 
Stange  eine  genügende  Widerstandsfähigkeit  gegen 
das  Zerknicken  besitzen  soll. 

Wenn  man  die  Werthe  des  Coefficienten  d  aus  der  Tabelle 
des  §  132  bestimmt  und  in  Gleichung  709)  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  resp.  für: 
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15  1       FL* 

Gusaeisen:        S-j^^^       710)    „=i  +  -^^-^, 

15  1  jPi' 

Schmiedeisen:  (J  = -200^3^,       711)    «  =  i+^^_-^, 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  %  das  Trägheits-Moment  der 
Qnerschnittsfläche  in  Bezug  auf  ^  diejenige  Schwerponktsachsey 
welche  rechtwinkelig  zur  Biegungs- Ebene  steht,  d.  h.  rechtwin- 
kelig zu  derjenigen  Ebene,  in  welcher  eine  Biegung  der  Stange 
am  leichtesten  heryorgebracht  werden  kann. 

Wenn  z.  B.  der  Querschnitt  ein  Bechteck,  und  H  die  grössere,  B  die 
kleinere  Seite  desselben  ist,  so  würde  %  »=  zu  setzen  sein,  wenn  da- 

1  m 

gegen  H  die  kleinere,  B  die  grössere  Seite  w&re,  so  würde  £»  zu 

£v  D   CT  « A 

setzen  sein.    Für  letzteren  Fall  würde  man  also  -=-  — =  —. =  -^^  zu 

^      -Lbh^      ^ 

12 
substituiren  haben  und  die  Gleichungen  erhalten  resp.  für: 

Gusseisen:  713)    «  =  1+0,002  25    f-o  )  » 

Schmiedeisen:    71 4)    n  » 1  +  0,001  125  (-ffYy 

Holz:  715)    w  — 1+0,0027      (4)'» 

aus  denen  sich  z.  Ö.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe  ergeben: 

-77-  =     10         *  20  30  40  50 

Gusseisen:         n  »  1,225         1,9         3,025         4,6         6,625 

Schmiedeisen:  n  »=  1,1125       1,45       2,0125       2,S         3,812o 

Holz:  n  =  1,27  2,08       3,43  5,32       7,75. 

Setzt  man  als  zulässige  Druckspannung  für  Schmiedeisen  5 »  6  Kil.,  so 
würde  z.  B.  eine  parallelepipedische  schmiedeiseme  Stange,  deren  kleinere 
Querschnitts-Dimensionen  H  den  zwanzigsten  Theil  der  L&nge  L  beträgt,  nur 
mit  dem  Gewichte: 

für  jeden  Quadratmillimeter  des  Querschnittes  belastet  werden  dürfen;   und 

wenn  z.  B.  iT»  lo»",  B  »  40»"  ist,  so  würde  die  Druckkraft  K  (Fig.  548) 

die  Grösse: 

JT—  iT .  Sj  =-  400  .  4,14  =  1656  Kil. 

nicht  überschreiten  dürfen,  wenn  noch  hinreichende  Sicherheit  gegen  das  Zer- 
knicken vorhanden  sein  soll. 
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Wenn  die  Querschnittsfl&che  in  der  Differenz  zweier  Rechteckflächen  be- 

jp  Ji  ff h  h 

steht  (Fig.  4t99),  so  ist  -^  = ^ zu  setzen,  und  die  fOr  Seh  mied- 

12  12 

eisen  gefundene  Gleichung  711)  nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an: 

716)  7t  =  1  +  0,001  125     ßj^3_f,ß^3    • 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B.  für  eine  quadratische  schmiedeiserne  Röhre, 
deren  Wandstärke  -rrr-  der  äusseren  Dicke  beträgt,  die  Gleichung: 

717)  »=  1 +0,000  62  f-^]', 

und  wenn  zugleich  die  äussere  Dicke  B  gleich  dem  zwanzigsten  TfLeile  der 

Länge  L  ist,  so  wird: 

n  =  1,248. 

Eine  solche  Röhre  würde  also. unter  den  obigen  Voraussetzungen  nur  mit  dem 
Gewichte: 

^'  ^  T248"  =  ^'^  ^'^^ 

pro  QuadratmilUmeter  ihres  Querschnittes  belastet  werden  dürfen. 

Für  eine  runde  schmiedeiserne  Röhre  vom  äusseren  Durchmesser  D  und 
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vom  inneren  Durchmesser  d  würde 


F 


4- (/)«-</») 

4 

TT 
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sein,  und  ergiebt  sich  nach  Gleichung  711)  der  Werth: 


zu  setzen 


Fig.  549. 


718)     «  =  1  +  0,0015 


\W+d^) 


C'il  : 


'/'y    /> 


j  r 

Setzt   man   hierin   -jr-  =  o,9    und  .-^  =  20 ,    so   wird 

//  ^j^         n  ==  1,3315  und  5,  =  4,5  Kil. 

Für  d=^0  und   -^  «  20   dagegen  wird  n  =  1,6  und 
S,  «  3,75  Kü. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  548  die  eine  Hälfte  der 
Stange  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen,  so  findet 
man,  dass  dadurch  in  dem  Spannangszustande  der 
anderen  Hälfte  —  folglich  anch  in  der  bei  C  statt- 
findenden grössten  Druckspannung  —  keine  Aende- 
rung  hervorgebracht  werden  würde.  Die  allgemeine 
Gleichung  709)  gilt  daher  auch  fttr  den  in  Fig.  649 
dargestellten  Fall,  und  wenn  man  wiederum  L=^2l 
setzt,  so  erhält  man  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

719)     „=n--|-^. 


U 
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Für  eine  massive  runde  schmiedeiseme  Stange,  deren  Länge  BC=^l  das 
Zwanzigfache  des  Durchmessers  beträgt,  würde  ahio  in  diesem  Falle  n  -«  3,4  and 

5,  a»  — --  iB  1,76  Ki].  zu  setzen  sein;  und  wenn  der  QuerschniU  der  Stange 

z.  B.  100  Quadratmillimeter  enthielte,  so  wtlrde  bei  der  in  Fig.  549  dargestellten 
Befestigungsweise  nur  eine  Belastung  JTssiTß  Eil.  als  zulässig  zu  betrachten 
sein  (während  dieselbe  Stange  bei  der  in  Fig.  548  dargestellten  Belastungsweise 
ein  Gewicht  K^i^  375  Eil.  mit  hinreichender  Sicherheit  tragen  würde). 

Wenn  an  dem  freien  Ende  der  Stange  ausser  der  parallel  zur 

Richtung  derselben  wirkenden  Kraft  K  noch 
eine  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtete 
Kraft  P  wirkt  (Fig.  550),  so  setzt  sich  die 
grösste  in.  der  Stange  vorkommende  Druck- 
spannung an  der  Befestigungsstelle  C  aus  drei 
Spannungen  zusammen,  von  denen  die  beiden 
ersten  wie  im  vorigen  Falle  zu  bestimmen  sind, 
während  fttr  die  von  der  Kraft  P  hervorge- 
brachte dritte  Spannung  S^  aus  Gleichung  610) 
der  Werth  sich  ergiebt: 


mfm:MSä 


720)     S, 


w 


PL 


Betrachtet  man  die  Kräfte  K  und  P  als  Seitenkräfle  der  den 
Winkel  a  mit  der  Stangenrichtung  einschliessenden  Kraft  i2,  und 
setzt  man  P=  Ktg  a,  oder  [da  nach  Gleichung  702)  K=  S^  F 
ist]  P=S^  Ftg  a,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

721)     ^S3= z~'^'' 

Um  die  zulässige  Grösse  der  Kraft  K  zu  bestimmen,  hat  man 
die  Summe  der  drei  Spannungen  S,  (Gleichung  702),  S^  (Gleichung 
707),  S3  (Gleichung  721)  gleich  der  zulässigen  Spannung  4S  zu 
setzen  und  erhält  dann  fttr  das  Verhältniss  der  letzteren  zur 
ersteren  die  Gleichung: 

S        .    .    Fl^  /d 


722)    n  =  -^  =  1  + 


w 


+  T-tg« 


S,         '    '      5C     V2    '     / 

Wenn  man  aus  dieser  Gleichung  die  Grösse  5,  berechnet  hat, 
so  kann  man  die  Grösse  R  aus  Gleichung  702)  bestinunen,  indem 
man  darin  fttr  K  den  Werth  R  cos  a  substituirt,  woraus  sich  die 
andere  Gleichung  ergiebt: 

FS, 


723)     R  = 


cos  a 
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Setzt  man  z.  B.  aa»  45^  so  erhält  man  für  eine  runde  schmiedeiserne 
Stange,  deren  Länge  das  Zwanzigfache  des  Durchmessers  beträgt,  aus  Glei- 


chung 722)  n  » 1 63,4,  also  Sx  » 


Fig.  551. 


Fig.  552. 
K 


■A 


R 


K 


a  D 


725)     n 


S 


j^^«  0,0367  Kil.  und  nach  Gleichung  693) 

Ä  = -F.  0,052;  also  z.  B.  für  i^«  lOOOD""" 
wird  /? «  52  Kil. 

Für  den  Fall,  dass  statt  der  ein- 
zelnen Kraft  P  ein  Kräftepaar  vom 
Momente  3M  =  Ka  an  dem  freien 
Ende  der  Stange  wirkt  (Fig.  551),  hat 
man  nach  Gleichnng  610): 

724)     S,  =  ^Ka 

zu  setzen  und  im  Uebrigen  die  Grösse 
n  wie  beim  vorigen  Falle  zu  bestim- 
men. Setzt  man  nach  Gleichung  702) 
Ä'=  FS, ,  so  erhält  man  die  Gleichung : 
FV 


% 


-[4+(T)-(f)] 


welche  auch  für  den  in  Fig.  652  dargestellten  Fall  gtiltig  ist,  da 
man  durch  HinzufUgung  der  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  K 
in  dem  Punkte  B  ein  Kräftepaar  vom  Momente  Ka  und  ausser- 
dem eine  im  Punkte  B  angreifende  Einzelkraft  K  erhält. 

Wenn  z.  B.  bei  den  im  vorigen  Falle  angenommenen  Werthen  -r  =  -;— - 

gesetzt  wird,  so  erh&lt  man  n»9,8  und  S^  ».—-ss  0,612  und  als  zulässige 
Belastung  des  Punktes  D  (Fig.  552)  die  Grösse  K^  F  .S^=-  612  Kil. 

Wenn  die  Stange  aus  einem  Material  besteht,  fttr  welches  die 
zulässige  Zug- Spannung  kleiner  ist  als  die  zulässige  Druck- 
Spannung  (wie  z.  B.  bei  dem  Gusseisen),  so  wttrde  man  bei  allen 
diesen  Fällen  der  Sicherheit  wegen  ausserdem  noch  zu  unter- 
suchen haben,  ob  bei  dem  vorauszusetzenden  Biegungszustande 
der  Stange  die  an  der  convexen  Seite  der  Biegungscurve  bei  der 
Befestigungsstelle  C  entstehende  grösste  Z  u  g  -  Spannung  die  ftlr 
letztere  als  zulässig  anzunehmende  Grösse  nicht  überschreitet. 


§  143. 
Widerstand  gegen  Abscheerung. 

Denkt  man  sich  die  an  den  festen  Punkten  A  und  B  be- 
festigten beiden  rechtwinkelig  zu  einander  gerichteten  Stangen 


Widerstand  gegen  Abscheening. 


539 


A  C  und  B  C  (Fig.  663)  durch  einen  Gelenkbolzen  C  mit  einander 
verbunden  und  an  diesem  Verbindungspunkte  ein  Gewicht  K  auf- 
gehängt,    so    entsteht 
Fig-  668.  Fig.  564.  j^  ^^^  ^^^^^  j^q  der 

Zug- Widerstand : 

726)  Z  =  AT  cos  a, 

und  die  Stange  BC 
leistet  den  Druck- 
Widerstand  : 

727)  D  =  K  sin  a. 

In  Folge  der  mit  die- 
sen Spannungen  ver- 
bundenen Längenände- 
rungen der  beiden 
Stangen  senkt  sich  der 
Belastungspunkt  um  eine  Grösse  a  (Fig.  584),  welche  als  aus  zwei 
Theilen  a^  und  a^  zusammengesetzt  angesehen  werden  kann.  Den 
ersten  Theil  a^  findet  man,  indem  man  annimmt,  dass  nur  die 
Stange  AC  ihre  Länge  ändert  (Fig.  656),   den  anderen  Theil  a«, 

indem  man  annimmt,  dass 
Fig.  656.  Fig.  566.  nur  die  Stange  BC  ihre 

Länge  ändert  (Fig.  866). 
Es  soll  angenommen  wer- 
den, dass  die  Querschnitts- 
flächen der  Stangen  resp. 
den  von  ihnen  zu  leisten- 
den Widerständen  Z  und 
D  proportional  gewählt 
wurden,  dass  also  die 
Spannung  pro  Flächen- 
einheit des  Querschnit- 
tes in  beiden  Stangen 
dieselbe  Grösse  hat. 
In  diesem  Falle  ist  das  Verlängerungs-Verhältniss  der 
Stange  AC  ebenso  gross  wie  das  Verkürzungs-Verhältniss 
der  Stange  BC]  wenn  also  dieses  Yerhältniss  mit  ö  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

cc,      cc. 


wkA 

.  '■■■    y/ 


-■'''■/■.i 


728)     b  =  ■=^  = 


AC        BC 
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Da  die  Längenänderungen  als  verhältnissmässig  sehr  kleine 
Grössen  zu  betrachten  sind,  so  kann  nach  Fig.  565  gesetzt  werden: 


729)     (7,  =  CC^  .  cos  a  =  (J  .  ^  C  cos  a  =  <J 


/ 


sm  a 


•  cos  a 


und  aus  Fig.  656  ergiebt  sich  für  die  Senkung  a^  der  Werth: 
730)  -^^       .  .    ^^     .  .      l 


a^  =  (7  GL  .  sin  a  =  (J .  jB  C .  sin  of  =  <J 


•  sin  a. 


cosa 

Durch  Addition  dieser  beiden  Grössen  erhält  man  fllr  die 
totale  Senkung  den  Werth: 


731)     (y  =  d7 


cos  g       sm 
sin  a        cos 


ing\         2öl 
osa/       8in2( 


Fig.  657. 


^esma 


hSGOBa 


sin  2  a 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  «  =  45*^  ist,  wird  also: 

732)     a=2dl. 

Wie  in  Fig.  658  die  Elasticitäts-Widerstände  der  beiden  Stan- 
gen A  C  und  B  C,  so  kann  man  sich  die  Zug-  und  Druck- Wider- 
stände der  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  wirkend  vorstellen 
in  einem  sehr  kurzen  Balkenstücke -clZ^Ci?  (Fig.  657),  welches 

am  einen  Ende  in  einer  festen  Wand  be- 
festigt, einer  am  anderen  Ende  wirkenden 
abscheerenden  Kraft  ausgesetzt  ist.  Man 
kann  sich  dieses  Balkenstück  zerlegt  den- 
ken in  parallele  Streifen,  deren  Richtung 
den  Winkel  a  mit  der  Verticalen  ein- 
schliesst,  und  annehmen,  dass  in  diesen 
Streifen  Zug- Spannungen  entstehen,  wäh- 
rend gleichzeitig  in  einer  Richtung  recht- 
winkelig zu  ihrer  Längenrichtung  Druck - 
Spannungen  in  diesen  Streifen  hervorge- 
bracht werden.  Das  Zusammenwirken 
dieser  Zug-  und  Druck- Widerstände  kann 
man  sich  in  ähnlicher  Weise  geschehend 
vorstellen,  wie  wenn  jeder  von  den  gezogenen  Streifen  an  seinem 
Endpunkte  unterstützt  wäre  durch  einen  rechtwinkelig  zu  ihm  ge- 
richteten gedrückten  Streifen,  dessen  Material  zugleich  einen  Theil 
des  in  den  unterhalb  liegenden  gezogenen  Streifen  enthaltenen  Ma- 
terials bildet. 

Wenn  die  yerticale  Endfläche  eines  der  gezogenen  Streifen 
mit  €  bezeichnet  wird,  so  ist  e  sin  a  der  Querschnitt  des  ge- 
zogenen, und  €  cos  a  der  Querschnitt  des  zugehörigen  gedrückten 
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Streifens.  Wenn  ferner  mit  5  die  auf  jede  Flächeneinheit  der  ver- 
ticalen  Endfläche  wirkende  abscheerende  Kraft  bezeichnet  wird, 
und  resp.  mit  j,  b  die  in  den  gezogenen  und  gedrückten  Streifen 
entstehenden  Zug-  und  Druck-Spannungen  pro  Flächeneinheit,  so 
nehmen  die  Gleichungen  726)  und  727)  für  diesen  Fall  die  Form  an: 
5  .  €  sin  a  =  6'6  .  cos  «,      b  .  «  cos  a  =  Se  .  sin  a,     oder: 

Die  Grössen  j  und  b  hängen  also  ab  von  der  willkürlich  an- 
genommenen Grösse  des  Winkels  a.  Man  darf  voraussetzen,  dass 
in  Wirklichkeit  die  gezogenen  und  gedrückten  Fasern  solche  Rich- 
tungen annehmen,  bei  welchen  für  die  Zug-  und  Druck -Span- 
nungen in  denselben  gleiche  Grössen  sich  ergeben.    Unter  dieser 

1 
Voraussetzung  würde  - —  =  tg  a  oder  «  =  45®  zu  setzen  sein 

und  wird:  ° 

733)    j  =  S«b. 
Zugleich  kann  in  diesem  Falle  die  Senkung  der  Endfläche 
nach  Gleichung  732)  bestimmt  werden,  wenn  wiederum  der  Quo- 

tient  -j=r  =  d  gesetzt  wird,  oder  aus  der  Gleichung : 


Fig.  558. 


734)     ff  =  2-|-/, 


l 


1 


% 


.1 


welche  zeigt,  dass  diese  der  Abscheerungsspannung 
S  entsprechende  Verschiebung  doppelt  so  gross  ist, 
als  die  der  Längsspannung  S  entsprechende  Ver- 
längerung des  Balkens  sein  würde. 

Wenn  die  ganze  Endfläche  mit  F  und  die 
ganze  auf  die  Endfläche  wirkende  abscheerende 
Kraft  mit  K  bezeichnet  wird  (Fig.  558),  so  ist 
Ä'=SF  zu  substituiren,  und  man  erhält  die  Glei- 
chungen: 

Tri  IT 

735)     (y  =  2-^rg     und     736)    j  =  y  =  b, 

deren  letztere  zeigt,  dass  die  von  der  auf  Abschee- 
rung  wirkenden  Kraft  K  hervorgebrachten  Zug- 
und  Druck-Spannungen  dieselbe  Grösse  haben,  wie 
wenn  diese  Kraft  K  in  horizontaler  Richtung  wirkend  den  Balken 
in  seiner  Längenrichtung  spannte,  in  welchem  Falle  ebenfalls  pro 

TT 

Flächeneinheit  des  Querschnittes  die  Spannung  S  =  -^  in  dem- 


I :A 


i 

K-SF 
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selbeD  entstehen  würde.  Hieraus  folgt  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in 
Fig.  512  und  Fig.  515  dargestellten  Formen  eines  Trägers  von 
gleichem  Widerstände:  dass  der  Querschnitt  des  Balkens  nach 
dem  Endpunkte  hin  nicht  bis  auf  die  Grösse  Null  abnehmen  darf, 
sondern  nur  bis  auf  diejenige  Grösse: 

737)  ^=^» 

bei  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  des  Balkens  gegen  die  ab- 

scheerende  Wirkung  der  am  freien  Ende  desselben  angreifenden 

Kraft  K  noch  eine  hinreichende  Grösse  behält. 

Zur  vollständigen  Lösung  der  in  §  135  behandelten  Aufgabe,  betreffend 
die  Maximalspannong  im  gebogenen  Balken,  würde  noch  erforderlich  sein,  zu 
untersuchen :  nach  welchem  Gesetze  die  Abscheerungskraft  V  =^K  (Fig.  498) 
auf  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  sich  vertheilt,  und  auf  welche  Weise 
die  in  jedem  Querschnitte  durch  die  abscheerende  Wirkung  der  Kraft  K 
hervorgebrachten  Zug-  oder  Druck-Spannungen  mit  den  der  biegenden  Wir- 
kung dieser  Kraft  entsprechenden  horizontalen  Bi^ungsspannungen  zu  den 
resultirenden  Spannungen  sich  zusammensetzen.  Es  zeigt  sich  indessen  bei 
diesen  Untersuchungen,  dass  die  auf  solche  Weise  zu  bestimmenden  wirk- 
lichen Mazimalspannungen  in  den  meisten  Fällen  nur  um  Weniges  grösser 
sind  als  die  in  §  135  gefundenen  Werthe,  und  dass  bei  einem  prismatischen 
Balken,  dessen  Länge  gross  ist  im  Yerhältniss  zu  dessen  Querschnittsdimen- 
sionen, in  der  Regel  die  abscheerende  Wirkung  der  biegenden  Kraft  ganz  un- 
berücksichtigt gelassen  werden  darf. 

Die  Gleichung  737)  kann  auch  benutzt  werden  zur  Bestim- 
mung der  erforderlichen  Querschnittsflächen  der  Niete  bei  Blech- 
verbindungen,  wobei  zu  unterscheiden  ist  zwischen  dem  Falle^  in 
welchem  bei  etwa  erfolgender  Trennung  der  Verbindung  eine  Äb- 
scheerung  des  Nietes  längs  einer  Querschnittsfläche,  und  dem 
Falle,  in  welchem  eine  Abscheerung  längs  zwei  Querschnittsflächen 
zugleich  entstehen  wtlrde  —  wie  z.  B.  bei  der  in  Fig.  559  dar- 
gestellten Verbindung.  In 
^^-  ^^-  letzterem  Falle  ist  die  er- 

forderliche  Querschnitts- 
K    fläche  des  Nietes  zu  be- 
rechnen   aus    der    Glei- 
chung: 

2FS  =  K, 
und  für  die  Grösse  d^  als  erforderlichen  Durchmesser  des  Nietes, 
ergiebt  sich  die  Gleichung:  

738)  2.  4- ^'.5=^,     oder:    rf  =  ]/|^, 

4  'OTT 
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in  welcher  für  die  znlässige  Spannung  S  im  Allgemeinen  ein  etwas 
kleinerer  Werth  in  Rechnung  zu  bringen  ist,  als  bei  Stangen, 
welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen  werden,  insofern  die  oben 
gemachte  Voraussetzung:  dass  die  abscheerende  Kraft  gleich- 
förmig über  die  Querschnittsfläche  sich  yertheilt,  hier  nicht  in 

aller  Strenge  zutrifft. 

Setzt  man  z.  B.  üT »  1000  Kil.  nnd  als  znl&ssige  Abscheerungsspannnng 
für  Schmiedeisen  ^  «  4  Eil.  pro  Qaadratmillimeter,  so  erhält  man  als  erforder- 
lichen Durchmesser  des  Nietes: 


d  «  ]/|^-yjj-  -  12,6  Millimeter. 


Selbstverständlich  ist  in  solchen  Fällen,  wo  mehrere  in  einer  Reihe  be- 
findliche Niete  an  dem  Widerstände  gegen  die  abscheerende  Kraft  sich  be- 
theiligen, für  K  derjenige  Brnchtheil  der  ganzen  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen, 
welcher  bei  der  Yertheilung  auf  das  einzelne  Niet  W\t. 


§  144. 
Wideratand  gegen  Torsion. 

Die  Gültigkeit  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Glei- 
chungen  beschränkt  sich  auf  solche  Fälle,  in  denen  die  Länge  / 
des  aus  der  festen  Wand  hervorragenden  BalkenstUckes  oder  Blech- 
streifens (Fig.  568)  eine  sehr  geringe  Grösse  hat,  und  die  gleich- 
zeitig entstehenden  Biegungsspannungen  in  Folge  dessen  nicht  in 
Betracht  kommen.  Wenn  man  sich  dagegen  jenen  Blechstreifen 
kreisförmig   in   sich   zurücklaufend   zu    einer   Röhre   umgeformt 

denkt,  wobei  jede  von  den  auf 
^^^-  ^^  die  einzelnen  Flächeneinheiten 

der  Endfläche   wirkenden  Ab- 
scheerungskräften    'S    nunmehr 
eine  in  tangentialer  Richtung  an 
der  ringförmigen  Endfläche  wir- 
kende Kraft  bildet  (Fig.  660),  so 
findet  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  Gleichungen  733)  und  734) 
für  jede  beliebige   Länge   der 
Röhre    gültig    bleiben.     Denn 
wenn  man  sich  die  ganze  Röhre 
in  unendlich  kurze  Stücke  von 
gleicher  Länge  zerlegt  denkt,  so  zeigt  es  sich,  dass  jedes  einzelne 
von  diesen  Ringstttcken  genau  in  demselben  Zustande  wie  jedes 
der  übrigen  sich  befindet,  dass  also  die  ganze  Verschiebung  der 
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Endfläche,  als  Samme  der  unendlich  kleinen  Verschiebangen, 
welche  für  jeden  einzelnen  Ring  nach  §  143  sich  ergeben  wtlrden, 
unmittelbar  ans  Gleichung  734)  bestimmt  werden  kann,  wenn  man 
darin  fttr  /  die  ganze  Länge  der  Röhre  setzt.  Für  den  der  Ab- 
scheerungsspannung  S  entsprechenden  Verdrehungswinkel  q>  er- 
giebt  sich  hiernach  die  Gleichung: 

c 

739)     G  =  R.(p 


2^1, 


welche  zeigt,  dass  bei  gegebener  Länge  der  Röhre  die  einem 
bestimmten  Verdrehungswinkel  der  Endfläche  entsprechende  Ab- 
scheerungsspannung  «S  dem  Halbmesser  R  proportional  ist 

Wenn  also  bei  einem  massiven  Cylinder,  dessen  eine  End- 
fläche an  einer  festen  Wand  befestigt  ist,  die  freie  Endfläche  nm 
einen  bestimmten  Winkel  cp  verdreht  wird,  so  entstehen  in  den 
einzelnen  Hohlcylindem ,  aus  welchen  man  sich  den  massiven 
Cylinder  zusammengesetzt  denken  kann,  Abscheerungsspannungen 
von  verschiedenen  Grössen,  deren  Verhältniss  gleich  dem  Ver- 

hältniss  der  Halbmesser  dieser  Hohlcylinder 
ist,  und  wenn  mit  s  die  Abscheerungs- 
spannung  pro  Flächeneinheit  in  der  Quer- 
schnittsfläche des  Hohlcylinders  vom  Halb- 
messer Q  bezeichnet  wird  (Fig.  561),  so  ist: 


Fig.  &61. 


740) 


Fig.  562. 


s  Q  S 

S"=Ä'    ^^^'^     '~-R  '^' 

Diese  Spannung  s  bildet  zugleich  den  in 
jeder  Flächeneinheit  dieser  ringförmigen 
Querschnittsfläche  auftretenden  tangential  gerichteten  Widerstand, 
welcher  der  Verdrehung  des  Cylinders   entgegenwirkt.     Der  in 

einem  Flächentheilchen  /  dieser  Ringfläche 
auftretende  Torsionswiderstand  (Fig.  562) 
ist  also: 

741)  sf~-^fQ, 

und  das  statische  Moment  dieses  Wider- 
standes in  Bezug  auf  die  Achse  des  Cylin- 
ders ist: 

742)  sfQ^^fQ\ 

Das  Moment  3Jl  eines  auf  die  freie  Endfläche  -des  Cylinders 
wirkenden  Kräftepaares,  welches  diese  Verdrehung  hervorbringen 
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(oder  den  Cylinder  in  diesem  Torsionszostande  erhalten)  soll,  muss 
gleich  der  Smnme  der  statischen  Momente  aller  der  in  den  ein* 
zelnen  Flächentheilchen  der  ganzen  Querschnittsfläche  auftreten- 
den Torsionswiderstände  sein,  also  ist: 


743)    a» 


-^iir.') 


s 

oder,  da  die  Grösse  -^  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 
Summationszeichen  vereinigten  Glieder  ist: 

744)  a»  =  -|-2(/p»). 

Wenn  man  die  Grösse  2{fq'^)  als  Trägheitsmoment  der  Quer- 
schnittsfläche in  Bezug  auf  die  geometrische  Achse  des  Cylinders 
mit  STo  bezeichnet,  so  ninmit  diese  Gleichung  die  Form  an: 

745)  a»— -|-5E,. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  von  dem  Kräftepaare  SDi  her- 
vorgebrachte grösste  Abscheerungs-Spannung  5  berechnen,  welche 
zugleich  (nach  Gleichung  733)  mit  den  grössten  in  dem  ganzen 
Cjlinder  vorkommenden  Zug-  und  Druck-Spannungen  ihrer  Grösse 
nach  übereinstimmt. 

Um  femer  den  von  diesem  Kräftepaare  hervorgebrachten  Tor- 
sionswinkel q)  zu  bestimmen,  hat  man  den  aus  obiger  Gleichung 
ftlr  S  sich  ergebenden  Werth: 

746)  5  =  -^  •  a» 

in  Gleichung  739)  zu  substituiren,  welche  alsdann  ftlr  (p  aufgelöst, 

die  Form  annimmt: 

23»/ 

Ftir  einen  Hohlcylinder  vom  äusseren  Halbmesser  R  und  inne- 
ren  Halbmesser  r  würde  nach  Gleichung  457)  So  =  -«■  (Ä* — r^)  zu 

setzen  sein;  ftlr  den  massiven  Cjlinder  dagegen  %^^=^-^R*.   Wenn 

man  den  letzteren  Werth  in  Gleichung  746)  substituirt,  so  nimmt 
dieselbe  ftlr  R  aufgelöst  die  Form  an: 


^*8)  ^-V^ 


und  kann  in  dieser  Form  benutzt  werden  zur  Berechnung  des  er- 
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forderlichen  Durchmessers  einer  Welle,  deren  Torsionswiderstand 
durch  zwei  gleiche  entgegengesetzt  drehende  Kräftepaare  vom  Mo- 
mente 3Ä  =  Ka  ■=  Pb  in  Anspruch  genommen  wird,  und  welche 

unter  Einwirkung  dieser  beiden 


Fig.  563. 


einander  im  Gleichgewicht  hal- 
tenden Drehkräfte  eine  gleich- 
förmige Drehbewegung  aus- 
fllhrt  (Fig.  668). 

Wenn  z.B.Jr=1000Kil.,  Ä— 400"» 
und  (als  zul&ssige  Abacbeerongsspan- 
nung  für  Scbmiedeiaen)  5  »  4  Eil. 
gesetzt  wird,  so  eigiebt  sich  für 
den  erforderlichen  Dorchmesser  der 
Werth: 


j9  =  2Ä=2 


V- 


2  .  1000  .  400 


80  Millimeter, 


4  .  3,14 

welcher  unabhängig  ist  von  der  Länge  der  Welle.  Der  Torsionswinkel  da- 
gegen hängt  ab  vom  Abstände  der  Drehongsebenen  der  beiden  Eräftepaare  von 
einander,  und  wenn  man  z.  B.  /«.  10  000*°'^  setzt,  so  erhält  man  ans  Gleichung 
739)  für  9>  den  Werth: 

25/       2.4.10000       ^,        ,  ro>iof.f/ 

"^—m-    40.20000    -^-^>    ^^'''    S^-'5043'4/'. 

Nach  Gleichung  376)  kann  für  das  Moment  des  treibenden 
(oder  des  widerstehenden)  Eräftepaares  auch  der  Werth  gesetzt 
werden  (fttr  den  Millimeter  als  Längeneinheit): 

^^  iV      60.75000 
71  2/r 

worin  n  die  Umdrehungszahl  der  Welle  pro  Minute  und  N  die 
von  dem  treibenden  Eräftepaare  auf  die  Welle  übertragene  mecha- 
nische Arbeit  in  Pferdekräften  ausgedrückt  bezeichnet.  Wenn  man 
diesen  Werth  in  Gleichung  748)  substituirt,  so  erhält  man  für  den 
Durchmesser  der  Welle  die  Gleichung: 


749) 


^    nS 


Eine  schmiedeiseme  Welle  z.  B.,  welche  in  jeder  Minute  100  Umdrehungen 
macht  und  dabei  eine  mechanische  Arbeit  von  50  Pferdekräften  von  einer  WeUe 
auf  die  andere  überträgt,  muss  den  Durchmesser  erhalten: 


/>»154 


50 


100.4 


«77  Millimeter. 


\ 
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DREIUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Berechnangen  von  Dach-  nnd  Brücken -Constmctionen. 

§  145. 
Methode  der  etatischen  Momente. 

Die  Biegimgsspannnngen,  welche  in  einem  an  seinen  beiden 
Endpunkten  nntersttttzten  Balken  durch  eine  gleichfönnig  über  die 
Länge  desselben  vertheilte  Belastung  hervorgebracht  werden,  sind 
immer  ungleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  desselben 
vertheilt.  Während  bei  Zunahme  der  Belastung  die  Spannung  der 
am  weitesten  von  der  Neutralen  entfernten  Faser  schon  die  Elasti- 
citätsgrenze  erreicht,  befinden  sich  die  in  der  Nähe  der  Neutralen 
liegenden  Fasern  noch  in  Spannungszuständen ,  bei  welchen  die 
Widerstandsfähigkeit  des  in  ihnen  enthaltenen  Materials  nur  theil- 
weise  in  Anspruch  genommen  wird.  Wenn  also  das  zum  Tragen 
der  Belastung  bestimmte  Material  in  Form  eines  massiven  Trag- 
balkens verwendet  wird,  so  ist  die  Material  Verwendung  insofern 
eine  ungflnstige  und  unvortheilhafte  zu  nennen :  als  auf  diese  Weise 
niemals  die  volle  Ausnutzung  der  ganzen  Widerstandsfähigkeit  des 
verwendeten  Materials  zu  erreichen  ist. 

Diesen  Uebelstand  kann  man  dadurch  vermeiden,  dass  man 
den  massiven  Tragbalken  ersetzt  durch  ein  System  von  gerad- 
linigen Stangen,  die  auf  solche  Weise  mit  einander  verbunden 
sind,  dass  in  jeder  Stange  nur  Zug-  oder  Druck -Spannungen  — 
niemals  aber  Biegungsspannungen  —  entstehen  können.  Die  letz- 
tere Bedingung  lässt  sich  dadurch  erfüllen,  dass  je  zwei  Stangen, 
da  wo  sie  zusammentreffen,  durch  einfache  G^lenkbolzen  (Schar- 
niere) mit  einander  verbunden,  und  ausschliesslich  diese  Gelenk- 
punkte als  Belastungspunkte  gewählt  werden.  Denn  wenn  man 
sich  in  einer  solchen  Stangen-Verbindung  irgend  eine  (als  gewicht- 
los zu  betrachtende)  Stange  durchschnitten  denkt  und  an  jeder 
Schnittstelle  eine  Kraft  hinzugefügt,  welche  den  früheren  Gleich- 
gewichtszustand wieder  herstellt,  so  fallt  diese  Kraft  stets  mit  der 
Längenrichtung  der  Stange  zusammen,  da  sie  andernfalls  die  Stange 
um  den  Gelenkpunkt  drehen  würde  (vergl.  Fig.  211).  Die  Spannung 
einer  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung  gezogen  oder  ge- 
drückt wird,  vertheilt  sich  gleichförmig,  sowohl  über  die  Quer- 
schnittsfläche, als  auch  über  die  ganze  Länge  der  Stange.    Es  ist 
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also  möglich,  durch  passende  Wahl  der  Qaerschnittsflächen  der 
einzelnen  Stangen  zu  erreichen,  dass  die  Widerstandsfähigkeit  des 
in  der  ganzen  Stangen-Verbindnng  enthaltenen  Materials  vollkom- 
men  ausgenutzt  wird. 

Um  die  Spannungen  der  einzelnen  Stangen  zu  finden,  hat 
man  zunächst  die  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen,  welche  auf  die 
ganze  Stangen-Verbindung  einwirken.  Diese  äusseren  Ei^e  be- 
stehen erstens:  in  den  Gewichten,  welche  die  einzelnen  Belastungs- 
punkte  zu  tragen  haben;  zweitens:  in  den  Gegendrücken  der  bei- 
den festen  Stützpunkte.  Um  diese  äusseren  Kräfte  zu  bestimmen, 
kann  man  sich  die  ganze  gleichförmig  über  die  Spannweite  AB 
yertheilte  Belastung,  welche  von  der  Stangen-Verbindung  getragen 
werden  soll,  dargestellt  denken  durch  einen  horizontalen  Balken 
ab  (Fig.  564),   welcher  auf  solche  Art  in   einzelne  Stücke  zer- 

Fig.  504. 


schnitten  ist,  dass  jede  Schnittstelle  vertical  über  einem  der  Be- 
lastungspunkte sich  befindet,  d.  h.  über  einem  derjenigen  G^lenk- 
punkte,  welche  zur  Aufnahme  der  Belastungen  bestimmt  sind. 
Jede  dieser  Schnittstellen  hat  man  sich  durch  eine  Verticalstange 
unterstützt  zu  denken,  welche  den  Druck  der  auf  ihrem  oberen 
Endpunkte  ruhenden  Last  auf  den  betreffenden  Belastnngspunkt 
überträgt  (vergl.  §  61). 

Man  findet  auf  diese  Weise,  dass  z.  B.  bei  der  in  Fig.  664 
dargestellten  Anordnung  jeder  von  den  sieben  Belastungspunkten 

das  Gewicht  P=-^—  zu  tragen  hat,  während  an  jedem  der  bei- 

«  T 

den  Endpunkte  A  und  B  das  Gewicht  ^-r^  unmittelbar  von  dem 

betreffenden  Auflagerpunkte  getragen  wird.  Die  Gegendrücke, 
welche  von  den  beiden  Auflagerpunkten  auf  die  Stangen- Verbin- 
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dang  Übertragen  werden,  sind  auf  dieselbe  Weise  zn  bestimmen, 
wie  bei  einem  einfachen  Tragbalken,  welcher  mit  dem  Gewichte 
7  P  belastet  ist,  und  sind  wegen  symmetrischer  Yertheilnng  der- 
selben ein  jeder  gleich  der  Hälfte  dieses  Gewichtes  (Fig.  666). 

Fig.  665. 


Fig.  566. 


Die  Spannung  einer  beliebig  anszawählenden  Stange,  z.  B. 
die  Spannnng  Y  der  Stange  EF^  lässt  sich  nnnmehr  anf  folgende 
Weise  bestimmen.  Man  denkt  sich  dnrch  eine  Schnittfläche  aß 
die  ganze  Constrnction  in  zwei  Theile  zerlegt  und  an  den  Schnitt- 
stellen die  Elräfte  X,  Y,  Z  angebracht,  welche  das  Gleichgewicht 
wieder  herstellen  (Fig.  666).    Diese  Kräfte  X,  Y,  Z  fallen  nach 

der    oben   gegebenen   Erklärung 
mit   den    Längenrichtnngen    der 
drei  durchschnittenen  Stangen  zu- 
sammen und  bilden  die  Spannun- 
gen derselben.   Das  links  von  der 
Schnittfläche  liegende  Stück  Aaß 
(Fig.  666)  wird  im  Gleichgewichte 
gehalten  von  den  drei  bekannten 
Kräften  2?,  P,  P  und   den   drei 
.noch  unbekannten  Kräften  X,  Y,  Z. 
Es   muss   also   die    algebraische 
Summe  der  statischen  Momente  dieser  sechs  Kräfte  in  Bezug 
auf  einen  beliebig  zu  wählenden  Drehpunkt  der  Kräfte -Ebene 
gleich  Null  sein. 

Um  die  unbekannte  Kraft  Y  zu  bestimmen,  stellt  man  die 
Gleichung  der  statischen  Momente  auf  und  wählt  als  Dreh- 
punkt denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  Richtungs- 
linien der  beiden  anderen  unbekannten  Kräfte  X,  Z 
einander  schneiden,  also  den  Punkt  A,  Man  erhält  dann 
eine  Gleichung: 
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750)    0  — P.A  +  P.2A— Y.y, 

aus  welcher  die  Kraft  Y  als  einzige  darin  vorkommende  anbe- 
kannte Grösse  sofort  berechnet  werden  kann,  sobald  die  Länge 
des  Hebelarms  j/  durch  directe  Messung  vorher  bestimmt  wurde. 
Für  die  gesuchte  Spannung  Y  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

3Ä 


y 


P. 


Das  gleiche  VerfiEihren  ist  bei  der  Bestimmung  der  Spannung  jeder  Ton 
den  ttbrigen  Stangen  anzuwenden.  Bei  der  Bestimmung  der  Spannung  X 
würde  man  den  Durchschnittspunkt  F,  in  welchem  die  Richtungslinien  der 
beiden  Ejräfte  Y,  Z  zusammentreffen,  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben,  und 
bei  der  Bestimmung  der  Spannung  Z  den  Durchschnittspunkt  E  der  Rich- 
tungen Ä,  F.  Die  Schnittfläche  aß  ist  wo  möglich  stets  so  zu  l^en,  dass 
dieselbe  höchstens  drei  Stangen  trifft,* darunter  die  Stange,  deren  Spannung 
bestimmt  werden  soll.  £s  würde  also  z.  B.  fClr  die  Bestimmung  der  Spannung 
einer  von  den  verticalen  Stangen  die  Schnittfläche  schräg  zu  legen  sein.  Wenn 
nur  zwei  Stangen  durch  die  Schnittfläche  getroffen  werden,  so  kann  irgend  ein 
beliebiger  in  der  Richtung  der  mitdurchschnittenen  Stange  liegender  Punkt  als 
Drehpunkt  gewählt  werden. 

•       §  146. 
Berechnung  dreieckfSrmiger  Dach-Conetructfonen. 

Wenn  die  Spannweite  des  Daches  32  Meter  beträgt  und  die 
Vertical- Ebenen  der  einzelnen  Binder  je  5  Meter  von  einander 
entfernt  liegen,  so  hat  derjenige  Theil  des  Daches,  welcher  von 
einem  einzelnen  Binder  getragen  wird,  im  Grundriss  gesehen  die 
Form  eines  Rechtecks  von  32  Metern  Länge  und  5  Metern  Breite, 
also  von  5  .  32  =  160  Quadratmetern  Flächeninhalt  Wenn  femer 
als  Totalbelastung  des  Daches  (incl.  Wind-  und  Schneedruck) 
200  Kil.  für  jeden  Quadratmeter  der  Grundrissfläche  gerechnet 

Fig.  5«7. 


werden,  so  beträgt  die  ganze  Belastung  des  in  Fig.  567  darge- 
stellten einzehien  Binders  200  .  160  —  32  000  Eil.    Nach  der  in 
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11000 

A 


Bezug  anf  Fig.  664  gegebenen  Erklänmg  hat  also  die  Belastnng 

32  000 
jedes  Belastungspunktes  die  Grösse  P  =  — ^ —  =  4000  Kil., 

und  der  von  jedem   der  beiden  Auflagerpnnkte  A^  B  auf  die 
Stangen  -  Verbindung   übertragene    Gegendruck    hat   die   Grösse 

D  =  '^  •  ^^^^  =  14000  Kil. 

Um  die  Spannung  X  der  horizontalen  Stange  des  Mittelfeldes 
zu  bestimmen,  zerlegt  man  durch  den  Vertical- Schnitt  aß  die 

ganze     Construction    in 
Fig.  6«8.  zwei  Theile  und  stellt  für 

den  einen  derselben,  z.  B. 
fttr  den  in  Fig.  568  dar- 
gestellten Theil,  die  Glei- 
chung der  statischen  Mo- 
mente atif)  indem  man 
den  Durchschnittspunkt 
der  Bichtungslinien  von 
den  beiden  mitdurch- 
schnittenen Stangen,  also 
den  Punkt  C  als  Drehpunkt  wählt.  Man  erhält  dann  die  Gleichung: 
0 X  .  6,4  +  14  000  .  16  —  4000  (12  -f-  8  +  4),    oder: 

X  _  +  20  000  Kil. 
Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  der  anderen  hori- 
zontalen Stangen  die  Gleichungen: 

0  «=  —  ;r,  .  4,8  -I-  14000  .  12  —  4000  (8  +  4) 

Zi  —  +  25  000  Kü. 
0  =  —  Xj  .  3,2  +  14  000  .  8  —  4000  .  4 

^j  «  -f.  30  000  Kü. 
0=.  — ATg  .1,6-^-14  000.4 
^3  -=:  4-  35  000  Kil. 


Fig.  569. 


uooo 


Zur  Bestimmung  der 
Spannung  Y  hat  man  den 
Durchschnittspunkt  der 
beiden  füraftrichtungen 
X,  Z,  also  den  Punkt  A 
als  Drehpunkt  zu  wählen 
(Fig.  669).  Für  den  Hebel- 
arm der  Kraft  Y  in  Be- 
zug auf  diesen  Punkt  fin- 
det man  (entweder  durch 
directe  Messung  in  der 


^ 
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14000 


^ 


Zeichnung,  oder  auch  durch  Berechnung  desselben  aas  der  Aehn- 
lichkeit  der  rechtwinkeligen  Dreiecke)  die  Grösse  10"",  176  (oder 

— F====V    Man  erhält  also  die  Gleichung: 

y  4»  + 6,4  V 

0  =  —  F .  10,176  +  4000  (4  +  8  +  12),    oder: 

7=4-9434  Kil.      • 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  für  die  Spannungen  F, ,  F,  resp.  die 

Gleichungen : 

0  =  —  Fl  .  6,146  +  4000  (4  +  8) 

Fl  —  +  7810  Kü. 

0  =-  ~  Fj  .  2,499  +  4000  .  4 

7,  =»  +  6403  Kil. 

Für  die  Spannung  Z  erhält  man  aus  Fig.  670,  indem  man 

die    algebraische    Summe 
^'  der  statischen  Momente  in 

Bezug  auf  den  Punkt  ^ 
als  Drehpunkt  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung: 
0=Z.  4,4567  +  14000.12 
—  4000(8  +  4),    oder: 
Z  =  —  26  925  Kil. 
Das   negative   Vorzeichen 
bedeutet,  dass  die  Span- 
nung Z  eine  Druckspannung  ist. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  fOr  die  Spannungen  Z^ ,  Z^ ,  Z, ,  resp. 

die  Gleichungen: 

0  «  Z,  .  2,971  +  14  000  .  8  —  4000  .  4 

Zi  =»  —  32  310  Kü. 
0  -=  —  Za  .  1,4855  +  14  000  .  4 

Zj  =-  —  37  695  Kü. 
0  =  —  Zj  .  1,4855  +  14000  .  4 

Zs  -s  —  37  695  Kü. 

Um  die  Spannung  V  zu 
bestimmen,  hat  man  sich 
die  Schnittfläche  auf  die 
in  Fig.  571  angegebene 
Weise  gelegt  zu  denken 
und  den  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kraft- 
♦Xi  richtungen  X, ,  Z,  also  den 
Punkt  A  als  Drehpunkt  zu 
wählen;  man  erhält  dann 
die  Gleichung: 
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0  —  r.  12  +  4000  (4  +  8  +  12),    oder: 
F=  — SOOOKil. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  fCa  die  Spannungen  der  beiden  anderen 
yerticalen  Stangen  die  Gleichungen: 

0  —  Fl  .  8  +  4000  (4  +  8),  F,  =  —  6000  Kil. 

0  =  F,  .  4  +  4000  .4,  ^2  =  —  4000  Kil. 

Wenn  mit  iS  die  zulässige  Spannung  (in  Kilogrammen  pro 
Quadratmillimeter)  bezeichnet  wird  für  das  Material,  aus  welchem 
die  Stangen  bestehen,  so  findet  man  für  irgend  eine  Stange,  deren 
Spannung  eine  positive  (oder  Zug-)  Spannung  ist,  die  erforder- 
liche Querschnittsfläche  in  Quadratmillimetem  ausgedrückt:  indem 
man  die  gefundene  Spannungszahl  derselben  durch  die  Zahl  S 
dividirt.  Wenn  die  Stangen  —  wie  vorausgesetzt  werden  soll  — 
aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  >S  «=  6  Eil.  zu  setzen.  Man  er- 
hält also  die  Querschnittsflächen  sämmtlicher  gezogenen  Stan- 
gen, indem  man  die  Spannungszahlen  derselben  durch  die  Zahl  6 
diyidirt. 

So  z.  B.  erhält  man  für  die  erforderliche  Querschnittsfl&che  der  horizon- 
talen Stange  des  Mittelfeldes  die  Grösse: 

i?« ^ « .20000^ ^ ^^^^  Quadratmillimeter. 

Um  die  erforderliche  Querschnittsfläche  irgend  einer  Stange 
zu  finden,  deren  Spannung  eine  negative  (oder  Druckspannung) 
ist,  hat  man  den  absoluten  Werth  der  fttr  dieselbe  gefundenen 

S 
Spannungszahl   zu  dividiren   durch   den  Quotienten   — y   dessen 

Nenner  n  den  Coefficienten  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken 
bedeutet  (§  142).  Dieser  Coefficient  hängt  ab  von  der  Form  des 
gewählten  Querschnittes.  Um  Material  zu  sparen,  hat  man  die 
Querschnittsformen  der  gedrückten  Stangen  womöglich  so  zu 
wählen,  dass  der  Coefficient  n  nur  wenig  grösser  als  Eins  wird. 

Um  z.  B.  zu  erreichen,  dass  fOr  diejenige  Stange,  deren  Spannung  mit 
Z  (»  —  26  925  Eil.)  bezeichnet  wurde,  und  deren  Lftnge  4308  Millimeter  be- 
trägt, der  Coefficient  n  den  Werth  t,5  annimmt,  und  die  pro  Quadratmillimeter 

S  6 

zulässige  Druckspannung  den  Werth  — »» .—•  =»  4  Eil.,  könnte  man  der 

Stange  die  Form  einer  quadratischen  Röhre  geben,  und  erhielte  fOr  die 
Grössen  JB,  b  resp.  als  äussere  und  innere  Weite  dieser  Bohre  zunächst  die 
Gleichung: 

751)     ^2  —  fr*  « _f«_^  ^  g^3j  Quadratmillimeter. 
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Wenn  man  femer  in  Gleichung  716)  die  Werthe:  n>^lfi,  Z  — 4308,  ß=^B, 
h=^h  sabstitairt,  so  erhält  man  die  zweite  Gleichung: 

752)    ^»  +  ft««41760. 
Aus   der  Auflösung  dieser  beiden   Gleichungen  ergeben  sich   die  Werthe 
B=  155,7  Millimeter  und  h  »=  132,3  Millimeter. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  man  auch  z.  B.  bei  der  Wahl  der  in  Fig.  5(M) 
dargestellten  Querschnittsform  die  Dimensionen  des  Querschnittes  so  bestimmen 
können,  dass  der  Coefficient  n  den  Werth  1,5  annimmt. 

Wenn  für  sämmtliche  gedrückte  Stangen  solche  Qaer- 
8chnitt8 formen  gewählt  werden,  fUr  welche  der  Coefficient  n  den 
Werth  1,5  annimmt,  so  erhält  man  die  Querschnitts  grossen  der- 
selben, indem  man  die  Spannnngszahlen  dividirt  durch  die  Zahl 

Y^  =•  4.    Die  Zahlenwerthe,  welche  unter  dieser  Voraussetzung 

fttr  die  erforderlichen  Querschnittsflächen  der  einzelnen  Stangen 
sich  ergeben,  sind  in  Fig.  572  eingetragen,  in  welcher  die  ge- 
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drückten  Stangen  (zum  Unterschiede  von  den  gezogenen)  durch 
Doppellinien  dargestellt  sind. 

Mittelst  des  an  dem  vorigen  Beispiele  erklärten  Verfahrens 
lässt  sich  jede  Spannungszahl  direct  durch  eine  einzige  Glei- 
chung bestimmen  bei  allen  solchen  Stangenverbindungen,  in  denen 
jede  einzelne  Stange  erreicht  werden  kann  durch  einen  Schnitt, 
welcher  höchstens  drei  Stangen  trifft.  Bei  manchen  Gonstruc- 
tionen  dagegen,  wie  z.  B.  bei  der  in  Fig.  673  dargestellten  Dach- 
Construction  —  für  welche,  abgesehen  von  den  durch  die  ver- 
änderte Form  bedingten  Abweichungen,  dieselben  Dimensionen 
und  Belastungen  wie  in  Fig.  567  angenommen  sind  —  kann  der 
Fall  vorkommen,  dass  einzelne  Stangen,  wie  z.  B.  die  in  der  Figur 
mit  17,  F,  X,  7,  Z  bezeichneten  Stangen,  sich  nur  erreichen  lassen 
durch  Schnitte,  welche  mehr  als  drei  Stangen  treffen. 
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Auch  in  solchen  Fällen  ftthrt  die  vorige  Methode  direct  zum 
Ziele,  sobald  es  möglich  ist,  die  Stange  dorch  einen  Schnitt  — 


14000         4000 


Fig.  574. 


welcher  nach  Willkür  geradlinig  oder  krummlinig  geflihrt  werden 
kann  —  auf  solche  Weise  zu  erreichen:  dass  die  Richtungslinien 

sämmtlicher  mitdurchschnittenen  Stan- 
gen in  einem  Punkte  zusammentreffen. 
So  z.  B.  findet  man  die  Spannung  V, 
indem  man  ftir  den  in  Fig.  674  dar- 
gestellten Theil  der  Construction  die 
Gleichung  der  statischen  Momente 
aufstellt,  und  dabei  den  Punkt  C,  in 
welchem  die  Richtungslinien  der  vier 
mitdurchschnittenen  Stangen  zusam- 
mentreffen, als  Drehpunkt  wählt,  aus  der  Gleichung: 

0  =  —  F .  4,308  —  4000  .  4,     oder:     F=  —  3714  Kil. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  auch  die  Spannung  U  bestimmen,  in- 
dem man  ftlr  den  Theil  Fig.  675 
^"^-  ^'^-  die  Gleichung  der  statischen  Mo- 

mente aufstellt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  C  als  Drehpunkt,  nämlich 
aus  der  Gleichung: 

0  =  {7.  3,2  — 4000.4,  oder: 

U=  +  bOOO  Kil. 

Nachdem  die  Spannung  U  gefun- 
den ist,  kann  man  nunmehr  die  Spannung  X  aus  Fig.  676  be- 
stimmen, indem  man  den  Punkt  E  als  Drehpunkt  wählt  und  fbr 
U  den  gefundenen  Werth  substituirt,  aus  der  Gleichung: 

0  —  X .  3,4465  +  14000  .  9,28  —  4000  (5,28  -f  1,28)  +  5000  .  3,2, 

oder:  X—  — 34725  Kil. 


*■  ":i-''   \* 
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Fig.  576. 

4000 


Ebenso  die  Spannung  Y,  indem  nian  den  Ponkt  A  als  Drehpnnkt 
wählt,  aus  der  Gleichung: 

0  =  —  F.6,4  +  4000(4  +  8> 

+  5000  .  3,2, 
oder:  F=+ 10000  KU. 
Zur  Bestimmung  der  in  Fig.  673 
+  5000  mit  Z  bezeichneten  Spannung 
würde  man  den  Schnitt  in 
schräger  Richtung  links  an  dem 
Punkte  E  vorbeizuftthren  ha- 
\y  ben   und    in  Bezug    auf  den 

Punkt  A   als   Drehpunkt  die 
Gleichung  erhalten: 

0  =  Z .  8,616  +■  4000  (4  +  8)  +  5000  .  3,2,  oder: 
Z  =  —  7428  Kil. 
Von  den  übrigen  neun  Stangen  (der  einen  Hälfte)  kann  eine 
jede  erreicht  werden  durch  einen  Schnitt,  welcher  nicht  mehr  als 
drei  Stangen  trifft.  Die  Spannungen  derselben  können  daher  auf 
gleiche  Weise  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele  berechnet  werden. 
Als  Resultate  dieser  Berechnung  ergeben  sich  die  in  Fig.  577  ein- 

Fig.  577. 
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getragenen  Spannungszahlen,  aus  denen  dann  die  Querschnitts- 
zahlen genau  auf  dieselbe  Art,  wie  in  Bezug  auf  Fig.  572  erklärt 
wurde,  abgeleitet  werden  können. 

§  147. 
Permanente  und  mobile  Belastungen. 

(Parabolischer  Träger.) 

Die  Stangen- Verbindungen  von  dreieckiger  Grundform,  zu 
welchen  die  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Dach-Construc- 
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tionen  gehören,  unterscheiden  sich  von  anderen  Gonstrnctions- 
Formen  durch  folgende  Eigenschaft:  denkt  man  sich  an  irgend 
einem  der  Belastungspunkte  die  Belastung  vermindert  oder  ganz 
hinweggenommen,  so  findet  man,  dass  durch  diese  Verminderung 
der  Belastung  in  keiner  Stange  eine  Verstärkung  der  in  ihr  vor- 
handenen (Zug-  oder  Druck-)  Spannung  herbeigeführt  wird.  Es 
konnten  deshalb  diejenigen  Spannungszahlen,  nach  welchen  die  er- 
forderlichen Querschnittsfiächen  der  Stangen  zu  bestimmen  waren, 
unmittelbar  berechnet  werden  aus  der  Annahme :  dass  sämmtliche 
Belastungspunkte  mit  ihren  vollen  Belastungen  versehen  waren. 

Bei  anderen  Gonstructions-Formen  dagegen,  welche  von  der 
dreieckigen  Grundform  abweichen,  zeigt  es  sich,  dass  einzelne 
Stangen  bei  partieller  Belastung  des  ganzen  Systems  stärkere 
Spannungen  annehmen  als  bei  voller  Belastung.  Im  Allgemeinen 
hat  man  deshalb  bei  der  Berechnung  der  Spannungszahlen  immer 
einen  Unterschied  zu  machen  zwischen  den  permanenten  und 
den  mobilen  (veränderlichen,  zufälligen)  Belastungen  der  ein- 
zelnen Belastungspunkte.  Zu  den  ersteren  gehören  die  von  dem 
Eigengewichte  der  Construction  herrtthrenden  Belastungen ;  zu  den 
letzteren  würden  z.  B.  bei  Eisenbahnbrtlcken  die  Belastungen, 
welche  von  dem  Gewichte  eines  Eisenbahnzuges,  der  die  Länge 
der  Brücke  ganz  oder  theilweise  bedeckt  (bei  Dach-Constructionen 
die  Belastungen,  welche  durch  Wind-  und  Schnee-Druck  hervor- 
gebracht werden),  zu  rechnen  sein. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  man  sich  die  totale  (Maximal-)  Be- 
lastung des  ganzen  Systems  —  anstatt  wie  in  Fig.  564  durch 
einen  —  nunmehr  durch  zwei  horizontale  Balken  veranschau- 
lichen, deren  jeder  über  den  Belastungspunkten  durchschnitten 
und  an  den  Schnittstellen  durch  Verticalständer  unterstützt  ist, 
welche  die  von  oben  her  auf  dieselben  wirkenden  Druckkräfte 
auf  die  Belastungspunkte  übertragen.  Durch  den  einen  kann  man 
sich  die  permanente,  durch  den  andern  die  mobile  Belastung  ver- 
anschaulichen. Man  findet  auf  diese  Weise  die  beiden  Theile  P 
und  Q,  in  welche  die  Maximal-Belastung  eines  jeden  Belastungs- 
punktes zu  zerlegen  ist,  von  denen  der  eine  Theil  P  der  per- 
manenten, der  andere  Theil  Q  der  mobilen  Belastung  entspricht 
(Fig.  578). 

Um  alsdann  fttr  irgend  eine  Stange  diejenige  Spannungszahl 
zu  finden,  nach  welcher  die  erforderliche  Querschnittsfläche  der- 
selben zu  bestimmen  ist,  hat  man  die  ganze  Untersuchung  in  fol- 
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welche  diesen  Belastangsznständen  entsprechen,  kann  man  nun- 
mehr auf  gleiche  Weise  wie  bei  den  im  vorigen  Paragraphen  be- 
rechneten Beispielen 

Ol      i       i^'^  ^^  mittelst  der  Methode 

111^  der    statischen    Mo- 

Piil|iiii         _    mente      bestinmien; 

oder    auch    direct 

aus  den  Gleichungen 

ß  753)  und  754),  indem 

man  aus  der  ersteren 
^  die  Spannung  berechnet,  welche  die  rechts  von  der  Schnittstelle 

l  befindlichen  Gewichte  zusammengenommen  hervorbringen,  aus  der 

I  letzteren  die  Spannung,  welche  die  links  von  der  Schnittstelle 

I  befindlichen  Gewichte  zusammengenommen  hervorbringen,  und  in- 

1  dem  man  die  beiden  so  gefandenen  Werthe  alsdann  zusammen- 

addirt. 

f  Für  einen  in  acht  Felder  eingetheilten  parabolischen  Tr&ger  von  2  Metan 

[  Pfeilhöhe  und  16  Metern  Spannweite  würde  z.B.  X^'l"^  und  x»4'>'  sich  er- 

geben. Wenn  femer  für  jeden  Belastungspnnkt  die  permanente  Belastung 
P^  1000  Eil.  und  die  mobile  Belastung  Q  «.  5000  Kil.  gesetzt  wird,  so  findet 
man  den  Werth  von  V{mn)  nach  Fig.  582  auf  folgende  Weise.  Die  vier  rechts 
von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  haben  eine  jede  die  Grösse  P+  Q 
» 1000  +  5000  i—  6000  Kil.  Diese  vier  Belastungen  erzeugen  an  dem  Auflager- 
punkte A  den  Gegendruck  D  ^  6000  /i.  +  |-  +  |-  +  i.j  =  7500  Kü.,  bringen 
folglich  (nach  Gleichung  753)  in  der  Yertical-Stange  die  Spannung  hervor: 

F—  +  7500  ( jx^)  =  +  3000  Kü. 

Die  drei  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  Kil. 

(1        2        3  \ 

a.  750  Kil.>  bringen  also  (nach  Gleichung  754)  in  der  Yertical-Stange  die  Span- 
nung hervor: 

^ — ""(i+t) — ^^^ 

Durch  Addition  dieser  beiden  Zahlen  erhält  man  für  die  grösste  Zug -Spannung 
der  Vertical-Stange  den  Werth: 

755)     Fem«)  —  +  3000  — 1500  —  + 1500  Kil. 

Auf  analoge  Weise  ist  Fcnia)  nach  Fig.  58S  zu  bestimmen.  Den  vier  rechts 
von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  1000  Kü.  entspricht  der 

Werth  D  —  1000 fi.  +  A  +  i.4.i.\«  1250  Kü.  und  (nach  Gleichung  753) 

die  Spannung; 

F«  +  1250  (i^:^)  =•  +  500  Kü. 
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Den  drei  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  von  je  6000  Eil. 
enUpricht  der  Werth  Fr=-6000  [y +  -|-  +  -|-)  —  4500  Kil.,  folglich  (nach 
Gleichung  754)  die  Spannung: 


r-'^m)- 


9000  Eil. 


Durch  Addition  dieser  beiden  Werthe  erh&lt  man  als  grösste  Druck- Spannung 
der  Yertical-Stange: 

756)     Tcmin)  =  +  500  —  9000  «=  —  8500  Eil. 

Wenn  man  dieselbe  Methode  auf  die  angrenzende  Diagonal- 
Stange  anwendet,  so  findet  man  nach  Fig.  684,  in  welcher  die 

Drehangsrichtungen  der  beiden 
Fig.  584.  Kräfte  F  und  jD  in  Bezug  auf 

den  Drehpunkt  0  ttberein- 
stimmen,  dass  alle  rechts 
von  der  Schnittfläche  yd  be- 
findlichen Belastungen  eine 
negative  Spannung  hervor- 
bringen, deren  Grösse  alsdann 
bestimmt  werden  kann  aus  der 
Gleichung: 

— (7> 

und  nach  Fig.  685,  in  welcher  die  Drehungsrichtungen  der  beiden 
Kräfte  Y  und  W  einander  entgegengesetzt  sind,  findet  man, 
dass  alle  links  von  der  Schnittstelle  befindlichen  Belastungen  eine 
positive  Spannung  hervorbringen,  deren  Grösse  zu  bestimmen 
ist  aus  der  Gleichung: 


757)     Y 


758)     Y 


y 


Flg.  585. 


Für  den  Hebel- 
arm der  Eraft  Y 
wQrde  man  bei 
den  oben  ange- 
nommenen Di- 
mensionen die 
Grösse  y  «s  6" 
finden.  UmFcmai) 
zu  bestimmen, 
würde  man  aUe 
rechts  von  der 
Schnittstelle  be- 

findUchen  Belastangspnnkte  mit  je  1000  Eil.  belastet  anzunehmen  haben,  und 
alle  links  liegenden  Belastungspunkte  mit  je  6000  Eil.    Erstere  Belastungen 
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erzeugen  den  Gegendruck  D  —  1000  (■g-  +  -5--l--|  +  4  +  T)'"  ^^"'^  ^• 
und   (nach  Gleichung  757)  die  Spannung  7  ->  ~  1875  .  i-  ..  —  1250  Eil.; 

0 

letztere  erzeugen  den  Gegendruck    W  ^^  6000  f-^  +  'ö')  "^  2250  Eii.  und 

20 

(nach   Gleichung  758)    die   Spannung:    7  »  +  2250  .  -~-  «=  -|-  7500  Eil. ; 

folglich  ist: 

7(„ax)  «  —  1250  -h  7500  =  +  6250  Eil. 

Um  F(miD)  zu  bestimmen,  hat  man  die  rechts  liegenden  Belastungspunkte  mit 
je  6000  EH.,  die  links  liegenden  mit  je  1000  Eil.  belastet  anzunelünen.  Die 
ersteren  Belastungen  erzeugen  den  Gegendruck  i>  =  11  250  Eil.  und  die  Span- 
nung F»  —  7500  Ell.;  die  letzteren  erzeugen  den  Gegendruck  FF»  375  Eil. 
und  die  Spannung  F-»  -f-  1250  Eil.;  folglich  ist: 

F(«,in)  =-  —  7500  +  1250  =.  —  6250  Eil. 

(Aus  der  Gleichheit  der  beiden  absoluten  Werthe  von  F(m«z)  und  F(min)  folgt, 
dass  bei  voller  Belastung  F«0  wird,  dass  also  bei  einem  parabolischen 
Trager  die  Diagonal-Stangen  nur  dann  in  gespannten  Zustand  versetzt  werden, 
wenn  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Horizontal-Projection  vertheilt  ist 

—  ein  Satz,  dessen  Richtigkeit  auch  aus  der 
Fig.  586.  in  §  63  gefundenen  Theorie  der  parabolischen 

y>       I         I  Träger  sich  leicht  nachweisen  lässt.) 

Um  die  Spannungszahlen  X  und  Z  zu 
berechnen  (Fig.  686),  hat  man  sämmt- 
liche  Belastangspunkte  belastet  anza- 
nehmen,  denn  jede  Belastung  —  sowohl 
links  als  rechts  von  der  Schnittstelle  — 
bringt  für  X  einen  negativen  and  für  Z 
einen  positiven  Werth  hervor.    Ftlr  diesen  Belastangszustand  wird 

U  _  "^  '  ^^^^  =  21  000  Kil.,  und  man  erhält  nach  Fig.  686,  in- 

dem  man  die  Gleichungen  der  statischen  Momente  aufstellt  —  das 

eine  Mal  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  £,  das  andere  Mal  in  Bezug 

auf  den  Drehpunkt  F  —  die  Gleichungen: 

0  —  X.  1,5  +  21000.4  —  6000.2,    oder:    X 48000  Kil. 

0 Z.  1,84+21000.6  —  6000(4  +  2),  oder:  Z==  +  48900KiL 

Die  auf  solche  Weise  berechneten  Spannungszahlen  s&mmtlicher  Stangen 
sind  am  Schlüsse  dieses  Gapitels  in  Fig.  607  zusammengestellt. 

§  148. 
Träger  von  conatanter  Höhe. 

Um  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Methode  den 
Einfluss  zu  bestimmen,  welchen  ein  einzelnes  rechts  von  der 


I 

j 
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Schnittfläche  aß  (Fig.  587)  angebrachtes  Gewicht  Q  auf  die  Span- 
nung des  vierten  Vertical  -  Ständers  ausübt^  würde  man  für  den 

Theil  Fig.  588  die 
^'«*  ^^^-  Gleichung  der  stati- . 

sehen  Momente  auf- 
zustellen und  den 
Durchschnittspunkt 
der  beiden  Kraft- 
richtungen  X  und  Z 
als  Drehpunkt  zu 
wählen  haben.  Da  diese  beiden  Richtungen  parallel  sind,  ihr 
Durchschnittspunkt  folglich   in  unendlicher  Entfernung  von  der 

Schnittstelle  liegt,  so  ist  der  Hebelarm 
jeder  von  den  beiden  Kräften  V  und 
D  unendlich  gross ;  man  erhält  also  die 
Gleichung: 

>Z   welche  nach  Fortlassung  des  gemein- 
schaftlichen Factors  oo  für  F  aufgelöst 
die  Form  annimmt: 
759)     V=  —  I). 

Auf. analoge  Weise  erhält  man  für  die  Spannung,  welche  irgend 
eine  links  von  der  Schnittstelle  angebrachte  Belastung  in  diesem 
Vertical-Ständer  hervorbringt,  aus  Fig.  689  die  Gleichung: 

760)    K=  +  »r. 


Fig.  588. 


Fig.  589. 


Aus  den  Formen  dieser  beiden 
Gleichungen  erkennt  man,  dass 
jede  rechts  von  der  Schnitt- 
stelle befindliche  Belastung  eine 
negative,  jede  links  von 
W   der  Schnittstelle  befindliche  Be- 
lastung eine  positive  Span- 
nung in  dieser  Stange  hervor- 
bringt, und  die  Werthe  von  F(mAz)  und  Fimi»)  können  mit  Hülfe 
der  obigen  beiden  Gleichungen  nunmehr  auf  dieselbe  W$ise  wie 
im  vorigen  Paragraphen  berechnet  werden. 

Wenn  man  wiederam  ffir  jeden  Belastungspnnkt  die  permanente  Belastung 
i>«  1000  Kü.  nnd  die  mobile  Belastung  Q  —  5000  Kil.  setzt,  so  hat  man  bei 
der  Bestimmung  von  Ffau)  die  fünf  rechts  von  der  Schnittstelle  befindlichen 
Belastungspunkte  mit  je  1000  Eil.  und  die  zwei  links  Ton  der  Schnittstelle 
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befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  6000  Kil.  belastet  anzunehmen.  Die  fünf 
enteren  erzeugen  den  Gegendruck  D  <»  1875  Kil.  und  die  Spannung  F=  —  1S75 
Kil.  Die  zwei  letzteren  erzeugen  den  Gtegendrnck  W'^  2250  Kil.  und  die  Span- 
nung F  —  +  2250  Kil.    Es  ist  also: 

F(mai)  =  —  1875  +  2250  =  -f  375  Kil. 

Zur  Bestimmung  von  F(miD)  hat  man  die  fünf  rechts  Ton  der  Schnittstelle 
befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  6000  Kil.  und  die  zwei  links  von  der 
Schnittstelle  befindlichen  Belastungspunkte  mit  je  1000  Kil.  belastet  anzu- 
nehmen. Die  fünf  ersteren  erzeugen  den  Gegendruck  2>eBii250  £[il.  und  die 
Spannung  F»»—  n  250  EH.;  die  zwei  letzteren  den  Gegendruck  ^^^=  +  375  EQ. 
und  die  Spannung  F«b-{-375  Kil.,  folglich  ist: 

F(mi„)  =  —  11 250  +  375  «=  —  10  875. 

Wenn  die  oberen  Endpnnkte  der  Vertical  -  Ständer  die  Be- 
lastungspunkte bilden  —  wie  hier  vorausgesetzt  wurde  —  so  sind 

die  einzigen  Vertical-Kräfte,  welche  auf  den  an- 

Fig.  6iK).         teren  Endpunkt  U  des  vierten  Vertical  -  Ständers 

^  wirken:  erstens  die  Kraft  F,  zweitens  die  verti- 

cale  Seitenkraft  der  Spannung  Y^  nämlich   die 

Kraft  Y  sin  a  (Fig.  690).   Es  ist  also  flir  jeden  Be- 

U    '     ^     lastungszustand  die  Spannung  der  Diagonalstange 

des  dritten  Feldes  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung : 

761)     0  =  y  sin  a  +  F,    oder:     Y= X— 

sina 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  =  45",  mithin  -: —  =  V2;  folglich  ist: 

F(a».x)  =  +  10  875  .  ^2  =  15  400  Kil. 
l^dnio)  —  —  375  .  /2  -=  —  530  Kil. 

Da  die  Kräfte  X  und  Z  die  einzigen  Horizontal-Kiilfte  sind, 
welche  auf  den  Theil  Fig.  688  wirken,  so  ist  für  jeden  Belastungs- 
zustand: 

762)    0  =  X  +  Z,    oder:    X— —  Z. 

Wie  bei  dem  im  vorigen  Paragraphen  berechneten  Beispiele  findet  man, 
dass  die  Spannungen  X  und  Z  bei  voller  Belastung  des  Trftgers  am  grössten 
werden,  und  zu  bestimmen  sind  aus  den  Gleichungen: 

0  —  A:  .  2  +  21  000  .  6  —  6000  (4  +  2),    oder: 

J^«=  —  45000  Kil. 
0  —  —  Z  .  2  +  21  000  .  6  —  6000  (4  +  2),    oder: 

Z  =  +  45000  Kil. 

Die  auf  solche  Weise  berechneten  Spannungszahlen  s&mmüicher  Stangen 
sind  am  Schlüsse  dieses  Gapitels  in  Fig.  608  zusammengestellt. 
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S  149. 
Bogen-Briokep. 
Die  Totalbelastnng  der  in  Fig.  591  dargestellten  GonBtrnctios 
beträgt  im  Maximnm  128  Tonnen,  vrovon  48  Tonnen  als  perma- 

Fig.  Ml. 

l  *1  '1  1  U  U  l  l  l  1  U  I  1  1  1  1  1  i    ' 

1  -i"!'  i  n  1 1 1  u  11 1  i  1 1  i  1 1 1 


nente  Belastung  zu  rechnen  sind.  Die  pennanente  sowohl  als  die 
totale  Belastung  sind  als  gleichförmig  über  die  .Horizontalprojee- 
tiOD  vertheilt  angenommen.  Für  jeden  der  Belastimgfipnnkte  (als 
welche  die  oberen  Endpunkte  der  Vertical-Ständer  anzusehen  sind) 
beträgt  also  die  permanente  Belastung  ^  ~  2,4  Tonnen,  und  die 
mobile  Belastang  öjt  =  4  Tonnen. 

Die  unteren  Endpunkte  der  Vertical-Ständer  liegen  in  einer 
Parabel;  folglich  werden  (nach  §61,  Fig.  240)  durch  die  perma- 
nente Belastung  —  wie  Überhaupt  durch  eine  gleichförmig  Über 
die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  —  weder  in  den  hori- 
zontalen noch  in  den  Diagonalstangen  Spannungen  hervorgebracht. 
Es  wUrde  also  bei  der  Berechnung  der  Spannungszahlen  für  diese 
Stangen  nicht  nSthig  sein,  die  permanenten  Belastungen  mit  in 
Rechnung  zu  bringen.  Da  indessen  eine  solche  Berechnangs- 
methode  nur  für  den  epeciellen  Fall  einer  parabolisch  geförmten 
Bogen-BrUcke  gültig  sein  wtlrde,  so  soll  der  grösseren  Allgemein- 
heit wegen  die  permanente  Last  hierbei  ebenfalls  berücksichtigt 
werden. 

Dnrcb  die  Scheitelfuge  EC  wird  die  ganze  Construction  in 
zwei  symmetrisch  geformte  getrennte  Hälften  zerlegt,  welche  an 
den  festen  Paukten  A  und  B  unterstützt,  in  dem  Punkte  C  dnrch 
einen  Gelenkbolzen  rerbnnden,  an  einander  gegenseitig  sich  an- 
lehnen. Durch  diese  Einrichtung  wird  bewirkt,  dass  die  Gegen- 
drücke, welche  dnrch  irgend  eine  Belastung  an  den  beiden  festen 


566 


Fünfter  Abschnitt.    Cap.  XXIII.  §  149. 


AuflagerpankteD  erzeugt  werden,  stets  genau  bestimmbare  Grössen 
und  Richtungen  annehmen,  während  ohne  das  Vorhandensein  einer 
solchen  Unterbrechung  der  Continuität  einerseits  die  Bestimmung 
jener  Gegendrücke  eine  unbestimmte  Aufgabe  sein  würde  (§  53), 
andererseits  auch  die  Möglichkeit  einer  Zunahme  dieser  Drücke 
bis  zu  einer  die  Festigkeit  der  Gonstruction  gefährdenden  Grösse 
nicht  ausgeschlossen  sein  würde. 

Spannungen  in  den  Horizontal-Stangen. 

Um  diejenigen  Belastungszustände  zu  finden,  bei  welchen  die 
Spannung  X  der  fünften  Horizontal-Stange  resp.  ein  Maximum  und 
Minimum  wird,  hat  man  zunächst  diejenige  Stelle  aufzusuchen,  an 
welcher  eine  Belastung  angebracht  werden  müsste,  wenn  dieselbe 
gar  keine  Spannung  (oder  die  Spannung  Null)  in  dieser  Stange 
hervorbringen  soll.  Man  findet  diese  Stelle,  indem  man  durch  den 
Punkt  (t,  in  welchem  die  Richtungslinien  AF  und  BC  zusammen- 
treflFen,  eine  Verticale  legt,  welche  bei  den  hier  gewählten  Dimen- 


Fig.  &9S.. 


•Draok- ^^ 


«      D 


Zugt- 


•-> 


Fig.  598. 


sionen  mit  dem  9-ten  Yertical  -  Ständer  zusammenfällt  (Fig.  592). 
Durch  eine  an  diesem  Vertical- Ständer  angebrachte  Belastung  Q 
wird  in  dem  Gelenkpunkte  C  ein  Druck  D  erzeugt,  welcher  auf 

die  linke  Hälfte  in  der  Richtung  von 
"jB  nach  C  wirkt  (§  57,  Fig.  216).  Die 
Richtungslinie  der  Mittelkraft  R  von 
den  beiden  Kräften  Q  und  T>  fällt  mit 
der  Richtung  GA  zusammen,  geht  folg- 
lich durch  den  Punkt  F  hindurch.  Wenn 
man  alsdann  zur  Bestimmung  der  Span- 
nung X  die  Gleichung  der  statischen  Momente  aufstellt  fttr  das 
Stück  CEaß  (Fig.  698)  und  den  Punkt  F  als  Drehpunkt  wählt, 
so  erhält  man  —  da  X  von  den  vier  auf  dieses  Stück  wirkenden 
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Kräften  X,  F,  Z,  R  die  einzige  ist^  deren  Bichtnngslinie  an  dem 
Drehpunkte  vorbeigeht  —  die  Gleichung: 

0  =  —  X  .  1,75,  oder:  X  «=  0. 
Wenn  die  Belastung  Q  an  einem  weiter  rechts  liegenden  Punkte 
angebracht  wäre  und  in  Folge  dessen  die  Kraft  R  rechts  an  dem 
Drehpunkt  F  vorbeiginge,  so  wtlrde  flir  X  ein  positiver  Werth 
sich  ergeben,  weil  in  diesem  Falle  die  Drehungsrichtnngen  der 
beiden  Kräfte  X  und  R  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  einander  ent- 
gegengesetzt sein  würden.  Wenn  dagegen  die  Belastung  Q  links 
von  der  Verticalen  des  Punktes  G  angebracht  wäre,  und  in  Folge 
dessen  die  Kraft  R  links  an  dem  Drehpunkte  F  vorbeiginge,  so 
wtlrde  fllr  X  ein  negativer  Werth  sich  ergeben,  weil  in  diesem 
Falle  die  Drehungsrichtungen  der  beiden  Kräfl»  X  und  R  tiber- 
einstimmen würden.  Die  Verticale  des  Punktes  G  zerlegt  daher 
die  ganze  Strecke  A^  B^  in  zwei  Abtheilungen,  von  denen  die 
rechts  liegende  alle  diejenigen  Belastungspunkte  enthält,  deren 
Belastungen  positive  Spannungen  in  jener  Horizontal  -  Stange 
hervorbringen,  und  die  links  liegende  alle  diejenigen  Belastungs- 
punkte enthält,  deren  Belastungen  negative  Spannungen  in  der- 
selben hervorbringen. 

Eine  Belastung  der  Strecke  A^  a  wirkt  auf  den  Theil  Fig.  598  nur  in- 
direct  durch  Erzeugung  eines  Scheiteldruckes  D,  welcher  in  der  Richtung  von 
€  nach  G  wirkt,  also  in  Bezug  auf  den  Punkt  i^  links  drehend;  folglich  ge- 
hört die  Strecke  ^^  a  mit  zur  Druck- AhtheUung.  Eine  Belastung  der  Strecke 
B^  E  wirkt  ebenfalls  nur  indirect  auf  den  Theil  Fig.  593  durch  Erzeugung 
eines  Scheiteldruckes,  welcher  in  der  Richtung  Ton  C  nach  A  wirkt,  also  in 
Bezug  auf  den  Punkt  F  rechts  drehend;  folglich  gehört  die  Strecke  B^  E 
mit  zur  Zug-Abtheilung. 

Um  X(max)  zu  bestimmen,  hat  man  die  Belastnngspunkte  der 
Zug-Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen  und  die  Belastungspunkte  der 


Fig.  594. 
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Fig.  595. 
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Druck-Abtheilung  mit  je  2,4  Tonnen  belastet  anzunehmen.    Die 
horizontale  Seitenkraft  H  und  die  verticale  Seitenkraft  V  des  bei 
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diesem  Belastungszustande  entstehenden  Scheiteldruckes  findet  man 
aus  Fig.  694  und  Fig.  696,  indem  man  die  Gleichungen  der  stati- 
schen Momente  aufstellt  und  in  ersterer  den  Punkt  A^  in  letzterer 
den  Punkt  B  als  Drehpunkt  wählt,  aus  den  Gleichungen: 

IT.  5  —  r.  20  =  2,4  (2  +  4+  .  .  .  +  14  +  16)  +  6,4  ^8  +-y) 

£r .  5  +  F .  20  =  6,4  f  2  +  4  +  .  . .  +  16  +  1 8  +  ^y 

aus  deren  Auflösung  für  H  und  V  die  Werthe  sich  ergeben: 

IT—  99,2  Tonnen,      T—  7,2  Tonnen. 
Wenn  man  diese  Werthe  in  Fig.  696  substituirt,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt F  die  Gleichung: 

0=--Z.  1,75+7,2. 10  — 99,2.  l,25  +  2,4(2+4+6)H-6,4f8+Y)» 

oder:  Ximax)  =  +  34,29  Tonnen. 

Um  X(min)  zu  bestimmen,  wtlrde 
man  die  Belastungspunkte  der  Druck- 
Abtheilung  mit  je  6,4  Tonnen,  die  Be- 
lastungspunke  der  Zug- Abtheilung  mit 
je  2,4  Tonnen  belastet  anzunehmen 
und  tlbrigens  auf  gleiche  Weise  zu 
verfahren  haben,  wie  bei  der  Bestim- 
mung von  ^(mu)*    Man  erhält  dann: 

^(min)  =  —  34,29  Tonnen. 

Spannungen  in  den  Diagonal-Stangen. 

Für  die  zur  Bestimmung  von  Y  aufzustellende  Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  J  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 

Fig.  5t». 
4 -Zug s -Draek — ~> 


Fig.  596. 


X     ;  i       l 
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Kraftrichtungen  X,  Z)  den  Drehpunkt  bilden  (Fig.  697).    Wenn 
man  die  Richtungen  AJ  und  BC  bis  zu  ihrem  Durchschnitts- 
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punkte  K  verlängert  und  durch  den  Punkt  K  eine  Verticale  legt, 
so  erhält  man  die  Stelle,  an  welcher  eine  Belastung  sich  befinden 
muss,  wenn  dieselbe  gar  keine  Spannung  in  der  Diagonal-Stange 
des  fünften  Feldes  hervorbringen  soll.  Die  Belastungen  aller  links 
von  dieser  Stelle  befindlichen  Belastungspunkte  bringen  Zug- Span- 
nung, die  Belastungen  aller  rechts  von  dieser  Stelle  befindlichen 
Belastungspunkte  bringen  Druck- Spannung  in  dieser  Stange  hervor. 

Flg.  598.  Fig.  599. 

l    i    1    1    l    l    i    1    i 
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Um  Y(mMx)  zu  bestimmen,  hat  man  die  Seitenkräfte  H  und  V 
des  Scheiteldruckes  aus  Fig.  698  und  Fig.  599  zu  bestimmen,  und 
erhält  die  Gleichungen: 

fl^ .  5  +  r .  20  —  6,4  (2  +  4  +  .  .  .  +  1 4  +  1.6)  +  2,4  ^  8  +  ^V 

Ä.5  — F.20«2,4^2  +  4+...  +  16+18  +  -y-)» 

H—  76,8  T.,     r—  7,2  T. 

Aus  Fig.  600  erhält  man  alsdann,  indem  man  die  Gleichung 

der  statischen  Momente  in  Bezug  auf 
den  Drehpunkt  J  aufstellt,  für  Yfiua) 
die  Gleichung: 

0  —  F .  5,51  +  76,8  .  0,5  —  7,2  .  3,64 
—  6,4  (0,36  +  2,36  +  4,36  -+-  6,36) 


Fig.  600. 
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oder: 


y(m«)  — +11,9T. 
Wenn  man  statt  der  Zug- Abtheilung  die  Druck -Abtheilung 
belastet  annimmt,  so  erhält  man  auf  gleichem  Wege: 

Mmin)  =^  —  11,9  T. 


Spannangen  im  Bogen. 

Für  die  zur  Bestimmung  von.  Z  aufzustellende  Momenten- 
Gleichung  wird  der  Punkt  L  (als  Durchschnittspunkt  der  beiden 
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mitdnrchschnittenen  Stangen)   den  Drehpunkt  bilden  (Fig.  601). 
Eine   durch   den  Durchschnittspunkt  M  der  beiden  Richtungen 


Fig.  601. 


Drack 


Fig.  602. 
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AL  und  BC  gelegte  Verticale  scheidet  die  Zug- Abtheilung  von 
der  Druck -Abtheilung.    Um  ^(maz)  zu  bestimmen,  hat  man  die 

Zug-Abtheilun^g  allein  belastet  anzu- 
nehmen und  findet  fUr  diesen  Be- 
lastungszustand (auf  gleiche  Weise 
wie  in  den  vorigen  Fällen)  als  Seiten- 
kräfte des  Scheiteldruckes: 
i7=60T.,      r=3  T. 
Aus  Fig.  602  erhält  man  alsdann 
als  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt L  die  Gleichung: 

0=Z.  2,218+60. 0,5  —  3. 12+6,4. 2+2,4  f4-+-6+8  +  10-f-y\ 

^(max)  =  —  39,86  T. 

Um  /^(min)  ZU  bestimmen,  hat  man 
die  Druck- Abtheilung  allein  belastet 
anzunehmen  und  findet  für  diesen 
Belastungszustand : 

fl=116T.,     V=  ^  3T. 
Aus  Fig.  603  erhält  man  alsdann 
die  Momenten-Gleichung: 

0  =  ^.2,218  +  116.0,5  +  3. 12  +  2,4.2  +  6,4  (4+6+8+lO+^V 

oder:    Z(n,in)  =  —  142,7  T. 

Spannungen  in  den  Yertical-Stangen. 

Fttr  die  zur  Bestimmung  der  Spannung  U  der  fünften  Ver- 
tical-Stange  aufzustellende  Momenten-Gleichung  bildet  wiederum 
der  Punkt  J  den  Drehpunkt,  und  die  durch  den  Punkt  K  gelegte 


oder: 

Fig.  606. 

l    i    i    i    i 
ll    l    I    l    i    i 


n^ 


1 


3 


Bogen-Brücken. 


571 


Verticale  die  Grenze,  welche  die  Zng- Abtheilung  von  der  Druck- 
Abtheilung  trennt  —  ganz  wie  in  Fig.  697 ,  nur  mit  dem  Unter- 


Fig.604. 


4 -Druck — 


schiede,  dass  die  Ueberschriften  nZug^  und  „Druck*'  mit  einander 
zu  vertauschen  sind  (Fig.  604).  Nimmt  man  die  Zug -Abtheilung 
allein  belastet  an,  so  erhält  man  als  Seitenkräfte  des  Scheitel- 
druckes: 

fl^=99,2T.,      7— 7,2T. 

und  aus  Fig.  606  erhält  man  für 
^(nwx)  die  Gleichung: 

0=—6'.8,36+99,2. 0,5+ 7,2.3,64 

— 2,4  (8,36+6,36+4,36+2,36+0,36) 


Fig.  605. 
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+  6,4  ( 1,64+ Mij, 


oder: 


<7(„,ax)  =  +  5,44  T. 
Wenn  dagegen  die  Druck- Abtheilung  die  allein  belastete  ist, 
so  wird: 


Fig.  606. 

i    i     l     l     i 

•  l  1  M/ 1  1 


//=76,8T.,     F=— 7,2T. 

und  aus  Fig.  606  ergiebt  sich  für 
f/dnin)  die  Gleichung: 
0^  —  f7. 8,36+76,8.0,5 -7,2.3,64 
—  6,4(8,36+6,36+4,36+2,36+0,36) 

+  2,4fl,64+-^V    oder: 


£/(mii»)  —  —  14,24  T. 

Bei  dieser  Berechnung  ist  angenommen,  daBS  die  permanente  Belastung 
(zu  welcher  das  Eigengewicht  der  Constmction  gehört)  wie  eine  auf  die  oberen 
Endpunkte  der  Yertical-St&nder  vertheilte  Belastung  wirkt.  Wenn  man  statt 
dessen  die  der  Wirklichkeit  mehr  entsprechende  Annahme  macht,  dass  die 
permanente  Belastung  wie  eine  zur  Hälfte  auf  die  oberen,  zur  anderen  Hälfte 
auf  die  unteren  Endpunkte  der  Yertical-St&nder  vertheilte  Belastung  wirkt, 
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80  hat  man  zu  den  oben  gefundenen  beiden  Zahlenwerthen  noch  die  Zahl  4-  i»^ 
hinzu  zu  addiren  und  erhält: 

I7(n,„)  «=  -f-  6,64  T.    und    r7(«in)  —  —  13,04  T. 
Die  Spannungszahlen  der  anderen  Stangen  (X,  F,  Z)  sind  vollkommen  un- 
abhängig Yon  der  Höhenlage,  in  welcher  die  Belastungspunkte  angenommen 
werden. 

In  den  Figuren  607,  608,  609  sind  die  Resultate  einer  yoUst&ndigen  Be- 
rechnung der  in  den  letzten  drei  Paragraphen  behandelten  Aufgaben  tiber- 
sichtlich zusammengestellt. 

Wenn  man  in  einer  von  diesen  Figuren  8ämmtliche  Spannnngs- 
Zahlen  mit  —  1  mnltiplicirte,  so  würden  dieselben  ftlr  die  umge- 
kehrte Lage  der  Gonstruction ,  also  z.  B.  die  aus  Fig.  609  auf 
solche  Weise  enthaltenen  Zahlen  für  eine  Hänge -Brücke  von 
gleicher  Form  gelten. 


\ 


Bogen-Brücken. 
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Dynamik  elastischer  Körpen 


VIERÜNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Mechanische  Arbeit  der  Elasticitäts-WiderBlADde. 

§  150. 
Mechanische  Arbeit  des  Wideretandes  gegen  Verlängerung  und  VerIcOrzung. 

Wenn  mit  Q  diejenige  Kraft  bezeichnet  wird,  welche  erfor- 
derlich ist,  um  eine  prismatische  Stange  A  B  vom  Querschnitte  F 

und  der  Länge  /  in  einem  nm  die  Strecke 
BC  =  i.  verlängerten  Zustande  zu  erhalten 
(Fig.  610),  und  mit  K  die  der  Verlängerung  jp 
entsprechende  Kraft,  so  ist  (nach  §  131,  Glei- 
chung 598): 


Fig.  610. 


l    und    K 


X. 


Fig.  «u. 


folglich : 


/       "     — / 

K        X 

Die  verlängernden  Kräfte  verhalten  sich  wie  die 
ihnen  entsprechenden  Verlängerungen.  Wenn 
man  also  in  dem  Endpunkte  C  die  Grösse 
CD  —  Q  als  Ordinate  abträgt,  und  die  gerade 
Linie  BD  zieht  (Fig.  611),  so  bildet  diese 
gerade  Linie  die  graphische  Darstellung  des 
Gesetzes,  nach  welchem  die  Grösse  K  mit  der 
Grösse  x  sich  ändert. 
Denkt  man  sich  den  Endpunkt  der  Stange  von  B  nach  C 
fortschreitend  unter  Einwirkung  einer  verlängernden  Kraft  K^ 
deren  Grösse  nach  dem  obigen  Gesetze  von  Null  bis  Q  zunimmt, 
so  ist  die  mechanische  Arbeit,  welche  von  dieser  Kraft  verrichtet 
wird,  während  ihr  Angriffspunkt  die  unendlich  kleine  Strecke  A 
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zorficklegt,  gleich  dem  Prodncte  KL^  nnd  die  ganze  während 
Zurücklegang  der  Strecke  l  verrichtete  mechanische  Arbeit: 

31  =  ^  (UTA) 

erscheint  in  Fig.  611  dargestellt  durch  den  Flächeninhalt  des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  BCD^  hat  also  die  Grösse: 

763)  ä  — -^• 

Diese  Gleichung  nimmt,  jenachdem  darin  Q  durch  A  oder  umge- 
kehrt l  durch  Q  ausgedrückt  wird,  die  Formen  an: 

1    FE  1     0*1 

764)  2l  =  i-p/»,    oder:    21  =  y^- 

Wenn  mit  S  die  Spannung  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes) 
bezeichnet  wird,  welche  der  Verlängerung  X  entspricht,  so  ist 
5  .  /" «  Q  zu  setzen,  folglich : 

765)  %^^Fl^ 

oder,  wenn  das  Product  Fl  als  körperlicher  Inhalt  der  Stange 

mit  J  bezeichnet  wird: 

1  5* 

766)  ä«y.J.^- 

Dieselbe  Grösse  negativ  genommen  bildet  die  negative  mecha- 
nische Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitätswiderstande  der  Stange 
bei  jener  Verlängerung  verrichtet  wird.  Setzt  man  für  S  die 
Spannung  an  der  Elasticitätsgrenze,  so  erhält  man  aus  obiger 
Gleichung  die  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  um  die 
Stange  bis  zur  Elasticitätsgrenze  zu  verlängern.    Diese  Arbeits- 

grosse  ist  also  proportional  einerseits  dem  Quotienten  ^r »  welcher 

von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt,  andererseits  dem 
körperlichen  Inhalte  der  Stange  —  übrigens  aber  unabhängig  von 
der  Form  derselben,  also  z.  B.  bei  gleichem  Inhalte  flir  eine  kurze 
dicke  Stange  ebenso  gross  wie  für  eine  lange  dünne  Stange. 

Nach' der  Tabelle  des  §  132  hat  also  z.  B.  die  mechanische  Arbeit,  welche 
erforderlich  ist,  um  eine  Stange  von  1  Gubikmillimeter  Inhalt  bis  zur  Elasti- 
citätsgrenze auszudehnen,  die  Grösse: 

1  15* 

fttr  Schmiedeisen :   y  •  ^q^öö  "  ^'^^  ^^^  Millim..KiJogr. 

,    Gusseisen :         y  •  -j^^  -  0,002  8125 

1  65^ 

'   6n.B8tahl:        -  •  ^^^-.0.0704 
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Wenn  an  dem  unteren  Endpunkte  einer  yertical  angehängten 
prismatischen  Stange  ein  Körper  vom  Gewichte  P  befestigt  wird, 
welcher  anfangs  unterstützt,  dann  plötzlich  losgelassen  und  der 
Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird,  so  tritt  eine  Verlängerung 
der  Stange  und  ein  Sinken  des  angehängten  Gewichtes  ein.  Wenn 
mit  l  die  Strecke  bezeichnet  wird,  nach  deren  Zurücklegung  die 
Geschwindigkeit  des  Sinkens  Null  wird,  so  ist  PI  die  mecha- 
nische Arbeit,   welche  hierbei  von  dem  Gewichte  P  verrichtet 

Ql 
wird,  und  (nach  Gleichung  763)  —  31  = y-  die  negative  me- 
chanische Arbeit,  welche  von  dem  Elasticitäts- Widerstände  der 
Stange  verrichtet  wird.  Da  der  Schwerpunkt  der  Stange  gleich- 
falls sinkt,  so  verrichtet  das  eigene  Gewicht  derselben  ebenfalls 
eine  gewisse  mechanische  Arbeit;  es  soll  indessen  angenommen 
werden,  dass  das  Eigengewicht  der  Stange  so  klein  ist,  dass  die 
mechanische  Arbeit  desselben  im  Vergleich  zu  der  Arbeit  P  A  als 
verschwindend  klein  vernachlässigt  werden  darf. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  die  hervorgebrachte 
Spannung  und  Verlängerung  bestimmen,  indem  man  (nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft)  die  algebraische  Summe  der  bei- 
den mechanischen  Arbeiten  gleich  der  hervorgebrachten  lebendigen 
Kraft,  d.  h.  gleich  Null  setzt,  also  aus  der  Gleichung: 

767)  0  =  PA  — «, 

welche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  763) 

gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

768)  0  =  PA  — Qy»    oder:    Q  — 2P. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  dasjenige  Gewicht, 
welches  im  Ruhezustande  an  der  Stange  hängend 
}       dieselbe  Spannung  wie  das  auf  die  oben  beschrie- 
.1        bene  Art  aufgehängte  Gewicht  P  hervorbringt, 
doppelt  so  gross  als  dieses  letztere  ist 
Ü...     I  Wenn   das   Gewicht    P   —    statt   mit    der 

I        Geschwindigkeit  Null   mit  der  Geschwindigkeit 
.Jl,..l — i        t,  _=  ]/2^A,   die   es  beim  Herabfallen   von  der 
Höhe  h  erlangte,  gegen  den  Endpunkt  der  Stange 
Btösst  (Fig.  612),  so  ist  —  wiederum  unter  Voraussetzung  einer 
verschwindend  kleinen  Masse  der  Stange  —  zu  setzen: 
769)    ()  =  P(A4-A)  — a. 


II 
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Wenn  man  hierin  fttr  91  den  in  Gleichung  764)  gefundenen  Werth 
substitairt,  so  erhält  man  die  Gleichnng: 

1   FE 
770)    P{l  +  h)  =  -^^X\ 

ans  welcher  die  hervorgebrachte  Verlängerung  X  (und  damit  zu* 
gleich  die  entsprechende  Spannung)  berechnet  werden  kann.  Wenn 
X  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zu  A,  oder  auch  wenn  das  Gewicht 
P  in  horizontaler  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v  längs  einer 
horizontalen  Stange  sich  bewegend  gegen  den  Endpunkt  der  Stange 
stösst,  so  ist  zu  setzen: 

worin  wiederum  h  =  -^  die  der  Geschwindigkeit  v  entsprechende 

Fallhöhe  bezeichnet. 

Da  nach  §  131  die  den  Druck-Spannungen  entsprechenden  Verkürzun- 
gen genau  auf  dieselbe  Weise  zu  bestimmen  sind,  wie  die  den  Zug-Spannungen 
entsprechenden  Verlängerungen,  so  gelten  die  sämmtlichen  Gleichungen  dieses 
Paragraphen  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Stange  in  ihrer  L&ngenrichtung 
gedrückt  und  verkürzt  —  statt  verlängert  und  gezogen  —  wird. 

£influss  der  Fehlstellen. 

S   * 
Setzt  man  —  statt  S  in  Gleichung  766),  so  erhält  man  fttr  die 

zur  Ueberwindung  des  Elasticitäts- Widerstandes  erforderliche  me- 
chanische Arbeit  den  Werth: 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  —  statt  J  setzt  in  jener  Glei- 

n 

chung,  so  erhält  man  fttr  die  betreffende  mechanische  Arbeit  den 
Werth : 

773)  a,  =  ^  =  ^. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  folgende  Schlüsse 
ziehen:  Angenommen ,  die  Stange  hätte  irgendwo  eine  schwache 
Stelle,  an  welcher  die  Widerstandsfähigkeit  gegen  Zerreissen  nur 
den  n-ten  Theil  beträgt  von  der  Grösse,  welche  dieselbe  an  allen 
ttbrigen  Stellen  besitzt  —  wie  z.  B.  wenn  durch  Einschneiden  oder 
Einsägen  der  Querschnitt  an  dieser  Stelle  auf  den  n-ten  Theil  ver- 
mindert wäre  —  so  würde  in  diesem  Falle  zur  Ueberwindung  des 
Elasticitäts -Widerstandes  die  mechanische  Arbeit  9j  erforderlich 

Bitter,  Ueeluiiifk.  5.  Aufl.  37 
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sein.   Wenn  man  alsdann  Yon  der  Stange  so  viel  Material  hinweg- 
nähme, dass  auch  an  allen  übrigen  Stellen  der  Querschnitt  anf 
den  72-ten  Theil  reducirt  wird,  so  wächst  jene  erforderliche  me- 
chanische Arbeit  anf  die  Grösse: 
774)    21,  =  71.  81,. 

Es  ergiebt  sich  also  das  bemerkenswerthe  Resultat:  dass  die 
Widerstandsfähigkeit  eines  Körpers  gegen  mechanische  Arbeit  oder 
gegen  lebendige  Kraft  bewegter  Massen  der  Verminderung  der 
Materialmenge  unter  Umständen  vergrössert  werden  kann. 


§  151. 
Meohanisohe  Arbeit  des  Widerstandes  gegen  Biegung. 

Wenn  mit  l  die  von  der  Kraft  Q,  und  mit  a?  die  von  der 
Kraft  K  an  dem  prismatischen  Balken  Fig.  618  hervorgebrachte 
Durchbiegung  bezeichnet  wird,  so  ist  (nach  §  137,  Gleichung  649): 


775)     k  = 


Ql' 


3  £2: 
Flg.  618. 

l 


und    07  = 


Kl' 


K 


w 


Fig.  614 


folglich:    "^  =  -r' 

Die  biegenden  Kräfte 
verhalten  sich  also 
wie  die  ihnen  ent- 
sprechenden Durch- 
biegungen. Genau 
auf  dieselbe  Weise 
wie  im  vorigen  Para- 

cf C    ö~~^    graphen   mit  Bezug 

\q  auf  Fig.  6U  erklärt 

wurde ,    findet    man 
nach  Fig.  614,  dass  die  allgemeine  Gleichung  763): 


51  = 


Ql 


auch  gilt  ftir  die  mechanische  Arbeit,  welche  in  diesem  Falle  er- 
forderlich ist,  um  die  Durchbiegung  "k  hervorzubringen.  Wenn 
man  hierin  ftir  k  den  Werth  aus  Gleichung  775)  substitnirt,  so 
erhält  man: 

Nach  §  135,  Gleichung  618)  ist  die  von  der  Kraft  Q  hervorge- 
brachte  Maximal-Spannung  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung  —  % 


i 
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=  Qlj  nnd  man  erhält  nach  Snbstitation  des  hieraus  für  Q  sich 
ergebenden  Werthes  die  Gleichung: 

777)     ^  =  -—.-^. 

Für  einen  Balken ,  dessen  Querschnitt  ein  Rechteck  ist  von  der 

Höhe  h  und  der  Breite  *,  ist  — r  =  --5—  =  -^  (wenn  mit  J  wie- 

^         vr  3  3 

derum  der  körperliche  Inhalt  des  Balkens  bezeichnet  wird)  folglich: 

778)  a  =  ^.j.|.. 

Diese  Gleichimg  zeigt,  dass  die  mechanische  Arbeit,  welche  er- 
forderlich ist,  um  den  Balken  bis  zur  Elasticitätsgrenze  durchzu- 
bi^en,  (wie  im  vorigen  Falle)  proportional  ist  einerseits  dem  kör- 

perlichen  Inhalte  desselben,  andererseits  dem  Quotienten  -^y 
welcher  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  beliebige  andere  Qaerschnittsformen.    So 

z.  B.  ist  für  einen  Balken,  dessen  Querschnitt  ein  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist: 

%l       n  J 

— r-  =  —.  r*  /  -=  -T-,  also  nach  Gleichung  777) : 

Die  Gleichungen  777)  und  778)  gelten  auch  für  einen  an  bei- 
den Endpunkten  unterstützten  Balken,  welcher  durch  eine  in  der 
Mitte  desselben  wirkende  Kraft  durchgebogen  wird.  Denn  jede  der 

beiden  Hälften  eines  solchen  Balkens  befindet  sich  in  der  Lage 

Q 
eines  auf  die  in  Fig.  613  dargestellte  Art  von  der  Kraft  •—  durchge- 
bogenen Balkens.   Ftlr  diesen  Fall  hat  man  also  in  Gleichung  775): 
—  statt  Qy  femer  -^  statt  /  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichungen : 


48  £3:  2  96  £S; 

Wenn  man  in  letzterer  den  aus  der  Gleichung  für  die  grOsste 

o  Ol 

Biegungsspannung:  —  ^  *=  o  "ö"  ^^^^  ergebenden  Werth  fttr  Q 

substituirty  so  erhält  man  wiederum  dieselbe  Gleichung  7  77)^  welche 
f&r  den  an  einem  Endpunkte  befestigten  Balken  von  gleicher  Länge 
gefunden  wurde. 

Für  eine  dreieckige  Feder  (Fig.  642  und  Fig.  648)  ist  nach 
Gleichung  699)  zu  setzen: 


37* 
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und  die  von  der  Kraft  Q  hervorgebrachte  grösste  Biegungsspan- 
nung wiederum  zu  bestimmen  nach  der  Gleichung  —  2;i  =  (2', 
aus  deren  Verbindung  mit  der  vorigen  die  Gleichung  sich  ergiebt: 

779)    51  =  1^. ^=i.J.^. 

In  allen  diesen  Fällen  bildet  der  f&r  3(  gefundene  Ausdruck 
negativ  genommen  den  Ausdruck  für  die  von  dem  Elasticitäts- 
Widerstande  verrichtete  mechanische  Arbeit,  und  wo  diese  Arbeit 

darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft  — k—  einer  bewegten 

Masse  zu  vernichten,  da  kann  man  durch  Gleichsetzung  dieser 
beiden  Grössen: 


780)    21  = 


mv* 


2 

indem  man  für  21  den  gefundenen  Werth  substituirt,  die  grösste 
Biegungsspannung  S  berechnen,  welche  bei  der  eintretenden  Durch- 
biegung entsteht,  oder  den  Inhalt  J,  welchen  der  Balken  haben 
muss,  wenn  die  zulässige  Spannung  S  nicht  überschritten  werden 
soll  —  wobei  immer  vorausgesetzt  ist,  dass  die  eigene  Masse  des 
gebogenen  Balkens  im  Vergleich  zu  der  Masse  m  klein  genug  ist, 

um  vernachlässigt  werden  zu  können.   Die  obige  Gleichung  nimmt, 

F  V* 

wenn  darin  m  =  —  und  -r —  =  h  gesetzt  wird,  die  Form  an : 

9  ^9 

781)  21  =  PA, 

worin  P  das  Gewicht  der  Masse  m,  und  h  die  der  Geschwindig- 
keit V  entsprechende  Fallhöhe  bezeichnet. 

Nach  Qldchang  778)  würde  z.  B.  der  erforderliche  Inhalt  eines  parallel- 
epipedischen  Balkens  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

782)  -J^J-^^^^     oder:     /=18^/>Ä, 

und  nach  Gleichung  779)  der  erforderliche  Inhalt  einer  Dreieckfeder  aus  der 
Gleichung: 

783)  l/^  =  i>Ä,     oder:    /-6-~i>Ä. 

Im  ersten  Falle  beträgt  also  die  erforderliche  Materialmenge  unter  sonst  glei* 
chen  Umständen  dreimal  so  viel  als  im  letzteren  Falle. 

Wenn  eine  Dreieckfeder  so  beschaffen  sein  soll,  dass  durch  eine  mit  der 
Geschwindigkeit  t;  — 1",4  gegen  den  Endpunkt  der  Feder  stossende  Masse  von 

200  Kil.  Gewicht  die  Spannung  5  in  derselben  hervorgebracht  wird,  so  ist 

1  4* 
h  a  -^ —  B  0<",1  =  100  Millimeter  zu  setzen,  und  man  erhält  nach  Glei- 
2  .  ^ 

chung  783): 
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784)    /— 120  000-^. 

Setzt  man  hierin  für  S  die  Grösse  der  praktisch  zulässigen  Spannung  und  für 
£  die  in  der  Tabelle  des  §  132  angegebenen  Werthe,  so  erhält  man  z.  B.  für: 

Schmiedeisen:  /—  120  000  .i^22  «.  66,66  ...  10«  Cubikmillimeter, 

Gusseisen:        /=  120  000  -i^?^  =.  133,33  ...  10« 

3' 

Gussstahl:        /=  120 000  •  ^^^^  =»  1,77  ...  10» 

Holz:  /— 120  000  •  -~^=-  120  .10« 

Ein  zusammengesetztes  Fedenrerk  Yon  der  in  Fig.  &45  und  Fig.  546  dar- 
gestellten Form  würde  ebenso  viel  Material  erfordern;  eine  Rechteckfeder 
dagegen  dreimal  so  viel. 

Wenn  ein  Balken  ans  dem  gebogenen  Zustande  wieder  in 
den  geradlinigen  zurückkehrt,  so  verrichten  die  Elasticitätskräfte 
eine  positive  mechanische  Arbeit  von  gleicher  Grösse  mit  der- 
jenigen, welche  vorher  zum  Hervorbringen  des  gebogenen  Zu- 
standes  erforderlich  war.  Die  lebendige  Kraft,  welche  darch  diese 
positive  mechanische  Arbeit  erzengt  werden  kann,  ist  ebenso  gross 
wie  diejenige,  welche  vorher  beim  Erummbiegen  durch  die  nega- 
tive mechanische  Arbeit  der  Elasticitäts- Widerstände  vernichtet 
werden  konnte. 

Wenn  man  die  oben  als  Beispiel  gewählte  Feder  im  gebogenen  Zustande 
mit  einem  200  Eil.  wiegenden  Körper  in  Berührung  bringt  und  dann  losl&sst, 
so  wQrde  dem  Körper  eine  Geschwindigkeit  von  l'",4  ertheilt  werden,  wenn 
die  Masse  der  Feder  unendlich  klein  w&re.  In  Wirklichkeit  wird  die  hervor- 
gebrachte Geschwindigkeit  etwas  kleiner  sein,  insofern  ein  Theil  der  mecha- 
nischen Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  Feder  selbst  eine  gewisse  lebendige 
Kraft  zu  ertheilen,  welche  in  Form  von  Schwingungsbewegungen  in  derselben 
zurückbleibt. 

§  152. 
Mechanische  Arbeit  des  Torsionewiderstandes. 

(Torsionspendel.) 

Nach  §  144,  Gleichung  747)  ist  das  Moment  Wl  des  fij-äfte- 
paares,  welches  erforderlich  ist,  um  den  Cylinder  in  einem  um 
den  Torsionswinkel  q)  verdrehten  Zustande  zu  erhalten,  diesem 
Torsionswinkel  proportional.  Während  der  Torsionswinkel  von 
Kuli  bis  (p  gleichförmig  zunimmt,  wird  das  Moment  des  erforder- 
lichen Kräftepaares  von  Null  bis  fBl  gleichförmig  zunehmen  müssen, 
nnd  wenn  der  Hebelarm  des  Kräftepaares  constant  bleibt,  so  wird 
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die  Kraft  desselben  ebenfalls  gleichförmig  zunehmen  und  zwar 
von  Null  bis  Q,  wenn  mit  Q  die  Grösse  bezeichnet  wird,  welche 
die  Kraft  am  Ende  der  Drehung  erreicht  (Fig.  616).  Die  mecha- 
nische Arbeit,  welche  während  der  Dre- 
hung von  dem  Kräftepaare  verrichtet 
wird,  ist  also  auch  in  diesem  Falle  nach 
der  allgemeinen  Gleichung  763) : 

2 

zu  bestimmen,  wenn  mit  X  die  Länge 
des  Bogens  bezeichnet  wird,  welcher  von 
dem  Endpunkte  des  Hebelarmes  während 
der  Drehung  beschrieben  wird  (vergl.  §21, 

Fig.  42).   Die  obige  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  Werthe 

A  =  flqp  und  Qa  =  Tl  die  Form  an: 

785)  21  =  -^. 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  für  q)  den  Werth  aus  Gleichung  747) 
und  nachher  für  SK  den  Werth  aus  Gleichung  745)  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

786)  a=  ^      "^^ 


E    R* 


Hierin  ist 


IXo 


n 


=  l-^R 


J 


(gleich  dem  halben  körperlichen 


i?        '     1"        2 
Inhalt  des  Gylinders),  folglich  ist: 

1         -S* 
787)    St  =  i.J.J-. 

Wenn  an  dem  einen  Endpunkte  einer  in  Drehbewegung  begriffenen  Welle 
ein  Schwungrad  sich  befindet,  und  am  anderen  Endpunkte  der  Welle  durch 
irgend  ein  Bewegungs-Hindemiss  die  Bewegung  plötzlich  ins  Stocken  ger&th, 
so  wird  die  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  (im  Vergleich  zu  welcher  die 
lebendige  Kraft  der  Welle  selbst  als  verschwindend  klein  vorausgesetzt  wird) 
in  mechanische  Arbeit  verwandelt,  und  durch  diese  mechanische  Arbeit  ein 
Torsionszustand  in  der  Welle  hervorgebracht.  Die  Grösse,  welche  die  Span- 
nung S  dabei  schliesslich  erreicht,  findet  man  aus  Gleichung  787),  indem  man 
darin  für  %,  die  anföngliche  lebendige  Kraft  des  Schwungrades  substituirt. 

ftik  Wenn  mit  fi  die  auf  den  Umfang  reducirte  Masse  iind  mit  v  die  anfäng- 
liche Umfangsgeschwindigkeit  des  Schwungrades  bezeichnet  wird,  so  ist  die 

anfängliche  lebendige  E[raft  desselben  gleich  -^V~>  wofOr  auch  Ph  gesetzt 

z 

werden  kann,  wenn  das  Gewicht  fi .  g  der  Masse  fi  mit  P  und  die  der  Ge- 
Bchwindigkeit  v  entsprechende  Fallhöhe  -r—  mit  h  bezeichnet  wird.   Man  er- 


hält also  die  Gleichung: 


2y 
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1         S* 
788)    PÄ-|/.^. 

Wenn  z.  B.  die  Umfangsgeschwindigkeit  v—2^fi  war,  so  ist  h 


2,8* 

^  0"',4  «»  400  Büllimeter,  nnd  wenn  das  Schwungrad  die  Form  eines  Ringes 
hat,  dessen  Gewicht  500  Eil.  betrSgt,  so  ist  /^—SOO  zu  setzen.  Für  eine 
schmiedeiseme  Welle  würde  ^«20000  zu  setzen  sein;  der  körperliche  Inhalt, 
welchen  diese  Welle  haben  mnss,  wenn  die  für  Schmiedeisen  als  zol&ssig  an- 
zunehmende Torsionsspannung  5  >»  4  Kil.  nicht  überschritten  werden  soll, 
beträgt  also: 

N*  20  000 

/—  2  i>Ä  -^  —  2  .  500  .  400 .     \:      =  500  000  000  Cubikmillimeter 


S* 


4« 


=^  0,5  Cubikmeter. 


Torsionspendel. 

Wenn  man  durch  Drehnng  des  an  dem  Drahte  CO  hängen- 
den Körpers  AB  (Fig.  616)  eine  gewisse  Torsion  in  dem  Drahte 
hervorbringt  nnd  den  Körper  alsdann  loslässt,  so  bilden  die  Tor- 
sionswiderstände des  Drahtes  ein  Kräftepaar,  durch  welches  dem 
Körper  eine  rückwärts  gerichtete  Drehbewegung  in  der  Richtung 

nach  der  früheren  Gleichge- 


Fig.  616. 


B 


l 


C 


wichtslage  hin  ertheilt  wird. 
Die  lebendige  Kraft ,  welche 
der  Körper  bei  seiner  Rück- 
kehr in  die  Gleichgewichts- 
lage erlangt,  ist  gleich  der 
mechanischen  Arbeit,  welche 
vorher  auf  Hervorbringung 
des  Torsionszustandes  ver- 
wendet wurde.  Vermöge  die- 
ser lebendigen  Kraft  wird  der 
Körper  über  die  Gleichge- 
wichtslage hinaus  die  Dreh- 
r<f^x  bewegung  so  lange  fortsetzen, 
I  bis    durch    die   Arbeit    der 

i  Torsionswiderstände  wieder- 

um die  vorhandene  leben- 
dige Kraft  völlig  au%ezehrt 
ist  Dieser  Fall  tritt  ein, 
wenn  die  Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage  nach  dieser  Seite 
hin  wieder  ebenso  gross  wie  die  anfängliche  geworden  ist.  Hierauf 
führt  der  Körper  nach  demselben  Gesetze  rückwärts  sich  drehend 
eine  zweite  Schwingung  aus  und  fährt  auf  gleiche  Weise  fort, 


M. 


\ 


r.6_p 


Fig.  617. 


■A 


l 
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am  seine  Gleichgewichtslage  herum  Pendel-Schwingimgen  auszu- 
fuhren. 

Um  die  Dauer  einer  solchen  Pendel-Schwingung  zu  bestimmen, 
hat  man  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  welchem  irgend  ein  Punkt 
des  Körpers,  z.  B.  der  im  Abstände  r  von  der  Drehachse  befind- 
liche Punkt  Aj  den  Schwingungsbogen  MA  (Fig.  617)  durchläuft. 
Dem  Torsionswinkel  w  entspricht  nach  Gleichung  747)  das  Mo- 

ment  SW  =  Jjr  q> ,  und  nach  Gleichung  504)  ist  die  Winkel- 
beschleunigung bei  dieser  Stellung  des  Körpers . - 

*~    T   ~  2/r  '  ^' 
folglich  die  Peripherie  -  Beschleunigung  des  in  der  Entfernung  r 
von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes: 

Wenn  abkürzungsweise  die  während  der  Bewegung  unverändert 

E% 
bleibende  Grösse    ^  .  J?  =  y,  die  Bogenlänge  rcp^^^sc^  und  die 

Bogen-Beschleunigung  re  =  p  gesetzt  wird,  so  nimmt  diese  Glei- 
chung die  Form  an: 

789)    }i  =  q  .w. 

Die  Beschleunigung  p  des  den  Bogen  MA  durchlaufenden  Punktes 
ist  also  stets  der  auf  dem  Bogen  gemessenen  Entfernung  x  des- 
selben von  seiner  Gleichgewichtslage  proportional,  und  q  ist  der 
Werth,  welchen  diese  Beschleunigung  annimmt,  wenn  die  Ent- 
fernung 07  s=  1  wird.  Folglich  ist  (nach  §  28  und  §  34)  die  ganze 
Schwingungsdauer  des  Torsionspendels: 

Hierin  bedeutet  T  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Achse  des  Drahtes.  Es  ist  vorausgesetzt, 
dass  diese  Achse  in  Bezug  auf  den  schwingenden  Körper  eine 
freie  Achse  bildet  (§  Hl),  und  dass  die  Masse  des  Drahtes  selbst 
als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  darf. 

Wenn  an  jedem  der  beiden  im  Abstände  a  von  der  Dreh- 
achse einander  symmetrisch  gegenüberliegenden  Punkte  eine  Masse 
m  angebracht,  und  dadurch  zu  dem  Trägheits- Momente  T  die 
Grösse  2ma^  hinzugefügt  wird,  so  entsteht  ein  neues  Torsions- 
pendel von  der  Schwingungsdauer: 
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7qn    /        ^|/2/(r+2ma') 
/91)    /.  =  ^)/ -j^ 

Letztere  Gleichung  nimmt  dnrch  die  vorhergehende  dirldirt  die 
Form  an:  

m    -^=[/i  +  -^,   oder:   .^^  =  -^~^^. 

Diese  Gleichung  bietet  ein  einfaches  Mittel,  um  auf  dem  Wege  der  Be- 
obachtung das  Trftgfaeits- Moment  eines  beliebigen  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
freie  Schwerpnnkts-Achse  desselben  zu  bestimmen.  Es  ist  zu  diesem  Zwecke 
nur  nöthig,  den  Körper  an  einem  beliebigen  Drahte  aufzuhängen  und  die 
Schwingungsdauer  t  zu  beobachten,  hierauf  die  durch  Hinzufügung  der  beiden 
in  bekannten  Abständen  a  angebrachten  bekannten  Massen  m  vergrösserte 
Schwingungsdauer  ti  ebenfalls  zu  beobachten,  worauf  dann  nach  Gleichung 
792)  das  Yerhältniss  des  gesuchten  Trägheits-Momentes  T  zu  dem  bekannten 
Trägheits-Momente  2ma*  bestimmt  werden  kann. 

Hätte  man  z.  B.  gefunden,  dass  die  Schwingungsdauer  des  für  sich  allein 
schwingenden  Körpers  t=>12  See.  war,  und  dass  durch  Hinzufügung  von  zwei 
im  Abstände  gleich  l'^  von  der  Drehachse  befindlichen  Massen  von  je  0,5  Kil. 
die  Schwingungsdauer  auf  die  Grösse  /^  =  13  See.  zunahm,  so  würde  aus  Glei- 
chung 792)  der  Werth  sich  ergeben: 

T  12* 

2.0,5.1»         13«- 12«        ''''''' 
und  man  würde  hieraus  schliessen  können,  dass  das  gesuchte  Trägheits-Moment 
so  gross  ist,  wie  das  einer  im  Abstände  1™  von  der  Drehachse  befindlichen 
Masse  von  5,76  Kil.,  dass  also  die  auf  den  Abstand  l"'  reducirte  Masse  des 
Körpers  5,76  Kil.  beträgt. 

Wenn  man  den  Körper  —  statt  an  einem  Drahte  —  an  zwei  neben- 
einander befindlichen  Fäden  aufhängt,  so  erhält  man  —  statt  des  Torsions- 
Pendels  —  das  sogenannte  Bifilar-Pendel,  dessen  Schwingungen  ebenfalls  dem 
in  Gleichung  792)  enthaltenen  Gesetze  gemäss  erfolgen,  so  lange  der  Schwin- 
gungswinkel klein  ist.  Ein  solches  Bifilar-Pendel  kann  daher  ebenfalls  auf  die 
oben  erklärte  Weise  zur  experimentellen  Bestimmung  des  Trägheits-Momentes 
benutzt  werden. 


FÜNFUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Theorie  des  Stosses. 

§  153. 
Gerader  centraler  Stoss. 

Wenn  im  Augenblicke  des  ersten  Zusammentreffens  der  bei- 
den Körper  die  an  der  Berührungsstelle  errichtete  Normale  NN 
zur  Bertthrungsebene  EE  zusammenfällt  mit  der  Verbindungslinie 
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jsr-.... 


■^-AT 


ihrer  beiden  Schwerpunkte  (Fig.  618),  so  wird  der  Stoss  ein  » cen- 
traler "  Stoss  genannt  (im  Gegensatze  zu  dem  excentrischen  Stosse, 

bei  welchem  jene  Normale  keinen 
oder  nur  einen  von  den  beiden 
Schwerpunkten  trifft);  und  wenn 
ausserdem  die  Bewegungsrichtungen 
der  beiden  Körper  mit  der  Richtung 
jener  Normalen  zusammenfallen,  so 
wird  der  Stoss  zugleich  ein  „  gerader  ** 
Stoss  genannt  (im  Gegensatze  zn 
dem  schiefen  Stosse,  bei  welchem 
keine  oder  nur  eine  von  den  beiden 
Bewegungsrichtungen  rechtwinkelig  zu  jener  Berührungsebene  ge- 
richtet ist). 

Vor  dem  Stosse  ftthrte  jeder  von  den  beiden  EOrpem  nach 
dem  Gesetze  der  Trägheit  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewe- 
gung aus;  in  dem  Augenblicke  aber,  wo  die  mit  der  kleineren 
Geschwindigkeit  v  vorangehende  Masse  m  eingeholt  wird  von  der 
mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  V  ihr  folgenden  Masse  M^  be- 
ginnen plötzlich  die  beiden  Körper  auf  einander  gegenseitig  ein- 
zuwirken; an  der  Bertlhrungsstelle  entstehen  Druckkräfte ,  durch 
welche  die  Bewegungen  der  beiden  Körper  nach  und  nach  ver- 
ändert werden.  Der  auf  die  Masse  m  wirkende  Druck  und  der 
auf  die  Masse  M  wirkende  Druck  sind  als  „  Druck "  und  „  Gegen- 
druck" nach  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung  stets  gleich  gross 
und  entgegengesetzt  gerichtet.  Auf  die  Masse  m  wirkt  der  Druck 
in  der  Richtung  der  Bewegung  als  beschleunigende  Kraft;  auf 
die  Masse  M  wirkt  der  Druck  der  Bewegungsrichtung  entgegen 
als  verzögernder  Widerstand. 

Nach  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes  (§  120)  bewegt  sich 

der  Schwerpunkt  der  Masse  m  unter  Ein- 
wirkung des  beschleunigenden  Druckes 
wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  von 
gleicher  Masse  unter  Einwirkung  der  glei- 
chen Kraft  sich  bewegen  würde.  Wenn 
also  in  einem  bestimmten  Zeitpunkte 
der  Druck  die  Grösse  D  erreicht  hat 
(Fig.  619),  so  bewegt  sich  der  Schwer- 
punkt der  Masse  m  in  diesem  Augenblicke  mit  der  Beschleu- 
nigung: 


Fig.  619. 
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^^ 
^        m 
Ans  gleichem  Grunde  ergiebt  sich,  dass  in  demselben  Augen- 
blicke der  Schwerpunkt  der  Masse  M  sich  bewegt  mit  der  Ver- 
zögerung: 

M 
Wie  auch  immer  der  Druck  D  sich  ändern  möge  im  Laufe  der- 
jenigen Zeit,  während  welcher  die  beiden  Körper  mit  einander  in 
Berührung  bleiben:  das  Verhältniss  der  beiden  auf  die  Zeit- 
einheit reducirten  Geschwindigkeits-Aenderungen  behält  in  allen 
Punkten  dieses  Zeitraumes  den  unveränderlichen  Werth: 

793)  -5-  =  -^, 
Jf         m 

welcher  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  fUr  jedes  der  unendlich  kleinen  Zeittheil- 
chen,  in  welche  man  sich  die  ganze  Stossdauer  zerlegt  denken 
kann,  das  Verhältniss  der  in  diesem  Zeittheilchen  den  beiden 
Schwerpunkten  ertheilten  Geschwindigkeits-Aenderungen  ebenfalls 
gleich  dem  umgekehrten  Massenyerhältniss  ist.  Es  muss  daher 
auch  das  Verhältniss  der  in  einem  beliebig  gewählten  Theile 
der  ganzen  Stossdauer  (oder  auch  der  während  der  ganzen  Stoss- 
dauer selbst)  hervorgebrachten  Geschwindigkeits  -  Aenderungen 
gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Massen  sein. 

Wenn  mit  c  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der 
Schwerpunkt  der  Masse  m  in  irgend  einem  Zeitpunkte  (innerhalb 
oder  auch  am  Ende)  der  Stossdauer  erreicht  hat,  so  ist  c  —  v 
die  Gesch windigkeits  -  Z  u  n  a  h  m  e ,  welche  der  Schwerpunkt  der 
Masse  m  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erlangt  hat,  und  wenn  mit  C 
die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  welche  der  Schwerpunkt  der 
Masse  M  in  demselben  Zeitpunkte  erreicht  hat,  so  ist  V —  C  die 
bis  zu  diesem  Zeitpunkte  erfolgte  Geschwindigkeits- Ab  nähme 
des  Schwerpunktes  der  Masse  M.  Das  Verhältniss  dieser  beiden 
Geschwindigkeits-Aenderungen  ist  also: 

794)  -;^  =  ^. 

V —  C         m 

Diese  Gleichung  lässt  sich,  wenn  derselben  die  Form  ge- 
geben wird: 

795)  »te  + J/C=wiü  +  Jf r 

auch  unmittelbar  aus  dem  Gesetze  des  Schwerpunktes  schon  ab- 
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leiten.  Nach  §  120  mnss  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  des 
Yon  beiden  Körpern  zusammengenommen  gebildeten  Massen- 
Systems  sich  so  bewegen,  wie  wenn  die  Massen  aller  materiellen 
Punkte  und  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  ihm  vereinigt  wären. 
Die  Beschleunigung  dieses  Schwerpunktes  ist  (nach  Gleichang  543) 
in  diesem  Falle  gleich  Null,  weil  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden 
sind,  und  die  inneren  Kräfte  —  zu  denen  auch  die  beiden  Drücke 
D  zu  rechnen  sind  —  je  paarweise  gleiche  Grössen  und  entgegen- 
gesetzte Bichtungen  haben.  Hieraus  folgt,  dass  die  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes  in  demjenigen  Zeitpunkte,  auf  welchen 
Gleichung  795)  sich  bezieht,  noch  dieselbe  Grösse  haben  mnss, 
welche  sie  vor  dem  Zusammentreffen  der  beiden  Körper  hatte. 
Wenn  also  mit  u  die  Geschwindigkeit  bezeichnet  wird,  mit  wel- 
cher der  Schwerpunkt  des  ganzen  Massen-Systems  vor  dem  Stosse 
sich  bewegte,  so  ist  nach  Gleichung  541)  das  Product: 
796)  {m  +  M)u  =  mv  +  MV=  mc  +  MC 
eine  constante  Grösse,  welche  während  der  Stossdauer  sich  nicht 
ändert.  Die  Gleichung  795)  drückt  demnach  aus:  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  der  beiden 
Massen  durch  den  Stoss  keinerlei  Aenderungen  erleidet  Um  nun- 
mehr die  Geschwindigkeits- Aenderungen  zu  bestimmen,  welche  der 
Schwerpunkt  jedes  einzelnen  der  beiden  Körper  durch  den  Stoss 
erleidet,  ist  es  nur  nöthig  zu  untersuchen:  auf  welche  Weise  die 
relative  Bewegung  jedes  dieser  beiden  Punkte  in  Bezug  auf 
einen  mit  dem  Schwerpunkte  des  ganzen  Systems  gleichförmig 
fortschreitenden  Baum  durch  den  Stoss  verändert  wird.  Die 
Geschwindigkeit  dieses  Baumes  ist  gleich  t/,  und  da  die  Beschleu- 
nigung desselben  gleich  Null  ist,  so  geschehen  die  relativen  Be- 
wegungen der  beiden  Schwerpunkte  genau  so  wie  bei  gleichen 
Anfangsgeschwindigkeiten  die  absoluten  Bewegungen  derselben  er- 
folgen würden  (§  36).' 

Vor  dem  Stosse  war  die 

^'       ,   relative   Geschwindigkeit  des 

Schwerpunktes  der  Masse  M 
(Fig.  620)  in  Bezug  auf  diesen 
Baum  gleich  V —  w,  und  die 
des  Schwerpunktes  der  Masse 
"  m  war  u  —  v.    Mit  diesen  bei- 

den Anfangsgeschwindigkeiten  beginnen  die  beiden  Schwerpunkte 
M  und  m  von  entgegengesetzten  Seiten  her  ihre  relative  Bewegung 
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gegen  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  aS  hin,  welcher  seiner- 
seits im  relativen  Ruhezustände  sich  befindet.  Durch  die  Gegen- 
drttcke  D  werden  diese  beiden  relativen  Geschwindigkeiten  all- 
mählich vermindert,  und  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  werden 
beide  relative  Geschwindigkeiten  gleichzeitig  die  Grösse  Null 
erreichen  (denn  in  dem  Augenblicke,  wo  die  relative  Geschwin- 
digkeit des  einen  Schwerpunktes  Null  wird,  muss  auch  die  des 
anderen  Null  werden,  weil  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems 
die  relative  Geschwindigkeit  Null  hat). 

In  diesem  Augenblicke  haben  beide  Schwerpunkte  (nach  Glei- 
chung 796)  die  gemeinschaftliche  absolute  Geschwindigkeit: 

797)  u  =  — jT-^ , 

und  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  hat  die  absolute  Geschwindigkeit 
des  Schwerpunktes  M  abgenommen  um  die  Grösse: 

V  —  V 

798)  V—u  =  — — 5^, 

1+^ 


m 

die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  in  dagegen  zu- 
genommen um  die  Grösse: 

799)     u  —  v  =  — ^. 

Denkt  man  sich  also  bei  dem  Stosse  zweier  Körper  die  ganze 
Zeitdauer  t  der  Berührung  in  zwei  Zeiträume  t^  und  /,  zerlegt, 
von  denen  der  erstere  bis  zu  dem  Augenblicke  gerechnet  wird, 
in  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Schwerpunkte  ein- 
ander gleich  geworden  sind,  so  ist  die  während  dieses  ersteren 
Zeitraumes  erfolgende  Geschwindigkeits-Aenderung  jedes  der  bei- 
den Schwerpunkte  unter  allen  Umständen  mathematisch  genau 
bestimmbar.  Was  dagegen  die  Bestimmung  der  in  dem  zweiten 
Zeitraum  /,  erfolgenden  Geschwindigkeits-Aenderungen  betrifft,  so 
hängen  dieselben  ab  von  dem  Grade  der  Intensität  des  Stosses, 
von  der  physikalischen  Beschaffenheit  der  beiden  stossenden  Kör- 
per ;  und  dieser  Theil  der  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  nur  annähe- 
rungsweise lösbar. 

Wenn  man  (in  Gleichung  794)  unter  den  Grössen  C  und  c 
resp.  die  Endgeschwindigkeiten  am  Ende  des  Zeitraumes  t^  (oder 
am  Ende  der  ganzen  Stossdauer)  versteht,  so  ist  u  —  C  die  Grösse, 
um  welche  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Masse  M 
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während  der  Periode  t^  ferner  abnimmt,  nnd  c  —  u  dieGrösse, 
um  welche  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Masse  m 
während  der  Periode  t^  femer  zn nimmt  Der  in  Gleichong  794) 
enthaltene  Satz:  »die  Geschwindigkeits-Aendemngen  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  die  Massen ",  gilt  auch  für  jeden  der  beiden  Zeit- 
räume ^1  und  t^  einzeln  genommen,  folglich  ist: 

800)     =  "TT  = 

c  —  u         M         u  —  V 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten  und  dritten  Quotienten  folgt  die 

Gleichung : 

QA<.       u—C  c  —  u 

801)  -j^ = =  fi, 

worin  mit  e  der  noch  unbekannte  Zahlenwerth  (des  Coefßcienten 
der  Stoss-Elasticität)  bezeichnet  ist,  welcher  angiebt,  in  welchem 
Verhältniss  die  während  der  Periode  t^  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeits-Aenderungen  zu  den  während  der  Periode  ^,  her- 
vorgebrachten Geschwindigkeits-Aenderungen  stehen.  Hiernach 
ergeben  sich  fttr  die  während  der  zweiten  Periode  hervorgebrach- 
ten Geschwindigkeits-Aenderungen  die  Werthe: 

802)  u—  C=€(V—u),      803)    c  —  u~€{u  —  v\ 

und  wenn  man  diese  zu  den  während  der  ersten  Periode  hervor- 
gebrachten (in  den  Gleichungen  798)  und  799)  gefundenen)  Ge- 
schwindigkeits-Aenderungen hinzu  addirt,  so  erhält  man  für  die 
totalen  durch  den  Stoss  hervorgebrachten  Geschwindigkeits- 
Aenderungen  resp.  die  Gleichungen: 

804)     r-C-  "+'»!:-"■    805)  ,-,-"+'> "^-'>, 

nach  denen  die  Endgeschwindigkeiten  C,  c  berechnet  werden 
können,  sobald  der  Coefficient  e  bekannt  ist 

§  154. 
Bestimmung  des  Stoss -ElasticKate-Coefflcienten  «. 

Elastischer  und  unelastischer  Stoss. 

Während  der  Schwerpunkt  der  Masse  M  die  relative  Be- 
wegung von  M  nach  M^  ausfuhrt  (Fig*  620),  rücken  die  Schwer- 
punkte der  beiden«  Körper  einander  gegenseitig  näher,  und  diese 
Annäherung  ist  mit  einer  Zusammendrückung  der  beiden  Körper 
an  der  Berührungsstelle   verbunden.     Durch    diese   Zusammen- 
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drückong  wird  eine  elastische  Gegenwirkung  hervorgernfen,  welche 
mit  der  GrOsse  der  Zosammendrückung  nach  irgend  einem  Gesetze 
sich  ändert.  Der  Gegendruck  D  an  der  Bertlhrungsstelle  durch- 
läuft während  des  Fortschreitens  der  Zusammendrttckung  irgend 
eine  Beihenfolge  Yon  verschiedenen  Werthen,  und  da  der  Schwer-^ 
punkt  der  Masse  M  seine  relative  Bewegung  gerade  so  ausfährt 
wie  ein  einfacher  materieller  Punkt  von  gleicher  Masse  unter  Ein- 
wirkung der  verzögernden  Kraft  D  sich  bewegen  würde,  so  ist  die 
hervorgebrachte  Aenderung  derjenigen  lebendigen  Kri^,  welche 
der  relativen  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M  ent- 
spricht, gleich  zu  setzen  der  negativen  mechanischen  Arbeit,  welche 
der  veränderliche  Druck  D  während  der  Bewegung  seines  Angriffs- 
punktes von  M  nach  M^  verrichtet. 

Elastischer  Stoss. 

Der  Endpunkt  des  Zeitraumes  t^  oder  derjenige  Zeitpunkt, 
in  welchem  die  beiden  Schwerpunkte  ihre  grösste  Annäherung 
erreicht  haben,  ist  zugleich  der  Augenblick  der  grössten  Zu- 
sammendrtlckung;  nach  diesem  Zeitpunkte  erfolgt  während  des 
Zeitraumes  t^  eine  Wiederausdehnung  der  beiden  Körper.  Ange- 
nommen: diese  Wiederausdehnung  erfolgte  in  der  Weise,  dass 
die  beiden  Körper  vollständig  in  ihre  früheren  Formen  zurück- 
kehren, und  dass  der  Druck  D  während  der  rückgängigen  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  der  Masse  M  von  il/,  nach  M  in  um- 
gekehrter Beihenfolge  genau  dieselben  Werthe  wieder  durchläuft, 
welche  derselbe  vorher  bei  dem  Hinwege  von  M  nach  M^  nach 
und  nach  angenommen  hatte:  so  würde  in  diesem  Falle  auch  die 
von  demselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  ihrer  absoluten 
Grösse  nach  bei  dem  Bückwege  gerade  so  gross  wie  bei  dem 
Hinwege  sein;  in  Folge  dessen  würde  die  in  der  zweiten  Periode 
hervorgebrachte  lebendige  Kraft  wieder  ebenso  gross  sein 
wie  die  in  der  ersten  Periode  vernichtete  lebendige  Kraft  der 
relativen  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Masse  M;  und  da  die 
relative  Geschwindigkeit  dieses  Punktes  in  der  ersten  Periode  von 
V  —  I«  bis  auf  Null  abnahm ,  so  würde  dieselbe  in  der  zweiten 
Periode  von  Null  bis  auf  die  Grösse  V  —  u  (in  entgegengesetzter 
Bichtung  genommen)  wieder  zunehmen.  Für  diesen  Fall  würde 
nach  Gleichung  801)  der  Coefficient  e=»  1  zu  setzen  sein,  und 
die  allgemeinen  Gleichungen  804)  und  805)  würden  die  Formen 
annehmen : 
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806)    r— C  = 


2(V~v) 


1  + 


m 


807)    c  —  v  = 


2(V—v) 


n- 


m 


M 


Um  sich  die  Bedingungen  zu  veranschaulichen,  von  welchen 
das  Erftllltsein  der  obigen  Voraussetzungen  und  die  Gültigkeit  der 
zuletzt  gefundenen  beiden  Gleichungen  abhängt,  hat  man  sich  die 
beiden  Eigenschaften  der  „ Elasticität "  und  der  „Trägheit"  voll- 
ständig von  einander  getrennt,  d.  h.  in  jedem  der  beiden  Körper 
an  zwei  verschiedenen  Theilen  haftend  zu  denken,  von  denen  der 
eine  —  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffene  Theil  —  wie  eine 
vollkommen  elastische  Feder  ohne  Masse  ausschliesslich  die 
Eigenschaft  der  „  Elasticität ""  repräsentirt,  und  der  andere  als  yoU- 
kommen  unelastischer  Körper  ausschliesslich  die  Eigenschaft 
der  „Trägheit"  oder  die  ganze  Masse  des  Körper  in  sich  ver- 
einigt. Fig.  621  veranschaulicht  die  Stellung  der  beiden  Körper 
im  Augenblicke  der  ersten  Berührung  der  beiden  Federn,  Fig.  622 
die  Stellung  im  Augenblicke  der  stärksten  Zusammendrttckung  der 
Federn,  den  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Geschwindigkeiten  der  bei- 
den Massen  einander  gegenseitig  ausgeglichen  haben,  und  Fig.  623 


Fig.  621. 


Fig.  622. 


Fig.  623. 


die  Stellung  der  beiden  Körper  am  Ende  des  Stosses  oder  den 
Zeitpunkt,  in  welchem  die  Federn  ihre  ursprünglichen  Formen 
wieder  angenommen  haben.  Der  Schwerpunkt  des  ganzen  Sy- 
stems geht  mit  unveränderter  Geschwindigkeit  u  aus  der  ersten 
durch  die  zweite  in  die  dritte  Stellung  tlber,  während  der  Schwer- 
punkt der  Masse  M  in  Bezug  auf  denselben  eine  relative  Bewe- 
gung ausfuhrt,  bestehend  während  des  Ueberganges  aus  der  ersten 
in  die  zweite  Stellung  in  einer  Annäherung  an  den  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkt,  während  des  Ueberganges  aus  der  zweiten 
in  die  dritte  Stellung  in  einer  ebenso  grossen  Wieder-Entfemung 
von  demselben.  Nach  Cap.  XXIV  wird  bei  dieser  relativen  Be- 
wegung von  dem  Drucke  D  während  der  ersten  Periode  eine 
negative  mechanische  Arbeit  verrichtet  von  derselben  absoluten 
Grösse,  wie  die  während  der  Wiederausdehnung  der  Federn  ver- 
richtete positive  mechanische  Arbeit,   Bei  diesem  idealen  —  in  der 


Bestimmoiig  des  Stoss-EIasticitäts-Coefficienten  e.  593 

Wirklichkeit  nur  annäherungsweise  darstellbaren  Falle  —  würden 
also  die  Voraussetzungen,  aus  denen  die  obigen  beiden  Gleichun- 
gen abgeleitet  wutden,  in  aller  Strenge  erfüllt  sein;  und  je  mehr 
bei  dem  Zusammenstosse  zweier  beliebigen  elastischen  Körper  die 
wirklichen  Umstände  diesem  idealen  Falle  sich  annähern,  um  so 
genauer  werden  die  Gleichungen  806)  und  807)  als  Gleichungen 
des  sogenannten  vollkommen  „elastischen  Stosses"  die  wirklich 
hervorgebrachten  Geschwindigkeits-Aenderungen  darstellen. 

Unelastischer  Stoss. 

Denkt  man  sich  in  dem  Augenblicke  der  grössten  Zusammen- 
drückung der  Federn  bei  der  Stellung  Fig.  622  plötzlich  auf  irgend 
eine  Weise  (z.  B.  durch  einspringende  Widerhaken)  die  Wieder- 
ausdehnung der  Feder  gänzlich  verhindert,  so  findet  man,  dass 
in  diesem  Falle  nach  jenem  Zeitpunkte  kein  Druck  zwischen  den 
beiden  Körpern  mehr  stattfinden,  und  in  Folge  dessen  auch  keine 
weitere  Geschwindigkeits-Aenderung  mehr  hervorgebracht  werden 
würde.  Die  beiden  Körper  würden  nach  dem  Stosse  ihre  Bewe- 
gungen mit  der  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  u  (Gleichung 
797)  gleichförmig  fortsetzen,  und  flir  diesen  Fall  würde  demnach 
der  Coefficient  £  =  0  zu  setzen  sein. 

Auf  solche  Art  kann  man  sich  den  idealen  —  in  der  Wirk- 
lichkeit ebenfalls  nur  annäherungsweise  darstellbaren  —  Fall  des 
sogenannten  „unelastischen  Stosses""  veranschaulichen.  Je  mehr 
bei  der  in  Folge  des  Zusammenstosses  der  beiden  Körper  ein- 
tretenden Zusammendrückung  die  Elasticitäts-Grenzen  über- 
schritten werden  —  was  bei  Körpern  von  geringer  Elasticität,  wie 
z.  B.  Blei,  Wachs,  schon  bei  geringer  Intensität  des  Stosses,  da- 
gegen bei  sehr  elastischen  Körpern,  wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfen- 
bein, erst  bei  grosser  Intensität  des  Stosses  eintreten  wird  —  je 
mehr  also  die  wirklichen  Umstände  von  der  Art  sind,  dass  die 
durch  den  Stoss  hervorgebrachten  Zusammendrückungen  als  blei- 
bende Formänderungen  anzusehen  sind:  um  so  genauer  werden 
die  Gleichungen: 

808)     V—C=    ^  ~l,   ,        809)    c  —  v=    ^  ~^'  , 

m  AI 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  £  =  0  aus  den  allgemeinen 
Gleichungen  804)  und  805)  sich  ergeben,  die  wirklich  hervorge- 
brachten Geschwindigkeits-Aenderungen  darstellen. 

liitter,  Ueehanik.    5.  Aufl.  3S 
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Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  unter  gewöhnlichen  Umständen 
der  Werth  des  Goefficienten  e  zwischen  den  Grenzwerthen  Null 
und  Eins  variirt;  dass  derselbe  dem  Grenzwerthe  Null  um  so 
mehr  sich  nähert,  je  grösser  die  Geschwindigkeits-Diflferenz  V —  v 
und  je  geringer  die  Elasticität  der  Körper  ist;  dem  Grenzwerthe 
Eins  dagegen  um  so  mehr,  je  kleiner  die  Geschwindigkeits- 
Diflferenz  V — r,  und  je  grösser  die  Elasticität  der  beiden  Körper 
ist.  Es  kommt  also  in  den  speciellen  Fällen  bei  der  Bestimmung 
des  Goefficienten  e  nicht  allein  die  physikalische  Beschaffenheit 
der  beiden  stossenden  Körper,  sondern  wesentlich  auch  die  Grösse 
der  Geschwindigkeits-Differenz  V —  v  in  Betracht.  Auch  bei  sehr 
elastischen  Körpern  kann  der  Goefficient  e  dem  Grenzwerthe  Null 
sich  nähern,  wenn  die  Geschwindigkeits  -  Differenz  F— r  sehr 
gross  war;  und  auch  bei  sehr  unelastischen  Körpern  kann  der 
Goefficient  e  dem  Grenzwerthe  Eins  sich  nähern,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeits-Differenz V —  V  der  beiden  Körper  vor  dem  Stosse 
eine  sehr  geringe  Grösse  hatte. 

In  gewissen  besonderen  F&Uen  kann  der  Goefficient  a  auch  einen  Werth 
annehmen,  welcher  grösser  ist  als  Eins.  Angenommen:  die  Federn,  welche  die 
Eigenschaft  der  Elasticität  yeranschaulichten,  hätten  vor  dem  Stosse  schon  im 
gespannten  (and  zwar  zusammengedrückten)  Zustande  sich  befunden  (Fig.  622), 
und  wären  durch  irgend  welche  Vorrichtungen  —  etwa  durch  eingeschobene 
Haken  —  in  diesem  gespannten  Zustande  künstlich  so  lange  erhalten,  bis  durch 
den  Stoss  diese  Hindemisse  der  Wiederausdehnnng  beseitigt,  und  die  Spann- 
•  kräfte  der  beiden  Federn  gleichsam  wieder  in  Freiheit  gesetzt  wurden.  In 
diesem  Falle  würde  unmittelbar  nach  dem  Augenblicke  der  ersten  Berührung 
die  Zusammendrückung  der  Federn  zunächst  noch  um  eine  gewisse  Grösse 
gesteigert  werden.  Nach  dem  Eintritt  des  Maximums  der  Zusammen- 
drückung würde  alsdann  die  Wiederausdehnung  beginnen  und  diese  während 
der  zweiten  Periode  erfolgende  Wiederausdehnung  würde  über  den  ursprüng- 
lichen Spannungszustand  hinaus  Sich  fortsetzen,  also  mehr  betragen,  als  die 
während  der  ersten  Periode  erfolgte  Steigerung  der  Zusammendrückung.  In 
Folge  dessen  würden  die  in  der  zweiten  Periode  hervorgebn^chten  Geschwin- 
digkelts-Aenderungen  grösser  sein  als  die  in  der  ersten  Periode  hervorgebrach- 
ten; nach  Gleichung  801)  würde  also  in  diesem  Falle  der  Goefficient  e  grösser 
als  Eins  sein. 

Diesem  Falle  —  welchen  man  den  des  „überelastischen*  Stosses  nennen 
könnte  —  wäre  zu  vergleichen  der  mit  „Explosion**  verbundene  Stoss.  Denkt 
man  sich  die  unmittelbar  durch  den  Stoss  getroffenen  Theile  der  Körper  aus 
Substanzen  bestehend,  welche  (wie  z.  B.  Enallsilber)  beim  Stosse  explodiren, 
so  findet  man  leicht,  dass  in  derartigen  Fällen  der  Goefficient  a  jeden  belie- 
bigen Werth  zwischen  0  und  oc  annehmen  kann,  letzteren  z.  B.  dann,  wenn 
die  anAnglichen  Geschwindigkeiten  der  beiden  Körper  einander  gleich  waren, 
in  welchem  Falle  die  Nenner  der  Brüche  in  Gleichung  801)  gleich  Null  werden. 
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Durch  den  Stoss  wird  im  Allgemeinen  ein  Verlust  an  leben- 
diger Kraft  verursacht.    Man  findet  diesen  Verlust  ÜB,  indem  man 

Jl/C        wie* 
die  lebendige  ELraft  — x 1 — r— >  welche  die  beiden  Massen  zu- 
sammengenommen nach  dem  Stosse  noch  besitzen,  subtrahirt  von 

der  lebendigen  Kraft  — ^ 1 — «—  >  welche  vor  dem  Stosse  in 

den  beiden  Körpern  schon  enthalten  war,  also  aus  der  Gleichung: 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  804)  und  805) 
zu  entnehmenden  Werthe  von  C  und  c  die  Form  annimmt: 

811)    ^^(1-^')^^^-»»-. 

2  (iu  -h  m) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Verlust  bei  dem  vollkommen 
elastischen  Stosse  gleich  Null  sein  würde,  weil  für  diesen  Fall 
£  ^=  1  zu  setzen  wäre.  Bei  dem  vollkommen  unelastischen  Stosse 
dagegen,  für  welchen  c  =  0  zu  setzen  ist,  hat  der  durch  den  Stoss 
verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft  die  Grösse: 

§155. 
Unelastischer  Stoss. 

Die  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  gefundenen  Gleichun- 
gen gelten  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  v 
der  gestossenen  Masse  m  gleich  Null  oder  negativ  ist.  Wenn  eine 
ruhende  Masse  m  durch  eine  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich 
bewegende  Masse  M  einen  Stoss  erhält,  und  die  Umstände  an- 
nähernd so  beschaffen  sind,  dass  die  Gleichungen  fUr  den  un- 
elastischen Stoss  angewendet  werden  dürfen,  so  ergiebt  sich  für 
die  Geschwindigkeit  t/,  mit  welcher  die  beiden  Körper  nach  dem 
Stosse  sich  weiter  bewegen,  nach  Gleichung  797)  der  Werth: 

813)     «  =  T^ 

und  der  durch  den  Stoss  verursachte  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
hat  nach  Gleichung  812)  die  Grösse: 


«»)  ^-^h^) 
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Vor  dem  Stosse  hatten  die  beiden  Massen  zusammengenommen 

MV* 
die  lebendige  Kraft  — ^ h  0.    Diese  lebendige  Kraft  wird  durch 


den  Stoss  gleichsam  in  zwei  Theile  zerlegt:  der  eine  Theil  93  ver- 
wandelt sich  in  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  theils  auf 
das  Hervorbringen  bleibender  Formänderungen,  theils  auf  das  Er- 
zeugen von  Schall-  und  Wärmeschwingungen  verwendet  wird,  und 

geht  fttr  die  fortschreitende  Bewegung  dauernd  verloren.     Der 

u* 
andere  Theil  (M  ■+-  m)  -^  hat  die  Grösse : 


815)    3i  = 


2 

MV* 


M 


C 


M 


2      \M^m 

und  bildet  den  übrig  gebliebenen  Rest  von  lebendiger  Kraft,  mit 
welcher  nach  dem  Stosse  die  beiden  Massen  ihre  fortschreitende 
Bewegung  fortsetzen. 

In  dem  Falle,  wenn  unmittelbar  nach  dem  Stosse  der  weiteren 
Fortbewegung  der  beiden  Massen  ein  Hindemiss  sich  entgegen- 
stellt (Fig.  624),   wird  die  übrig  gebliebene  lebendige  Kraft  91 

ebenfalls  in  mechani- 
Fig.  624.  scheArbeit  verwandelt, 

nämlich   in  diejenige, 
welche  auf  das  üeber- 
winden  des  von  jenem 
Hindernisse  herrühren- 
den Widerstandes    W 
verwendet  wird.    Die 
Strecke  *,  welche  die 
beiden  Körper  diesem 
Widerstände  entgegen 
noch  zurücklegen  bis  zu  dem  Augenblicke,  in  welchem  ihre  Ge- 
schwindigkeit Null  wird,  ist  nach  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

816)     ^(-    ^ 

MV* 


_;#A../.^   '/''-,.  _^ .  ^ 


\    m 


WWW' 


/AAl 


=  W  .s. 


2      \M'\'m 
Von  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft 

wird  ein  um  so  grösserer  Bnichtheil  ftir  diesen  Zweck  disponibel 

M 
bleiben,  je  grösser  das  Verhältniss  -ttt —  ^^t. 

In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  man  sich  der  Wirkung  des 
Stosses  bedient,  um  mittelst  des  nach  dem  Stosse  noch  übrig  ge- 
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bllebenen  Theiles  der  lebendigen  Kraft  irgend  eine  Nutzarbeit  zu 
verrichten  —  wie  z.  B.  beim  Einrammen  von  Pfählen,  beim  Ein- 
treiben eines  Keiles,  eines  Nagels  etc.  —  ist  es  vortheilhaft,  das 
Yerhältniss  der  stossenden  Masse  zur  gestossenen  Masse  so 
gross  als  möglich  zu  machen. 

Wenn  man  die  Massen  durch  ihre  Gewichte  ausdrückt,  indem 

man  Mg  =  Q  und  mg  =  g  setzt,  so  ist  -rrni »^  -ttt —  nnd 

MV*  V* 

— s — =  Q  Y~  oder,  wenn  die  der  Geschwindigkeit  K  entsprechende 

F*  MV* 

Fallhöhe  -^  =  H  gesetzt  wird,  — ^ —  =:QH  zn  substituiren,  und 

«7 

die  obigen  Gleichungen  nehmen  alsdann  die  Formen  an: 

^''^    ^  =  ^^(0+7)    °°^    ^'^^   3i=<2^^(^)  =  ^^'-*- 

Aus  der  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Grösse  des  Wider- 
standes W  berechnen,  welcher  längs  einer  bestimmten  Strecke  s 
überwunden  wird,  sobald  diese  letztere  bekannt  ist. 

Bei  dem  Zosammentreffen  eines  mit  der  Geschwindigkeit  V  —  5<",6  gegen 
einen  Nagel  vom  Gewichte  q «»  0,1  Kil.  stossenden  Hammers  vom  Gewichte 
Q  —  1,5  Eil.  zerlegt  sich  die  lebendige  Kraft: 

MV*      ^  „      ,  ,       5.6* 

welche  vor  dem  Stosse  yorhanden  war,  in  die  beiden  Theile: 

Der  erstere  Theil,  welcher  eine  mechanische  Arbeit  von  0,15  Meterkilogrammen 
repr&sentirt,  wird  auf  Zerdrackung  des  Nagelkopfes,  Erzeugung  von  Schall- 
und  Wärme-Schwingnngen  verwendet,  und  der  Rest  von  2,25  Meterkilogrammen 
auf  das  Eintreiben  des  Nagels  in  die  Wand  (Fig.  624)  oder  auf  das  Ueber- 
winden  des  Widerstandes  JF^  welcher  dem  Eindringen  des  Nagels  entgegen- 
wirkt. Wenn  als  Tiefe  des  Eindringens  s  »  0">,005  beobachtet  wurde,  so  er- 
giebt  sich  für  die  mittlere  Grösse  des  Widerstandes  W  die  Gleichung: 

IT .  0,005  =  2,25,    oder:     fr=450lül. 

Wäre  das  Gewicht  des  Nagels  q  »  0,5  ED.  (statt  0,1  Eil.)  gewesen,  so  würde 

1 

der  Verlust  S  s  -r-  •  2,4-«  0,6  Meterkilogramm,  und  die  Nutzarbeit  nur  1,8  Meter- 

4 

kilogramm  betragen  haben. 

Wenn  der  Stoss  in  der  Richtung  der  Schwere  erfolgt,  wie 
z.  B.  bei  dem  Stosse  des  Rammklotzes  gegen  einen  Pfahl  (Fig.  625), 
so  wird  die  nach  dem  Stosse  von  der  Schwerkraft  verrichtete 
mechanische  Arbeit  (Q  +  q)  ^  eben£Edls  auf  das  Ueberwinden  des 
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Widerstandes  W  verwendet,  und  der  letztere  ist  zu  bestimmen 
ans  der  Gleichnng: 


Fig.  625. 


819) 


Q  +  q 


1      i 


Setzt  man  z.  B.  Q^  1200  Eil.,  q  »  800  Kil.,  F  =  7< 


(also  B  ^ 


V 


2°>,5),  und  s  =  0°',045 ,  so  erh&lt  man 


.•:r.. 


'1 


H 


v\:q 


2.9,8 
die  Gleichnng: 

1200  .  2,5  .  —^  +  2000.0,045  — ^'.0,045,  oder:  fF«42000. 

Unter  Voraussetzung  eines  vollkommen  unelastischen  Stosses 
würde  sich  ergeben,  dass  von  der  ganzen  vor  dem  Stosse 
vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft  0^^3000  Meter- 
küogrammen  in  diesem  Falle  vier  Zehntel  oder  1200">^  anf 
Znsammendrackung  des  Pfahlkopfes,  und  der  Rest  von 
sechs  Zehnteln  oder  1800°'''  als  Nutzarbeit  auf  das  £in- 
rammmen  des  Pfahles  verwendet  wurden. 

Im  Gegensatze  zu  den  beiden  vorigen  Fällen, 
in  welchen  von  der  ganzen  lebendigen  Kraft  nnr 
der  Theil  9t  als  Nntzarbeit  auf  den  beabsichtigten 
Zweck  wirklich  verwendet  wurde,  und  der  für  die 
fortschreitende  Bewegung  verloren  gehende  Theil 
S3  zugleich  eine  nachtheilige  Wirkung  ausübte, 
giebt  es  andere  Fälle,  in  denen  umgekehrt  ge- 
rade die  durch  den  Stoss  vernichtete  lebendige 
Kraft  in  Nutzarbeit  sich  verwandelt,  und  der  übrig 
bleibende  Rest  9t  die  schädliche  Wirkung  bildet. 
In  allen  solchen  Fällen,  wo  es  beabsichtigt  wird, 
durch  die  Wirkung  des  Stosses  dem  gestossenen  Körper  eine  blei- 
bende Formänderung  zu  ertheilen,  ist  es  vortheilhaft,  das  Verhält- 

niss  der  gestossenen  Masse  zu  der 
stossenden  Masse  so  gross  als  mög- 
lich zu  machen. 


a 


\r 


Fig.  626. 


Wenn  z.  B.  durch  den  Schlag  des  Niet- 

<jVf   \ — ^H      juj  hammers  das   aus   dem  Nieüoche  vorragende 

Jl — ifnMA  Nietbolzen-Ende  zu  einem  Nietkopfe  umgeformt 

werden  soll  (Fig.  626),  so  ist  es  von  der  ganzen 

lebendigen  Kraft  des  Hammers  nur  der  durch 

den  Stoss  vernichtete  Theil  $ß  (Gleichung  814), 

welcher  als  Nutzarbeit  auf  diese  Formänderung 

wirklich  verwendet  wird,  während  der  übrig  bleibende  Rest  9t  eine  in  diesem 

Falle  gar  nicht  beabsichtigte  gemeinschaftliche  Bewegung  der  beiden  Massen 

nach  dem  Stosse  erzeugt  und  für  die  Nutzwirkung  verloren  bleibt.    Die  letz- 


Unelastischer  Stoss. 


599 


tere  kann  man  dadurch  erhöhen,  dass  man  mit  der  unmittelbar  durch  den 
Stoss  getroffenen  Masse  m  des  Nietbolzens  eine  andere  Masse  m^  in  Berüh- 
rung bringt  (durch  Y erhalten  eines  zweiten  Hammers),  insofern  dadurch  die 
gestossene  Masse  nunmehr  die  Grösse  m  -)-  ^^i »  nnd  in  Folge  dessen  die 
Grösse  $  einen  grösseren  Werth  erhält. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  dass  bei  dem  Stosse  eines  Dampfhammers 
gegen  das  auf  dem  Ambos  liegende  glühende  £isenstück  der  auf  Formänderung 
des  letzteren  verwendete  Brnchtheil  der  lebendigen  Kraft  des  Hammers  um 
ao  grösser  ausfällt,  je  grösser  die  Masse  des  Ambos  im  Yerhältniss  zur  Masse 

des  Hammers  ist  (Fig.  627).  Wenn  z.  B.  das 
Gewicht  des  Hammers  Mg^Q^  8000  Eil., 
und  die  Geschwindigkeit  desselben  F  «s  7"^  ist 
(entsprechend  der  Fallhöhe  J7»2'°,5),  so  hat 
die  lebendige  Kraft  des  Hammers  Yor  dem  Stosse 

i^  =.  0  Ä  —  8000  .2,5 


Fig.  627. 


fA« 


die  Grösse 


20  000 


Meterkilogramm.  Wenn  femer  das  Gewicht  des 
Ambos  (das  Gewicht  des  Schmiedestückes  mit 
eingerechnet)  m^  ■=  ^  >»  56  000  KU.  ist,  so  wird 
von  jener  lebendigen  Kraft  der  Theil: 

©  =  20000  .  -^j^  =  17  500  Meterküogramm 

auf  Zusammendrücken  des  glühenden  Eisen- 
stückes (also  nützlich)  verwendet,  während  der 
Rest : 

8000 

91 »  20  000  •  -^1^  =  2500  Meterkilogramm 

04ÜÖÜ 

auf  das  Einrammen  des  Ambos,  auf  Erschütte- 
rung der  Fundamente  des  Gebäudes  etc.  (also 
auf  nachtheilige  Weise)  verwendet  wird. 

Die  mittlere  Grösse  des  auf  das  Schmiede- 
stück hervorgebrachten  Druckes  kann  auf  ähn- 
liche Weise  wie  bei  der  mit  Bezug  auf  Fig.  625 
berechneten  Aufgabe  bestimmt  werden,  sobald  die  Tiefe  des  Eindringens  s  be- 
kannt ist.  Wenn  letztere  klein  ist  im  Yerhältniss  zu  jET,  so  kann  die  Arbeit, 
welche  die  Schwerkraft  während  des  Eindringens  des  Hammers  verrichtet,  als 
vergleichsweise  klein  vernachlässigt,  und  der  Widerstand  W  berechnet  werden 
aus  der  Gleichung: 

820)    «  —  ^  .  5. 
Wenn  also  der  Hammer  bei  dem  Stosse  z.  B.  um  0"',02  in  das  Eisen  eindrang, 

SO  betrug  der  Druck  während  des  Stosses  durchschnittlich  =  875  000  Kil. 

Je  grösser  die  gestossene  Masse  m  im  Yerhältniss  zur  stossen- 

m 


den  Masse  M  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  das  Yerhältniss  -,^  , 
dem  Grenzwerthe  Eins  und  der  Stossverlnst  93  (Gleichmig  814) 
dem  Werthe  — ^ —  ^=^QH.  Bei  dem  Stosse  einer  mit  sehr  grosser 
Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  wenig  elastischen  Masse  M 
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gegen  eine  ruhende  wegen  ihrer  grossen  MasBe  m  nnbeweglich 
anzusehende  sehr  feste  Wand  wird  demnach  nahezu  die  eanze 

M  V 
lebendige  Kraft  — = —  ^  QH  des  stosaenden  Körpers  auf  Form- 
änderung desselben  verwendet.  Wenn  der  stossende  KOrper  ein 
Zylinder  von  der  Länge  /  ist,  so  legt  der  Schwerpnnkt  desselben, 
während  der  Cylioder  au  der  Wand  sich  platt  drttckt  (Fig.  628), 
Fiit  S88  ^QfAi  nahezu  die  Länge  -^  zurttck,   und  da 

der  Schwerpunkt  S  sich  so  bewegt,  wie  wenn 
der  Widerstand  der  Wand  in  ihm  seinen  An- 
griffspunkt hätte,  so  ist  es  die  von  dem  durch- 
V,  Bchnittlichen  Widerstände  W  verrichtete  me- 

chanische Arbeit  —  \V.-^i  durch  welche  die 
lebendige  Kraft  QH  vernichtet  wird.  Die 
mittlere  Grosse  des  Widerstandes  W  ist 
also  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

821)  W.-^=qH,     oder:     Tr  =  -H-^. 

Angenommen:  der  AbscheerungB  -  Widerstand ,  welcher  dem 
Dnrehlochen  der  Wand  entgegenwirkt  oder  dem  Durchstossen 
eines  cylindrischen  Loches  von  gleichem  Durchmesser  mit  dem 
stosaenden  Cylinder,  wäre  kleiner  als  der  in  obiger  Gleichung  fflr 
die  erforderliche  Grösse  des  Widerstandes  W  gefundene  Werth: 
so  würde  der  stossende  Cylinder  —  anstatt  an  der  Wand  sich 
platt  zu  drücken  —  das  vor  ihm  liegende  oylindrische  Sttlck  der 
Wand  vor  sich  herschieben  und  gemeinschaftlich  mit  demselben 
seine  Bewegung  jenseits  der  Wand  fort- 
Flg.  «2».  ggj^g^  ^pjg  g29).   Die  Dicke  A,  welche 

die  Wand  mindestens  haben  müsste, 
wenn  dieses  Durchlochen  nicht  statt- 
finden soll,  kann  man  annäherungsweise 

*  i — <-    dadurch  bestimmen,  dass  man  jenen 

Widerstand  H-'demAbscheerQngswider- 
stande  gleich  setzt.  Die  Cylindennan- 
telfläche,  längs  welcher  die  Abschee- 
Tung  stattfinden  wUrde,  hat  nach  Fig.  629 
den  Inhalt  i/nrA,  und  wenn  derAhBcheernngB-Fe«tigkeits-Coefßcient 
mit  [i  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Abscheenmgs-Widerstand: 

822)  W=n.d7c^. 
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Aus  der  Gleichsetzung  der  beiden  Werthe  von  W  ergiebt  sieh 
flir  die  erforderliche  Wandstärke  A  der  Werth: 

823)  A  =  ^^  . 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmillimeters  der  stossenden 
Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  hierin  ö  =  y  .  -t-<?/  zu  setzen,  und 
man  erhält  die  Gleichung: 

824)  A  =  ^.-y-.rf, 

welcKe  als  eine  rohe  Annäherungsformel  fttr  die  Bestimmung  der 
erforderlichen  Stärke  eines  Schiffspanzers  gelten  kann. 

Wenn  z.  B.  das  cylindrische  Geschoss  und  der  ScMffspanzer  beide  aus 

Schmiedeisen  beständen,  so  wäre  (für  Millimetermaass)  -^  «  — ^ — ^r 

»0,000  000  253  3  zu  setzen,  und  wenn  die  Geschwindigkeit  F»400  gesetzt 

wird,  so  ist  B  '^^^  -r —  =  Sibb^  «  8  155  000  Millimeter  zu  substitoiren ,  und 

man  erh&lt  für  A  die  Gleichung: 

A=»  1,033  rf,  • 
aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Dicke  des  Panzers  mindestens  gleich  dem 
Durchmesser  des  cylindrischen  Geschosses  sein  muss,  wenn  bei  der  obigen 
Geschwindigkeit  keine  Durchbohrung  des  Panzers  stattfinden  soll. 

§  156. 
Elastischer  Stoss. 

Je  kleiner  die  Geschwindigkeits-Differenz  der  beiden  Körper 
vor  dem  Stosse  war,  um  so  mehr  ist  es  zulässig,  die  aus  den 
Gleichungen  806)  und  807)  sich  ergebenden  Werthe: 

825)     C=F-li^,      826)    c^.  +  ^SllZ^ 

m  M 

als  die  wirklichen  Grössen  der  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse 
zu  betrachten,  namentlich,  wenn  zugleich  das  Material  der  beiden 
Körper  die  Eigenschaft  der  Elasticität  in  -hohem  Grade  besitzt, 
wie  z.  B.  Kautschuk,  Elfenbein,  gehärteter  Stahl  etc. 

Wenn  M=m  ist,  so  wird  C=v  und  c=r,  d.  h.  in  diesem 
Fall  tauschen  die  Körper  ihre  Geschwindigkeiten  gegen  einander 
aus,  in  der  Weise,  dass  jeder  von  beiden  nach  dem  Stosse  die 
Bewegung  des  andern  fortsetzt.  Wenn  zugleich  v  negativ  war, 
d.  h.  wenn  die  Körper  von  entgegengesetzten  Seiten  kommend 
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gegen  einander  stiessen,  so  kehrt  ein  jeder  von  der  Stelle  des 
Zusammenstosses  wieder  zurück ,  nnd  zwar  mit  derjenigen  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  andere  vor  dem  Stosse  hatte. 

Für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  v  =  0  ist,  ergeben  sich, 

wenn  abkürzungsweise  das  Massenyerhältniss  —  =  «  gesetzt  wird, 

aus  obigen  allgemeinen  Gleichungen  die  Werthe: 

M 
Wenn  die  gestossene  Masse  wi  = —  unmittelbar  nach  Empfang 

des  Stosses  mit  der  erlangten  Geschwindigkeit  c^  ihrerseits  wie- 
derum gegen  eine  ruhende  Masse  stösst,  welche  in  dem  gleichen 

777 

Verhältniss  l  in  zu  ihr  steht  (also  die  Grösse  —  hat),  so  wird 
diese  dritte  Masse  die  Geschwindigkeit 


^2 


-im^-m'^- 


erhalten.  Wenn  alsdann  in  gleicher  Weise  die  dritte  Masse  wieder 
gegen  eine  ruhende  vierte  Masse,  die  vierte  gegen  die  fünfte  stOsst 
etc.,  und  bei  jedem  dieser  auf  einander  folgenden  StOsse  das  Ver- 
hältniss der  gestossenen  und  stossenden  Masse  gleich  1  :  n  ist,  so 
wird  nach  dem  r-ten  Stosse  die  zuletzt  gestossene  Masse  die  Ge- 
schwindigkeit erhalten: 

829)     Cr=^  ^'' 


,w  +  l 

Für  n  -B  1  wird  C,  »  0  und  ^j  »  Cr  »  V\  d,  h.  wenn  g^en  das  eine 
Ende  einer  ruhenden  Beihe  von  elastischen  Kugeln,  deren  Massen  einander 
gleich  sind,  eine  mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegende  Kugel  von  gleicher 
Beschaffenheit  stösst,  so  wird  die  am  jenseitigen  Ende  der  Beihe  befindliche 
Kugel  die  Geschwindigkeit  V  erhalten,  w&hrend  alle  übrigen  Kugeln  nach  dem 
Stosse  im  Buhezustande  sich  befinden.  Wenn  der  ersten  stossenden  Kugel  eine 
zweite,  und  dieser  wiederum  eine  dritte  mit  gleicher  Geschwindigkeit  folgt,  so 
wird  derselbe  Vorgang  zum  zweiten  und  dritten  Male  eintreten.    Wenn  also 

gegen  das  eine  Ende 
Fig.  680.  der  ruhenden  Kugel- 

reihe eine  mit  der 
Geschwindigkeit    V 

CCO- (XCOOOOOOO OX)       ««»»  bewegende Ku- • 

gelreihe  stösst,   so 

wird  am  jenseitigen  Ende  der  erstexen  Beihe  eine  Gruppe  von  gleicher  Anzahl 
mit  der  stossenden  Kugelreihe  von  den  übrigen  sich  trennen  und  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  sich  fortbew^en,  w&hrend  alle  übrigen  Kugeln  nach  dem 
Stosse  im  Buhezustande  bleiben  (Fig.  680). 


V  V 
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Setzt  man  »—3  und  ra>20,  so  wird  nach  Gleichung  829)  ^,0  —  h^^^  •  ^ 
=  3325  .  V;  d.  h.  wenn  eine  ruhende  Reihe  von  20  Engeln,  deren  jede  zu  der 

nächstfolgenden  in  dem  Massen-Yerhältniss  1 :  -^  steht,  an  dem  Ende,  wo  die 

grösste  Kugel  sich  befindet,  einen  Stoss  erh&lt  durch  eine  mit  der  Geschwin- 
digkeit F»l»  sich  bew^ende  Kugel,  welche  zu  jener  grössten  wiederum  in 

dem  Massen-Yerhältniss  1 :  -^  steht,  so  würde  —  falls  die  Voraussetzungen, 

unter  welchen  die  Gleichungen  des  elastischen  Stosses  angewendet  werden 
dürfen,  hier  in  aller  Strenge  erfüllt  wären  —  die  am  jenseitigen  Ende  der 
Reihe  befindliche  kleinste  Kugel  durch  die  längs  der  Reihe  sich  fortpflanzende 
Stosswirkung  eine  Geschwindigkeit  von  3325  Metern  erhalten,  während  die 
übrigen  Kugeln  resp.  mit  den  Geschwindigkeiten  0"^,5,  0'",75,  1%125  .  . . 
1108'",33  . . .  nach  dem  Stosse  sich  weiter  bewogen. 

Wenn  n  =  0  ist,  so  wird  Ci  = — V  und  c,  «0,  d.  h.  wenn  eine 
elastische  Kugel  gegen  eine  unendlich  grosse  ruhende  Masse  (oder  eine  feste 
Wand)  stösst,  so  hat  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach  dem  Stosse  mit  ihrer 
anfänglichen  Geschwindigkeit  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Richtung, 
während  die  gestossene  Masse  im  Ruhezustande  bleibt.  Wenn  dagegen  n^^oo 
ist,  so  wird  Ci  =  V  und  c^  ^^^V,  d.  h.  je  kleiner  die  gestossene  Masse  im 
Yerhältniss  zur  stossenden  ist,  um  so  mehr  ist  es  gestattet  anzunehmen,  dass 
die  Geschwindigkeit  der  stossenden  Masse  durch  den  Stoss  m'cht  geändert 
wird,  und  dass  die  vorher  ruhende  Masse  durch  den  Stoss  eine  Geschwindig- 
keit erhält,  welche  doppelt  so  gross  ist  als  die  der  stossenden  Masse  vor  dem 
Stosse. 


§  157. 
Stoss  rotirender  KSrper. 

(Ballistisches  Pendel.) 

Die  am  Schlüsse  des  §  153  gefundenen  allgemeinen  Gleichun- 
gen 804)  und  805)  können  auch  benutzt  werden  zur  Bestimmung 
der  Geschwindigkeits-Aenderungen,  welche  zwei  um  parallele  un- 
bewegliche Achsen  sich  drehende  Körper  einander  gegenseitig 
durch  den  Stoss  ertheilen,  sobald  mit  den  Buchstaben  F,  v  und 
C,  c  statt  der  Geschwindigkeiten  der  Schwerpunkte  die  den  Dreh- 
bewegungen entsprechenden  Peripherie-  Geschwindigkeiten  der 
Stosspunkte  resp.  vor  und  nach  dem  Stosse  bezeichnet  werden, 
und  statt  der  wirklichen  Massen  M^  m  resp.  die  auf  die  Stoss- 
punkte reducirten  Massen  SOt,  m  substituirt  werden  (§  109). 
Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  der  Stoss  wiederum  ein  gerader 
Stoss  ist,  d.  h.  dass  im  Augenblicke  des  Zusammentreffens  die 
Bewegungsrichtungen  der  beiden  Stosspunkte  rechtwinkelig  zu  der 
Bertthrungsebene  gerichtet  sind  (Fig.  631).  Es  ist  also  fllr  diesen 
Fall  nur  nöthig,  aus  den  Trägheits  -  Momenten  T,  t  der  beiden 
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Massen  M^  m  in  Bezug  auf  ihre  Drehachsen  (nach  den  in  §  109 

gefundenen  Regeln),  die  resp.  auf  die  Halbmesser  A  und  a  redu- 

T  t 

cirten  Massen  2R  =  -rr  und  m  =  — ^  zu 


Fig.  681. 


m 


H 


-f 


a 


^Su-qlU-;^ 


A 


M 


V*/" 


>' 


> 


) 


A' 
berechnen,   um  alsdann  nach  Substitution 

dieser  Werthe  resp.  statt  iV,  m  die  obigen 
allgemeinen  Gleichungen  nebst  allen  in  den 
vorigen  Paragraphen  aus  denselben  für 
specielle  Fälle  abgeleiteten  Gleichungen 
auch  auf  den  Stoss  rotirender  Massen  an- 
wenden zu  können. 

So  z.  B.  würde  man  nach  Gleichung  814)  den 
beim  Stosse  einer  Daumen- Welle  gegen  einen  Stirn- 
hammer  stattfindenden  Verlust  an  lebendiger  Kraft 
unter  Voraussetzung  eines  unelastischen  Stosses  zu 
berechnen  haben  aus  der  Gleichung: 

mv^  f    m 


S30)    » 


V2R  +  m; 


2     V2R  +  m, 

in  welcher  3ß  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  der  Daumen -Welle 
(nebst  Zubehör)  und  m  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  des  Hammers 
bedeutet.  Die  aus  Gleichung  814)  gezogene  Folgerung:  dass  der  Stossyerlust 
um  so  kleiner  ist,  je  grösser  das  Verhältniss  der  stossenden  Masse  zur  ge- 
stossenen  ist,  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  Anwendung,  und  erkl&rt 
es  sich  daraus,  dass  es  vortheilhaft  ist,  durch  Hinzufügung  eines  an  der 
Daumen- Welle  anzubringenden  Schwungrades  das  Trägheits-Moment  derselben 
zu  Tergrössem. 

Ebenso  können  die  allgemeinen  Gleichungen  angewendet  wer- 
den auf  den  Fall,  in  welchem  nur  eine  von  den  beiden  Massen 
z.  B.  die  Masse  m  an  einer  unbeweglichen  Drehachse  befestigt 
ist,  für  welchen  Fall  jenen  Gleichungen  die  Form  zu  geben  sein 
wtlrde: 
831)     V-C=^l±^^^^.     832)     -      •-       0+^)(»^-). 


1  + 


M 


c  —  V 


l-f 


nt 


m  •  M 

Wenn  man  hierin  t?  =  0  und  ausserdem  £  «==  0  setzt,  den  Stoss 
also  als  einen  unelastischen  behandelt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

833)     C=c  = 


1  + 


m 
M 


nach  welcher  man  die  Bewegung  berechnen  kann,  welche  ein  vor 
dem  Stosse  im  Ruhezustande  hängendes  Pendel  von  der  Masse  m 
ausfuhrt,  wenn  dasselbe  durch  den  Stoss  einer  fortschreitenden 


StosB  rotirender  Körper. 


605 


Masse.  1/  in  Schwingungen  versetzt  wird  (Fig.  632).   Die  Geschwin- 
digkeit c  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Stoss- 

punkt  P  seine  Bewegung  längs  des 
Schwingungsbogens  PP,  beginnt, 
und  die  Iqbendige  Kraft  des  Pen- 
dels hat  im  Anfange  der  Bewegung 

ntc' 


Fig.  633. 


die   Grösse 


Wenn    a    der 


Winkel  ist,  nach  dessen  Zurück- 
a^r    ^^    \ij    legung    die    Drehgeschwindigkeit 

des  Pendels  Null  wird  (Fig.  683) 
und  r  der  Abstand   des  Schwer- 
punktes von  der  Drehachse,  so  ist 
nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  (Gleichung  508)  zu  setzen: 


834)     0  — 


me* 


=  —  mgr  iX  —  cos  a),     oder: 


-V 


2  —  or  (1  — cosof). 


Wenn  man  diesen  Werth  für  c  in  Gleichung  833)  substituirt  und 
dieselbe  alsdann  für  V  auflöst,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

m 


835)      1 


"=  (l  + 


M 


V 


2  —  gr{\  —  cos  0), 


welche  zur  Berechnung  der  Geschwindigkeit  V  einer  Kanonen- 
kugel benutzt  werden  kann,  sobald  der  durch  den  Stoss  derselben 
gegen  das  ballistische  Pendel  hervorgebrachte  Elongationswinkel  a 
durch  directe  Beobachtung  gefunden  wurde. 

Die  auf  den  Stosspunkt  reducirte  Masse  „m"  kann  ebenfalls  darch  Be- 
obachtungen bestimmt  werden.  Wenn  man  das  Pendel  kleine  Schwingungen 
ausführen  lässt  und  die  Dauer  t  einer  solchen  Schwingung  beobachtet,  so 
findet  man  zunächst  nach  Gleichung  93)  als  Länge  des  einfachen  Pendels  von 

gleicher  Schwingungsdauer  /» ■^-~-.  Hierauf  kann  man  aus  Gleichung  522), 
welche  für  diesen  Fall  die  Form  annimmt  /»» 


m 


mrl 


mr 


die  reducirte  Masse 


berechnen  und  erh&lt  nach  Substitution  dieses  Werthes  in  Glei- 


chung 835): 


836) 


^-  (7  +  5^7)  V2^/(l-cosa). 


Wenn  z.  B.  r=l,57  See.  gefunden  wurde,   so  ist  /ss2°>,45,  wenn  femer 
r » 


2«,   a  -«  /  »  2'»,45  (also  —  —  1,225),  ^  »  400  und  «  —  20«  beobachtet 


wurde,   so  ergiebt  sich  aus   Gleichung  S36),   dass  die  Geschwindigkeit  der 
Kanonenkugel  V  =  557»,67  war. 
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§158. 
Explosionen. 

Die  Geschwindigkeit  u  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
der  beiden  Massen  erleidet  durch  den  Stoss  keine  Aendernng  (Glei- 
chnng  796);  wenn  also  dieselbe  vor  dem  Stosse  gleich  Nall  war, 
so  wird  dies  auch  nach  dem  Stosse  noch  der  Fall  sein,  und  nach 
Gleichung  800)  ist  in  diesem  Falle: 

837)     ^_»_-5L, 
c  M  — V 

d.  h.  sowohl  vor  als  naeh  dem  Stosse  haben  die  Geschwindig- 
keiten der  beiden  Körper  entgegengesetzte  Richtungen  und 
ihr  Verhältniss  ist  beide  Male  gleich  dem  umgekehrten  Massen- 
verhältniss.  Diese  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gtUtig,  wenn 
die  Geschwindigkeiten  F,  v  beide  gleich  Null  waren  und  die  Ge- 
schwindigkeiten C,  c  durch  eine  Explosion  hervorgebracht  wurden. 
Wenn  in  solchem  Falle  von  den  beiden  letzteren  die  eine  be- 
kannt ist,  so  kann  die  andere  mittelst  der  obigen  Gleichung  be- 
rechnet werden. 

Eine  geladene  Kanone  (Fig.  631)  befindet  sich  im  Momente  des  Abfeuems 
genau  in  derselben  Situation,  in  welcher  das  in  Fig.  622  dargestellte  Massen- 
System  im  Augenblicke  der  stärksten  Zu- 
Fig.  684.  sammendrückung  der  Feder  sich  befinden 

würde,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeiten 

C  ,...       B^s^2«^Ä^"";^e        r,  V  in  Fig.  621  der  obigen  Gleichung  ent- 

*     jg^       ^mi'jMiamMj/'hM-y/'ü  \  sprocheu  h&tteu.  Wenn  die  Masse  des  Pul- 

^  yers  sehr  klein  ist  iigi  Vergleich  zur  Masse 

des  Geschosses,  so  ist  die  Wirkung  des 

Pulvers  im  Augenblicke  der  Entzündung  zu  vergleichen  mit  der  Wirkung  einer 

masselosen  Feder,  deren  vorher  auf  irgend  eine  Art  gehemmte  Spannkraft  in 

jenem  Augenblicke  plötzlich  frei  wird.    Nach  Gleichung  837)  kann  daher  die 

Geschwindigkeit  des  „Rücklaufes **  der  Kanone  berechnet  werden,  sobald  die 

M 

der  Kugel  ertheilte  Geschwindigkeit  C  und  das  Yerh&ltniss  —  der  beiden 

tti 

Massen  bekannt  ist.  Wenn  z.  B.  C »  400<"  und  m »-»  200  iHf  ist,  so  hat  die 
Geschwindigkeit  des  Bücklaufes  die  Grösse  c  » -^r^  =  2"*.    Die  lebendigen 

Kräfte  der  beiden  Massen :  — ^ —  und  verhalten  sich  wie  C :  c  oder  in 

diesem  Falle  wie  200  : 1.  Von  der  ganzen  durch  die  Explosion  hervorgebrach- 
ten lebendigen  Kraft  geht  also  -^^rr-  auf  die  Kanone,  und  der  Rest  von  -äät 
auf  die  Kugel  über. 

Die  Kräfte,  welche  bei  der  Explosion  eine  Trennung  des  vor- 
her verbunden  gewesenen  Massen-Systems  hervorbringen,  sind  in 
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Bezog  auf  die  Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
als  innere  Kräfte  zu  betrachten.  Wenn  ausserdem  noch  äussere 
Kräfte  vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  in  zwei  Bewegungen  zerlegt  denken:  nämlich  die- 
jenige, welche  den  inneren  Kräften  ftlr  sich  allein,  und  diejenige, 
welche  den  äusseren  Kräften  ftlr  sich  allein  entsprechen  würde. 
Die  erstere  ist  eine  gleichförmige,  die  letztere  im  Allgemeinen 
eine  ungleichförmige  Bewegung,  deren  Beschleunigung  dieselbe 
bleibt,  so  lange  die  äusseren  Kräfte  dieselben  bleiben,  in  welcher 
also  durch  die  Explosion  selbst  keinerlei  Aenderung  hervorge- 
bracht wird. 

Wenn  z.  B.  eine  vertical  abwärts  faUende  Bombe  plötzlich  in  zwei  Stücke 
zersprengt  würde  in  der  Weise,  dass  die  obere  Hälfte  nach  oben,  die  untere 
Hälfte  nach*  unten  hin  geschleudert  wird  (Fig.  685),  so  würde  der  Schwerpunkt 

seine  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  g  fortsetzen,  und  erst 

Fiff  635         ^°  ^^°^  Augenblicke,  wo  die  untere  Hälfte  gegen  den  Boden 

stösst,  wo  also  in  dem  Gegendrucke  der  festen  Bodenfläche 

q\    (sm)  ®^^  ^^®  äussere  Kraft  hinzukommt,  erleidet  die  Beschleuni- 

^     '-'  gung  plötzlich  eine  Aenderung  und  geht  —  wenn  der  Boden  als 

unelastisch  vorausgesetzt  wird  —  von  der  Grösse  -        -  =  ^ 

"■ '  j  sprungweise  in  die  Grösse  -^  ™  Y  ^  *^^®^* 

Das  Gleiche  gilt  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
S^\  einer  Bombe,   welche  eine  parabolische  Flugbahn  beschreibt 

""^^  und  während  der  Bewegung  plötzlich  in  beliebig  viele  Stücke 

^^S^i  zersprengt  wird.   Durch  die  Explosion  selbst  erleidet  die  Bahn- 

linie des  Schwerpunktes  keinerlei  Veränderung.  In  dem  Augen- 
blicke aber^  wo  das  erste  Stück  gegen  den  festen  Boden  stösst, 
springt  der  Schwerpunkt  aus  der  ursprünglichen  in  eine  neue 
parabolische  Linie  über,  und  bei  dem  Niederfallen  jedes  ein- 
zelnen Stückes  entsteht  in  der  Bahnlinie  des  Schwerpunktes 
eine  Ecke. 

Da  bei  einem  an  fester  Drehachse  hängenden  Pendel  die  Be- 
schleunigung des  Stosspunktes  wie  die  eines  einfachen  materiellen 
Punktes  zu  bestimmen  ist,  dessen  Masse  gleich  der  auf  den  Stoss- 
punkt  reducirten  Masse  des  Pendels  ist,  so  kann  die  Gleichung  837) 
auch  auf  den  Fall  angewendet  werden,  in  welchem  der  explodi- 
rende  Körper  aus  einem  an  fester  Drehachse  hängenden  Systeme 
von  zwei  Massen  M  und  m  besteht,  sobald  darin  statt  derjenigen 
Masse  m,  welche  nach  der  Explosion  noch  als  Pendel  mit  der 
Drehachse  vereinigt  bleibt,  die  auf  den  Stosspunkt  reducirte 
Masse  nt  substituirt  wird.    Für  die  Geschwindigkeit,  welche  der 


li 


■%' 


"//^ 
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Masse  M  durch  die  Explosion  ertheilt  wird,  erhält  man  alsdann 
die  Gleichung: 

838)     C=-^.c. 

M 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  zweite  Methode  der  Benutzung  des  ballistischen 

Pendels  zum  Messen  der  Geschwindigkeit  einer  Kanonenkugel.    Anstatt  die 

Kanone  von  aussen  her  gegen  das  Pendel 

^.    ^_  abzufeuern,  kann  man  auch  die  Kanone 

^'  selbst  als  Pendel  aufhängen  und   durch 

&>  .  Messung  des  beim  Abfeuern  entstehenden 

c^.  '  - .  Ausschlagwinkels  a  die  Geschwindigkeit  C 

;    •..    ^..         der  Kanonenkugel  bestimmen  (Fig.  036). 

a  :  ./    /       Wenn  man  in  obiger  Gleichung  den  im 

A,y      vorigen  Paragraphen   (aus  Gleichung  834 

zu  entnehmenden)  Werth  für  c  substituirt, 

so  erhält  man  die  Gleichung: 


839)    C=~-]/2.^.^r(l-co8a), 


in  welcher  m  die  aus  Pendel  und  Kanone  zusammengesetzte  schwingende  Masse 
bedeutet.  Setzt  man  hierin  (wie  bei  dem  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Para- 
graphen): —  =  1,225,  -^«400,  a  =  2'»,45,  r  =  2"  und  «  —  20«,  so  er- 
hält  man:  C=555",95. 

§  159. 
Exoentriacher  Stoss. . 

(Mittelpunkt  des  Stosses.) 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  Bewegung  der  Masse  m 
vor  dem  Stosse  zusammengesetzt  war  aus  einer  fortschreitenden  Be- 
wegung, entsprechend  der  Geschwindigkeit  t)  ihres  Schwerpunktes 
und  einer  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  lo  geschehenden  Dreh- 
bewegung um  eine  rechtwinkelig  zur  ersteren  stehende  Schwer- 
punktsachse, welche  letztere  als  eine  freie  Achse  (§  111)  voraus- 
gesetzt wird;  femer,  dass  der  Stosspunkt  in  einer  rechtwinkelig 
zu  dieser  Drehachse  liegenden  Schwerpunktsebene,  im  Abstände  a 
vom  Schwerpunkte  sich  befindet,  und  dass  der  Stoss  in  Bezug 
auf  beide  Körper  ein  gerader  Stoss  ist,  d.  h.  dass  die  Bewegungs- 
richtungen der  stossenden  Masse  M  und  des  Stosspunktes  an  der 
Masse  m  beide  rechtwinkelig  zur  BerUhrungsebene  gerichtet  sind, 
endlich,  dass  der  Stoss  in  Bezug  auf  die  stossende  Masse  M  zu- 
gleich ein  centraler  Stoss  ist. 

Wie  in  §  154  kann  man  sich  die  Elasticitäts- Wirkungen  an 
der  Berührungsstelle  wiederum  durch  eine  zwischen  beide  Körper 
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eingeschaltete  masselose  Feder  versinnlichen ,  und  da  die  Stoss- 
dauer  als  sehr  klein  angenommen  werden  darf  —  folglich  trotz 
der  Drehung  der  Masse  m  die  Stellung  derselben  während  der 
Stossdauer  keine  wesentliche  Aenderung  erleidet  —  so  kann  man 
sich  (nach  Analogie  der  drei  Figuren  621,  622,  623)  die  drei  Stel- 
lungen der  beiden  Eörpei:  im  Augenblicke  der  ersten  Bertthrung, 
der  grössten  Zusammendrilckung  und  am  Ende  der  Stossdauer  resp. 
durch  die  drei  Figuren  637,  638,  639  veranschaulichen. 


Fig,  637. 


Fig.  63S. 


Fig.  639. 
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Durch  den  excentrisch  wirkenden  Stossdruck  D  wird  sowohl 
die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  als  auch  die  Drehge- 
schwindigkeit der  Masse  m  geändert.    Nach  §  121    (Gleichung 

545)  ist  die  dem'  Momente  Da  entsprechende  Drehbeschleunigung 
Da 


ip  = 


ma* 


(wenn  mit  tnri*  das  Trägheitsmoment  der  Masse  rn  in 


Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  bezeichnet  wird),  folglich  die 
der  Drehbeschleunigung  entsprechende  Bogen-Beschleunigung  des 

Stosspunktes  a  .  xp  =^  —    Die  Masse  M  erhält  gleichzeitig  die 


ui 


IJ 


Verzögerung  -y  •    Letztere  verhält  sich  zur  ersteren  wie  m  zu  M-^ 

es  müssen  daher  auch  die  ganzen  während  des  Ueberganges  aus 
der  Stellung  Fig.  637  in  die  Stellung  Fig.  638  hervorgebrachten 
Geschwindigkeits-Aenderungen  resp.  V — u  und  ad  —  aio  dieser 
beiden  Bewegungen  sich  verhalten  wie  m  zu  M.  Hieraus  ergiebt 
sich  die  Gleichun«:: 


840) 


r-tt 


M 


aß  —  aio 

welche  nach  Substitution  der  aus  den  Figuren  zu  entnehmenden 
Werthe  aß  =  u-—u  und  au)  =  v  —  ü  die  Form  annimmt: 

V—  u m_ 

39 


S41)      — -      ^       , 

{u  —  v)  —  (u  —  ö) 

Ritter,  Mecluknik.    5.  Aafl. 
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Die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  der  Masse  m  ändert 
sich  genau  in  derselben  Weise  wie  die  eines  einfachen  materiellen 
Punktes  von  gleicher  Masse  nnter  Einwirkung  des  Stossdrnckes  D 
sich  ändern  wtlrde.  Es  muss  daher  wie  bei  dem  centralen  Stosse  das 
Yerhältniss  der  Geschwindigkeits-Aendemngen  der  beiden  Schwer- 
punkte gleich  dem  umgekehrten  Massenyerhältniss  sein;  folglich  ist: 

842)   Z:^  =  4. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  fttr  die  während 
der  ersten  Periode  hervorgebrachten  drei  Geschwindigkeits-Aen- 

derungen  die  Werthe : 

V—v  V—v 

843)     r— w  = ,^        ,,,       844)    u  — b  = 


845)     fl  d  —-  a  cü  = 


m 
V—v 


m 


^+3r+ 


7/1 

m 


i  +  ^  +  ÜL 


Um  die  während  der  ganzen  Stossdauer  hervorgebrachten  Ge- 
schwindigkeits-Aendemngen zu  erhalten,  hat  man  diese  Werthe  noch 
mit  l  +  £  zu  multipliciren  (§  153)  und  erhält  dann  die  Gleichungen: 

846) 


848) 


V      C-(^+t/^"J^    S47)    c      . 

(I+c)(F-r) 

(l+f)(F— ») 
av)  —  0  CO  =  -^ — ■ ^ - 

mm 

%  160. 

MIttelpunIct  de«  Stosses. 

Mit  Hülfe  der  letzteren  beiden  Gleichungen  lässt  sich  auch 
die  Geschwindigkeits-Aenderung  bestimmen,  welche  ein  beliebiger 

anderer  Punkt  der  Masse 


XiX><- 


Fig.  640. 


■^ 


St 


j 


ou 


xw*- 


Fig.  Sil. 


(O 


^» 


X 


^f 


0 


w 

)- 


m,  z.  B.  der  dem  Stoss- 
punkte  gegenüberliegende 
imAbstande^vomSchwer- 
punkte  belSndliche  Punkt 
J  durch  den  Stoss  erhält. 
Nach  Fig.  640  war  die 
Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  vor  dem  Stosse 
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gleich  t)  —  xw^  nnd  nach  Fig.  641  ist  die  Geschwindigkeit  des- 
selben nach  dem  Stosse  gleich  z  —  xw  geworden.  Denjenigen 
Punkt,  welcher  durch  den  Stoss  gar  keine  Geschwindigkeits- 
Aendemng  erleidet,  findet  man,  indem  man  die  Differenz  jener 
beiden  Geschwindigkeiten  gleich  Nnll  setzt,  also  ans  der  Gleichnng: 

•  c  —  t) 

849)  0  =  (c  —  xw)  —  (t)  —  xu)\    oder:    x= 

'  W  —  CO 

Wenn  man  hierin  ftlr  c  —  ^  und  w  —  o)  resp.  die  aus  den 
Gleichungen  847)  und  848)  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

850)  x  =  a'—, 

m 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dass  die  Lage  des  gesuchten  Punktes 

vollkommen  unabhängig  ist:  sowohl  von  dem  Coefficienten  c  als 

auch  von  der  anfänglichen  Geschwindigkeitsdifferenz  V —  r,  sowie 

von  dem  Yerhältniss  der  stossenden  zur  gestossenen  Masse. 

Für  die  Entfernung  a?  +  a  =  /  der  beiden  Punkte  0  und  J 

ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

r^..     .  ,    ma         mo'  +  ma* 

8ol)     /=a-| = 

m  nia 

Der  im  Zähler  des  letzteren  Bruches  stehende  Ausdruck  ist  nach 
Gleichung  483)  das  Trägheits-Moment  der  Masse  m  in  Bezug  auf 
eine  der  Schwerpunkts  -  Achse  parallele  durch  den  Stosspunkt  0 
gelegte  Achse.  Folglich  ist  (nach  Gleichung  522)  der  Abstand 
des  Punktes  J  von  dem  Stosspunkte  gleich  demjenigen  Abstände, 
in  welchem  bei  der  nm  die  Achse  0  schwingenden  Masse  m  der 
sogenannte  Schwingungspunkt  liegen  würde  (§  117).*  Wenn  die 
Masse  m  vor  dem  Stosse  im  Ruhezustande  sich  befunden  hätte, 
so  würde  von  allen  in  der  Richtungslinie  OS  liegenden  Punkten 
des  Körpers  der  Punkt  J  der  einzige  sein,  dessen  Geschwindigkeit 
auch  unmittelbar  nach  dem  Stosse  noch  die  Grösse  Null  hat;  es 
würde  also  die  durch  den  Stoss  hervorgebrachte  Bewegung  im 
ersten  Augenblicke  gerade  so  beschaffen  sein,  wie  wenn  der  Kör- 
per um  eine  im  Punkte  J  rechtwinkelig  zur  Stossebene  stehende 
Drehachse  sich  drehte.  Wäre  der  Körper  an  dieser  Drehachse 
vorher  aufgehängt  gewesen,  so  würden  die  Widerstände,  welche 
die  Drehachse  unbeweglich  erhalten,  durch  den  Stoss  selbst  auf 
keinerlei  Weise  in  Anspruch  genommen,  d.  h.  die  Zapfenlager 
würden  bei  dem  Stosse  keine  Erschütterung  erleiden.  Der  Punkt 
0  wird  deshalb  in  Bezug  auf  diese  Drehachse  J  der  „  Mittelpunkt 

39» 
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des  Stosses"  genannt  Da  nach  S  118  der  Anfhängepunkt  zun 
Schwingungspunkte  wird,  wenn  der  frühere  Schwingungspiinkt  als 
Anfhängepunkt  gewählt  wird,  so  bildet  in  gleicher  Weise  der 
Punkt  J  den  Mittelpunkt  des  Stosses  in  Bezug  auf  eine  durch 
den  Punkt  0  rechtwinkelig  zur  Stossebene  gelegte  Drehachse. 

WciUii  z.  B.  eine  geradlinige  prismatische  Stange  ?on  der  Länge  L  an 

einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängt  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  Stosses 

2 
in  der  Entfernung  /  =»  -^  Z  vom  Aufhängepunkte;  und  umgekehrt:  wenn  der 

2 
im  Abstände  —  Z  von  einem  Endpunkte  liegende  Punkt  als  Anfhängepunkt 

genommen  wird,  so  fällt  der  Mittelpunkt  des  Stosses  mit  diesem  Endpunkte 
der  Stange  zusammen.  Die  in  §  117  und  §  118  erklärte  Methode  der  Bestim- 
mung des  Schwingungspunktes  mittelst  Pendel-Beobachtungen  kann  daher  auch 
benutzt  werden,  um  den  Mittelpunkt  des  Stosses  zu  bestimmen,  und  würde  auf 
solche  Weise  z.  B.  bei  einem  Hammer  diejenige  SteUe  des  Stieles  ermittelt 
werden  können,  an  welcher  derselbe  angefasst  werden  muss,  wenn  bei  dem 
Aufschlagen  des  Hammers  die  den  Stiel  führende  Hand  keine  Erschütterung 
empfinden  soll. 

Für  den  Fall,  dass  die  der  Drehachse  parallele  Schwerpunkts- 
Achse  die  Eigenschaften  einer  freien  Achse  nicht  besitzt,  findet 
man  den  Mittelpunkt  des  Stosses  —  so  wie  die  Bedingungen, 
unter  welchen  ein  solcher  überhaupt  existirt  —  indem  man  (auf 

ähnliche  Weise  wie  in 


Fig.  642. 


Fig.  643. 


§  121  mit  Bezug  auf 
Fig.  463  und  Fig.  464 
geschehen)  das  d'AIem* 
bert'sche  Princip  an- 
wendet ,  und  unter- 
sucht: unter  welchen 
Bedingungen  der  Stoss- 
druck  D  mit  den  der 
hervorgebrachten  Win- 
kelbeschleunigung \\> 
entsprechenden  Träg- 
heits-Widerständen der  einzelnen  materiellen  Punkte  zusammen  ein 
Kräfte-System  bildet,  welches  den  allgemeinen  Gleichgewichts-Be- 
dingungen genügt.  Man  erhält  alsdann  nach  Fig.  642  und  Fig.  648 
folgende  fünf  Bedingungs-Gleichungen: 

852)     0  =  -3(/wV;5)— i>,  853)     ^  =  ^{mypy\ 

854)     0  =  ^  (W2 V'?*)  —  I^h         855)     0  =  :?  [nupf/a;), 
856)    {)  =  Ds  —  2  (mrpzx). 
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Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  drückt  ans,  dass  der  vom 
Stosse  getroffene  Funkt  J  nur  dann  Mittelpunkt  des  Stosses  sein 
kann,  wenn  die  rechtwinkelig  zur  Stossrichtung  durch  die  Dreh- 
achse gelegte  Ebene  OXZ  zugleich  den  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers enthält  Die  vierte  Gleichung  zeigt,  dass  ein  Mittelpunkt 
des  Stosses  nur  in  dem  Falle  wirklich  vorhanden  ist,  wenn  die 
Drehachse  OX  im  Innern  des  Körpers  eine  solche  Lage  hat,  bei 
weichet  der  Ausdruck  lijnyx)  gleich  Null  ist,  was  z.B.  dann 
der  Fall  sein  wird,  wenn  die  Masse  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  den  Schwerpunkt  und  die  Drehachse  enthaltene  Ebene  OXZ 
symmetrisch  vertheilt  ist.  Wenn  mit  M  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezeichnet  wird,  so  kann  der  ersten  Gleichung  auch  die 

Form  gegeben  werden :  Mzo\p=Dy  oder:  ^oV^  =  -Tr*  Diese  Glei- 
chung drückt  demnach  aus:  dass  —  wenn  der  vom  Stosse  ge- 
troffene Punkt  J  Mittelpunkt  des  Stosses  ist  —  die  Peripherie- 
Beschleunigung  des  Schwerpunktes  so  gross  ist  wie  die  Beschleu- 
nigung, welche  die  Kraft  D  einem  einfachen  materiellen  Punkte 
von  der  Masse  M  ertheilen  würde.  Wenn  man  endlich  in  der 
dritten  und  fünften  Gleichung  den  aus  der  ersten  für  B  sich  er- 
gebenden Werth  substituirt,  so  erhält  man  fttr  die  Coordinaten 
des  Punktes  J  die  Gleichungen: 

857)     /=^{^,        858)    .  =  ^^^, 

aus  denen  sich  ergiebt,  dass  die  Entfernung  desselben  von  der 
Drehachse  immer  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  von  der- 
selben gleich  ist,  dass  aber  der  Punkt  J  seitwärts  von  der 
Drehungs- Ebene  des  Schwerpunktes  liegt,  sobald  die  Grösse 
2{mzx)  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  wenn  die  der  Drehachse 
parallele  Schwerpunkts- Achse  keine  freie  Achse  ist. 

Wenn  man  nach  den  obigen  Gleichungen  z.  B.  für  die  in  Fig.  441  dar- 
gestellte Stange  die  Grössen  /  und  s  berechnet,  so  findet  man,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Stosses  zusammenfällt  mit  dem  Angriffspunkte  /  der  Centrifugal- 

2 
kraft,  dass  derselbe  also  um  die  Grösse  -^  L  vom  Endpunkte  0  und  um  die 

1  ^ 

Grösse  —L  vom  Schwerpunkte  entfernt  liegt. 

§  161. 
SohlefiBr  Stosa. 

Wenn  die  Geschwindigkeiten  V  und  »,  welche  die  beiden 
Körper  vor  dem  Stosse  hatten,  zu  der  Bertthrungsebene  im  Augen- 
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blicke  des  Zngammentreffens  nicht  rechtwinkelig  gerichtet  sind 
<Fig.  644),  so  kann  man  sich  die  Bewegung  jedes  der  beiden 

Körper  aus  zwei  Seitenbewegungen  zn- 

iiig.  644.   ^  sammengesetzt  denken,  von  denen  die 

/  eine  mit  der  Richtung  der  Normalen 

J^JS^.  X^  zusammenfällt,  und  die  andere  pa- 

X         rU^^^^^^^       X      rallel   zur  Bertthrungsebene    gerichtet 

ist  Nach  den  allgemeinen  Gleichungen 
804)  und  805)  erhält  man  alsdann  für 
die  Aenderungen  derjenigen  Seitenge- 
schwindigkeiten, welche  in  die  Richtung  XX  fallen,  die  Gleichungen: 


/ 


859)     r,  —  Ci  = 


m 


860)     .,-.,=    (l+£li!k=J!5), 

1  +  — 

in  welchen  der  Index  „a:*'  andeutet,  dass  dieselben  auf  die  in 
der  Richtung  XX  erfolgenden  Bewegungen  sich  beziehen  —  in 
welchen  also  V^=  Vcw  a  und  v^  =  v  cos  ß  zu  setzen  ist.  Die 
parallel  zur  Bertthrungsebene  gerichteten  Seitenbewegungen  da- 
gegen würden  durch  den  Stoss  gar  keine  Aenderungen  erleiden, 
wenn  an  der  Berührungsstelle  —  wie  zunächst  vorausgesetzt  wer- 
den soll  —  keine  Reibung  während  der  Stossdauer  stattfände. 
Für  diesen  Fall  erhält  man  die  wirkliche  Bewegung  jedes  der 
beiden  Körper  nach  dem  Stosse,  indem  man  jene  unverändert  ge- 
bliebene Seitengeschwindigkeit  mit  der  durch  den  Stoss  veränder- 
ten (in  die  Richtung  XX  fallenden)  Seitengeschwindigkeit  wiederum 
zu  einer  Resultirenden  zusammensetzt. 

Setzt  man  z.  B.  £=»  1,  M^^m  und  t;B»0,  so  erhält  man  nach  Gleichung 
859)  Cx»(),  und  nach  Gleichung  860)  Cx^^  Fx »  Tcosa.  Es  würde  also 
nach  dem  Stosse  die  gestossene  Masse  mit  der  Geschwindigkeit  Fcosa  in 
der  Richtung  XX^  und  die  stossende  Masse  ndt  der  rechtwinkelig  zu  XX 
gerichteten  Geschwindigkeit  V  sin  a  sich  weiter  bewegen. 

Wenn  die  parallel  zur  Berührungsfläche  gerichteten  Seiten- 
geschwindigkeiten vor  dem  Stosse  ungleiche  Grössen  oder  Rich- 
tungen hatten,  so  findet  während  der  Stossdauer  an  der  Berüh- 
rungsfläche ein  Gleiten  statt,  und  durch  die  dabei  auftretende 
Reibung  erleidet  die  parallel  zur  Reibungsfläche  gerichtete  Seiten- 
geschwindigkeit jedes  der  beiden  Körper  ebenfalls  eine  Aenderung. 
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Da  femer  diese  Beibungswiderstäiide  im  Allgemeinen  als  excen- 
irisch  wirkende  Stosskräfte  auftreten,  so  wird  ausserdem  jedem 
der  beiden  Körper  eine  Drehbewegung  durch  dieselben  ertheilt, 
oder  die  etwa  schon  vorhandene  Drehbewegung  durch  den  Stoss 
verändert.  Auf  die  rechtwinkelig  zur  Bertlhrungsfläche  gerich- 
teten Seitenbewegnngen  dagegen  hat  die  Reibung  keinerlei  Ein- 
flusSy  und  sind  daher  die  in  dieser  Richtung  hervorgebrachten 
Geschwindigkeits-Aenderungen  unter  allen  Umständen  nach  den 
Gleichungen  859)  und  860)  zu  bestimmen. 

§  162. 
Schleflsr  Stoss  einer  Kugel  gegen  eine  fwte  Wand. 

Durch  die  Reibung  wird  der  Kugel  eine  Drehbewegung  er- 
theilt um  diejenige  Schwerpunkts  -  Achse ;  welche  sowohl  zu  der 
anfänglichen  Bewegungsrichtung  der  Kugel,  als  auch  zur  Nor- 
malen der  Wandfläche  rechtwinkelig  gerichtet  ist ;  oder  wenn  die 
Kugel  in  Bezug  auf  diese  Achse  vor  dem  Stosse  schon  die  Dreh- 
geschwindigkeit CO  hatte,  so  wird  dieselbe  je  nach  ihrer  Richtung 
durch  die  Reibung  entweder  vergrössert  oder  verkleinert  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  64dö  angenommenen  Falle,  in  welchem  die  der 

Winkelgeschwindigkeit  o)  entspre- 
^^*  chende  Peripherie-Geschwindigkeit 

^  1  u  des  Beruh  rungspunktes  gleiche 

Richtung  mit  der  parallel  zur  Wand- 
fläche gerichteten  Seitengeschwin- 
£Kcosa<  i    i^iU  i;  >^,  digkeit  Fsina  des  Schwerpunktes 

:«'  :^  hatte,  wird  jede  dieser  beiden  Ge- 

schwindigkeiten durch  die  Reibung 
eine  Abnahme  erleiden,  und  wenn 
?|flFbosi         die  Geschwindigkeit  u+  V sin  a, 
g  mit  welcher  das  Gleiten  des  Be- 

>  rtthrungspnnktes  längs  der  Wand 

(    )m         "^  '^  beginnt  —  wie  hier  zunächst  vor- 

ausgesetzt werden  soll  —  so  gross 
war,  dass  während  der  ganzen  Bertlhrungszeit  das  Gleiten  des 
Berührungspunktes  fortdauert,  so  wird  auch  jenes  Abnehmen  der 
beiden  Geschwindigkeiten  während  der  ganzen  Stossdauer  sich 
fortsetzen. 

Fttr  die  in  der  Richtung  XX  durch  den  Stoss  hervorgebrachte 


V      •  •••_ j 


Fsina-Ti* 


n 
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Geschwindigkeits-VerminderaDg  erhält  man  aas  Gleichung  859)^ 
wenn  man  darin  ü  =  (/  und  —  =  0  setzt,  die  Grösse : 

861)     Fx— Cx=(l+«)  ^x=(l+€)Fcosa,  oder:  (7x=— cFcosö. 

Wenn  /  der  ßeibungscoefScient  ist,  und  der  normale  Gegendruck 
der  Wand  in  irgend  einem  Augenblicke  die  Grösse  D  hat,  so  ist 
in  demselben  Zeitpunkte  der  Reibungswiderstand  gleich  /.  D.  Wie 
auch  immer  während  der  Berührnngszeit  der  Druck  D  sich  ändern 
möge:  das  Verhältniss  des  Reibungswiderstandes  zu  diesem  Drucke 
behält  immer  die  gleiche  Grösse/;  folglich  ist  das  Verhältniss 
der  vom  Reibungswiderstande  hervorgebrachten  Geschwindigkeits- 
Aenderung  F,  —  C^  zu  der  von  dem  Drucke  I)  hervorgebrachten 
Geschwindigkeits-Aenderung  (l+€)  Fcosa  ebenfalls  gleich  /  zu 
setzen;  es  ist  daher: 

862)  F.  —  C^  =/(l  +  €)  F  cos  a,    oder: 

Ci=  Fsin  a  — /(l  4-fi)  Fcos  a. 

Durch  den  excentrisch  wirkenden  Reibungswiderstand  fD 
wird  ausserdem  die  der  Drehung  entsprechende  Peripherie -Ge- 
schwindigkeit eine  Verminderung  erhalten,  welche  zu  der  dem 
Schwerpunkte  von  der  ^jgleichen  Kraft  ertheilten  Geschwindigkeits- 
Verminderung  V^  —  Ca  sich  verhält  wie  die  wirkliche  Masse  3i 
zu  der  auf  den  Umfang  reducirten  Masse  /t  (§  159).    Also  ist: 

M 

863)  u  —  w  =  — /(l  +  b)  Fcos  o,    oder: 

M 
w  =  u  —  — /(!  +  €)  ^cosa. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die 
Geschwindigkeit  des  Gleitens  der  Bertthrungsstelle  am  Ende  der 
Stossdauer  der  Werth: 

864)     a  +  w=  Fsin  a  +  u  -/(l  +  6)  Fcos  a  (l  +  ^) • 

Die  Gültigkeit  der  letzteren  drei  Gleichungen  ist  an  die  Be- 
dingung geknüpft,  dass  der  Reibungswiderstand  während  der 
ganzen  Stossdauer  zu  wirken  fortfährt.  Wenn  vor  dem  Ende  der 
Stossdauer  schon  das  Gleiten  aufhörte,  so  würde  in  demselben 
Augenblicke  auch  der  Reibungswiderstand  zu  wirken  aufhören, 
und  in  diesem  Falle  würden  die  obigen  Gleichungen  ihre  Gültig- 
keit verlieren.  Die  Gleichungen  862)  und  863)  sind  daher  nur 
dann  als  gültig  zu  betrachten,  wenn  es  sich  zeigt,  dass  der  in 
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GleichuDg  864)  gefundene  Ausdruck  einen  positiven  Werth  hat, 
also  wenn  die  Bedingung  erfüllt  ist: 

865)     Fsin  a  +  u  ^/(l  +  e)  Fcos  a(l  +  ^\ 

Für  den  elastischen  Stoss  würde  <=-  1  zu  setzen  sein;  aus  den  Glei- 
chungen 861)  und  862)  ergeben  sich  für  diesen  FaU  die  Werthe:  d»—  Fcos  a 

und  C,  —  F  (sin  a  —  2/  cos  o).    Nach  Fig.  645  ist  femer:   tg  ^  =        ' 


-6\ 
«=  tg  a  —  2/    Wäre  tg  a  «  2/,  so  würde  tg  /9  =  0,  also  die  Geschwindigkeit 

C  rechtwinkelig  zur  Wand  gerichtet  sein  und  die  Grösse  V  cos  a  haben.    Für 

31        5 
eine  Kugel  ist  —  "^  v  ^"  setzen  (Gleichung  480),  und  die  Bedingung  865) 

nimmt  nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an :   -77 ^  5  /,  oder 

K  cos  rt    = 

wenn  z.B.  /—  0,2  gesetzt  wird,  die  Form:  m>  Fcosa.  Wenn  also  für 
tga»0,4  oder  a  =  21^^50'  der  Winkel  ß^O  werden  soll,  so  ist  dies  nur 
dann  möglich,  wenn  die  der  anfänglichen  Drehgeschwindigkeit  entsprechende 
Peripherie» Geschwindigkeit  mindestens  die  Grösse  hatte: 

M  =.  Fcos  21«  50'  —  0,9285  .  F. 
Auf  ähnliche  Weise  findet  man  die  Bedingungen,  unter  welchen  der  Winkel  ß 
einen  negativen  Werth  annimmt.  Wenn  z.  B.  tg  a  »»/,  oder  a  gleich  dem  Rei- 
bungswinkel ist,  so  wird  tg  /9  «  —  tg  «e,  sobald  die  Bedingung  865)  erfüllt  ist, 
welche  fQr  diesen  Fall  die  Form  annimmt  ti  >  6/  F  cos  a.  Die  Geschwindig- 
keit C,  mit  welcher  die  Kugel  die  Wand  verlässt,  ist  in  diesem  Falle  der  An- 
fangsgeschwindigkeit F  gleich  und  entgegengesetzt.  Bei  hinreichender 
Grösse  der  Geschwindigkeit  u  kann,  wenn  tg  a  </  ist,  auch  tg  ß  <,  —  tg  a 
werden,  in  welchem  Falle  C>  V  würde,  also  die  der  fortschreitenden  Be- 
wegung entsprechende  lebendige  Kraft  der  Kugel  nach  dem  Stosse  grösser 
sein  würde  als  vor  dem  Stosse. 

Wenn  dagegen  /«  0  ist,  so  wird  bei  elastischem  Stosse  unter  allen  Um- 
ständen tg  /»  «  +  tg  a  und  C  =  F. 

Wenn  die  Bedingung  865)  nicht  erftlllt  ist,  so  erkennt  man 
daraus,  dass  der  Reibnngswiderstand  nur  während  eines  Theiles 
der  Stossdauer  wirksam  war;  für  diesen  Fall  hat  man  also  in 
jeder  von  den  beiden  Oleichnngen  862)  nnd  863)  statt  der  ganzen 
Geschwindigkeits- Abnahme  nur  den  »-ten  Theil  derselben  in  Rech- 
nung zu  bringen,  wobei  dann  die  Zahl  n  zu  bestimmen  ist  aus 
der  Bedingung:  dass  die  Summe  Cz  +  w  als  Endgeschwindigkeit 
des  Gleitens  der  Bertlhrungsstelle  gleich  Null  sein  muss.  Es  gelten 
also  für  diesen  Fall  ausser  der  Gleichung  861),  welche  ihre  Gtlltig- 
keit  unter  allen  Umständen  behält,  noch  die  drei  Gleichungen: 

866)  Cz  =  F sin  a  —  — /(l  +  t)V cos  a, 

867)  w  —  «  —  —  — /(l  -\-e)V coa  a, 
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868) 


0=  Fsina-f-M  — --/(l+f)  Fcosafl-f-— ), 

2 

aus  denen  sich  nach  Substitution  der  Werthe  «  =  1 ,  ^  =  -^  M 

und  nach  Elimination  der  Grösse  n  die  einfachere  Gleichung  ergiebt: 

869)     a  =  4  VAn  a  —  y  t/  =  —  M^. 

Bei  dem  ersten  nach  den  früheren  Gleichungen  berechneten  Zahlenbei- 

spiele  ergab  sich,  dass  fUr  tg  a  «  2/»  0,4  die  der  anfänglichen  Drehbewegung 

entsprechende  Peripherie  -  Geschwindigkeit  mindestens  die  Grösse  u=iV  cos  a 

»  0,9285  V  haben  musste,  wenn  die  Bedingung  865)  noch  erfüllt  sein  sollte. 

Wflxe  u  kleiner  gewesen,  so  würden  die  Endgeschwindigkeiten  Cz  und  w  nach 

Gleichung  869)  zu  bestimmen  sein,  und  es  würden  z.  B.  für  u  «  0  die  Werthe: 

5 
ft  «=  Y  F  sin  a  «=  0,2653  V  und  w  =  —  0,2653  V  sich  ergeben.    Ferner  würde 

in  diesem  Falle  igß-^yr^ — =0,2857,  also  /9  =  15»58'  (statt  gleich  Null 

wie  im  vorigen  Falle)  und  6'»»  0,965  V  (statt  gleich  0,9285  F)  werden.  Schon 
Tor  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  Kugel  die  Wand  verl&sst,  würde  in  die- 
sem Falle  die  parallel  zur  Wandflache  gerichtete  Seitenbewegung  derselben 
eine  »rollende"  Bewegung  geworden  sein  (vergl.  §  123). 


SECHSÜNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Eelatives  Gleichgewicht  elastischer  Körper. 

§  163. 
Relatives  Gleichgewicht  Im  beschleunigt  fortschreitenden  Räume. 

In  einem  elastischen  Körper,  welcher  ohne  seine  Form  zu 
ändern  eine  geradlinig  fortschreitende  Bewegung  mit  der  con- 
stanten  Beschleunigung  p  ausführt,  befindet  sich  jeder  einzelne 
materielle  Punkt  in  relativem  Ruhezustande  in  Bezug  auf  einen 
mit  derselben  Beschleunigung  fortschreitenden  Raum.  Es  müssen 
daher  (nach  §  107)  die  der  Beschleunigung  J9  entsprechenden  Träg- 
heitswiderstände mp  der  einzelnen  Massentheile  m  mit  den  wirk- 
lich vorhandenen  Kräften  zusammen  ein  Kräfte  -  System  bildeni 
welches  den  allgemeinen  Gleichgewichts -Bedingungen  entspricht 

Wenn  eine  geradlinige  prismatische  Stange  von  der  Masse  M 
unter  Einwirkung  einer  am  vorderen  Endpunkte  angreifenden  Zug- 
kraft K  mit  der  Beschleunigung  p  in  ihrer  Längenrichtung  fort- 
schreitet, so  ist  bei  relativem  Ruhezustande  der  einzelnen  Massen- 


Relatives  Gleichgewicht  im  beschleunigt  fortschreitenden  Räume.     619 

theile  die  Spannung  der  Stange  nngleichförmig  über  die  Länge 
derselben  vertheilt  (Fig.  646);    Am  vorderen  Endpunkte  A  findet 
relatives  Gleichgewicht  statt  zwischen  der  Kraft  K  und  der  Summe 
aller  Trägheitswiderstände  2  (mp)  =  Mp.    Also  ist: 
870)    K=Mp. 

Denkt  man  sich  an  irgend  einer  anderen  Stelle  0  die  Stange  durch- 
schnitten   und    durch 


Fig.  646.  r^ 


I       J 

Fig.  «47.  ^^-?      °\. 
IMfp       i 


l  A      X     Hinzuftigung  der  Kraft 

~*  k  den  relativen  Gleich- 
gewichtszustand des 
Theiles  OB  wieder- 
hergestellt (Fig.  647), 
so  findet  man  auf 
Fig.  648.  ^S^^Zj^ '-^^ il  gleiche    Weise,    dass 

die  Kraft  k  dem  Träg- 
heitswiderstande    des 

« 

Stückes  OB  gleich  zu  setzen  ist,  welcher  zu  dem  der  ganzen  Stange 
sich  verhält  wie  ^  zu  L.    Folglich  ist: 

Ä  o? 

871)  ^  =  -^, 

und  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  k  mit  dem  Abstände 
vom  Endpunkte  B  zunimmt,  lässt  sich  durch  die  gerade  Linie  B  C 
veranschaulichen  (Fig.  648). 

Wäre  die  Beschleunigung  p  gleich  der  Beschleunigung  g  des 
freien  Falles,  so  würde  die  Stange  genau  in  demselben  Spannungs- 
zustande sich  befinden,  wie  wenn  dieselbe  in  verticaler  Lage  an 
dem  Punkte  A  hängend  durch  ihr  eigenes  Gewicht  gespannt  würde. 
In  diesem  Falle  würde  die  bei  A  pro  Flächeneinheit  der  Quer- 
Bchnittsfläche  F  stattfindende  Spannung  <S  zu  bestimmen  sein  aus 
der  Gleichung  SF=  qLF  oder  S=^qL^  in  welcher  q  das  Ge- 
wicht des  Materials  pro  Cubikeinheit  bezeichnet.  Wenn  dagegen 
die  Beschleunigung  n-mal  so  gross  i«t  als  die  Beschleunigung  der 
Schwere,  so  befindet  sich  die  Stange  in  demselben  Zustande,  wie 
wenn  dieselbe  mit  einem  Gewichte  belastet  wäre,  welches  n-mal 
so  gross  ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  und  in  diesem  Falle  würde 
die  Spannung  ^S  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

872)  S  =  n.qL. 

Setzt  man  hierin  ;i-=2,  Z  =  1000™,  und  (als  Gewicht  eines  Cubikmeters 
Schmiedeisen)  ^»7750Kil.,  so  erhält  man  5  « 15  500  000  Eil.  (pro  Quadrat- 
meter); d.  h.  es  würde  bei  einem  1000  Meter  langen  Eisendrahte,  welcher  auf 
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die  oben  beschriebene  Art  mit  der  Beschleunigung:  |>»2  .  ^=»19%62  fort- 
schreitet, am  Yorderende  eine  Spannung  von  15,5  Eil.  pro  Qaadratmüiimeter 
der  Querschnittsfläche  stattfinden. 

Wenn  die  Stange  unter  Einwirkung  einer  am  Mittelpunkte 
angreifenden  Kraft  rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtnng  mit 
der  Beschleunigung  p  fortschreitet  (Fig.  649),  so  finden  Biegungs- 

Spannungen  in  derselben  statt,  und  wenn  z.  B. 
^^'  P  =  9  wäre,  so  würde  die  Stange  genau  in  dem- 

selben Biegungszustande  sich  befinden,  wie  wenn 
dieselbe  in  horizontaler  Lage  am  Mittelpunkte  auf- 
gehängt unter  Einwirkung  ihres  eigenen  Gewichtes 
sich  befände,  oder  unter  Einwirkung  einer  gleich- 
förmig über  die  Länge  2/  vertheilten  Belastung 
von  der  Grösse  21  q  F.  Ftlr  diesen  Fall  würde 
(nach  §  1 35)  die  grösste  Biegungsspannung  zu  be- 
stimmen sein  aus  der  Gleichung: 

873)  _2:=^JL_,  oder:S  =  -^Y' 
welche  z.  B.  ftlr  eine  cylindrische  Stange  vom  Durchmesser  D  die 
Form  annehmen  würde: 

874)  5  =  -^- 

Wenn  dagegen  p  =  n  ,  g  wäre,  so  würde  der  Biegungszustand 
der  Stange  einer  Belastung  entsprechen,  welche  ra-mal  so  gross 
ist  als  ihr  eigenes  Gewicht,  also  die  Spannung  S  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

875)  -S  =  iMil. 

Wenn  z.  B.  eine  hölzerne  cylindrische  Stange  von  der  L&nge  2/«  2  .  10% 
vom  Durchmesser  i>as0™,2  und  vom  Gewichte  pro  Cubikmeter:  ^=>  750  Eil. 
in  der  angegebenen  Weise  mit  der  Beschleunigung  p  =  20°*  (entsprechend  dem 
Werthe  n  »  2,04)  bewegt  wird,  so  hat  in  der  Mitte  die  Biegungsspannung  die 
Grösse:  S«3  060  000  Kil.  (pro  D*")  oder  3,06  Eil.  pro  QuadratmUlimeter. 

Die  beiden  Gleichungen  872)  und  875)  setzen  als  Bedingung 
ihrer  Gültigkeit  voraus,  dass  sämmtliche  materielle  Funkte  der 
Stange  in  Bezug  auf  den  beschleunigt  fortschreitenden  Baum  be- 
reits diejenigen  Orte  wirklich  eingenommen  haben,  welche  den 
relativen  Gleichgewichts-Bedingungen  entsprechen,  d.  h.  dass  die 
Stange  schon  von  Anfang  an  in  demjenigen  Spannungszustande 
sich  befunden  hatte,  welcher  für  die  beschleunigte  Bewegung  zu- 
gleich den  relativen  Gleichgewichtszustand  derselben  bildet.  Wenn 
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dagegen  beim  Beginne  der  beschleunigten  Bewegung  die  Stange 
im  spannungslosen  Zustande  sich  befand,  so  wird  im  Augenblicke 
des  Eintretens  der  Beschleunigung  die  Stange  in  derselben  Situation 
sich  befinden,  wie  wenn  sie  in  dem  Punkte  A  aufgehängt  plötz- 
lich der  Wirkung  ihres  eigenen  Gewichtes,  resp.  einer  Belastung, 
welche  das  n-fache  ihres  eigenen  Gewichtes  beträgt,  überlassen 
würde.  In  diesem  Falle  wird  der  Schwerpunkt  der  Stange  um 
seine  relative  Gleichgewichtslage  herum  Schwingungen  ausfuhren 
(vergleichbar  denen  des  in  Fig.  113  dargestellten  Pendels),  und  am 
Ende  der  ersten  Schwingung  wird  die  Maximal-Spannung  doppelt 
so  gross  geworden  sein,  als  die  in  den  obigen  Gleichungen  gefun- 
dene dem  relativen  Ruhezustande  entsprechende  Spannung  (vergl. 
§  150,  Gleichung  768). 

Wenn  z.  B.  ein  vorher  mit  der  Geschwindigkeit  v  »  4"^  sich  bewegendes 
Schiff  auf  den  Strand  l&nft  (Fig.  650)  und  dabei  noch  die  Strecke  s  =»  0<°,4 

zurücklegt,  bevor  der  Ruhezustand 

Fig.  650.  eintritt,  so  ist  (nach  §  7,  Gleichung  4) 

4^*  unter  Voraussetzung  einer  g  1  e  i  c  h  - 

förmig  verzögerten  Bewegung  die 
Grösse  der  Geschwindigkeits-Aen- 
derung  pro  Secunde  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 
v«  4' 

^  '2s  2.0,4 
Wenn  also  für  den  Mast  des  Schiffes 
die  im  vorigen  Zahlenbeispiele  ge- 
wählten Werthe  /  «=  lO",  Z>  =  0°»,2, 
^  »  750  KU.  angenommen  werden,  so  würde  für  die  dem  relativen  Gleichge- 
wichtszustande entsprechende  Maximal-Spannung  wiederum  die  Grösse  3,06  KU. 
pro  Quadratmillimeter  sich  ergeben ;  d.  h.  wenn  vor  dem  Beginn  der  Verzöge- 
rung schon  der  Mast  in  solchem  Biegungszustande  sich  befunden  hätte,  so 
würde  während  der  verzögerten  Bewegung  diese  Spannung  nicht  überschritten 
werden.  Im  Momente  des  Eintretens  der  Verzögerung  beginnt  der  Mast  Feder- 
Schwingungen  um  diese  relative  Gleichgewichtslage  herum  auszuführen  und 
am  Ende  der  ersten  Schwingung  wird  die  grösste  Biegungsspannung  2  .  3,06 
=  6,12  Eil.  pro  D"*™  betragen,  falls  nicht  vor  diesem  Augenblicke  schon  der 
Ruhezustand  des  Schiffes  eintrat. 

§  164. 
Centriftigal-Spannungen  in  rotirenden  Körpern. 

Nach  §  110  (Gleichung  490)  hat  bei  einer  geradlinigen  pris- 
matigchen  Stange,  welche  um  eine  in  dem  Enpunkte  derselben 
rechtwinkelig  zu  ihrer  Längenrichtung  stehende  Drehachse  sich 


N.>    .       t; 


622  Sechster  Abschnitt.    Gap.  XXVI.  §  164. 

dreht,  die  Mittelkraft  sämmtlicher  Gentrifngal- Kräfte  im  Schwer- 
punkte ihren  Angriffspunkt  und  dieselbe  Grösse,  wie  wenn  die 

ganze  Masse  der  Stange  in  diesem 
^'^-  ^^^  Punkte  vereinigt  wäre  (Fig.  661). 

(g  -^    ,  ^      Mit  Beibehaltung  der  im  vorigen 

^/         ^jj   ^F**»*  J      Paragraphen  gewählten  Bezeich- 

**!  p.    g  2  n      nungsweise  erhält  man  also  fär 

'die  unmittelbar  neben  dem  Dreh- 
punkte stattfindende  Spannung 
pro  Flächeneinheit  die  Gleichung: 

876)     SF=i/^w*, 

welche,  wenn  darin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  das  Gewicht 
^Jg  =  q  FL  gesetzt  wird,  für  S  aufgelöst  die  Form  annimmt 

8/7)     5  =  9-^, 

oder  wenn  die  Grösse  L  w  als  Peripherie-Geschwindigkeit  des  End- 
punktes B  mit  V  bezeichnet  wird,  die  Form: 

878)     S^g{^y 

Zu  dieser  Spannung  liefert  das  Stück  AO  den  Beitrag  y  (ö~)  • 

Wenn  man  diese  letztere  Grösse  subtrahirt  von  der  Spannung  S^ 
so  erhält  man  die  in  dem  Punkte  0  stattfindende  Spannung  s. 
Also  ist: 

879)    s  =  gi—-—j,      oder:    -^ ^-_  =  i-_. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Spannung  mit  der  Entfernung  vom 
Drehpunkte  abnimmt,  lässt  sich  also  auf  die  in  Fig.  652  ange- 
gebene Art  graphisch  darstellen  durch  eine  Parabel  BC,  deren 
Achse  mit  der  Drehachse  der  Stange  zusammenfällt. 

Wenn  man  die  der  Geschwindigkeit  V  entsprechende  Fallhöhe 

—  mit  H  bezeichnet,  so  erhält  man  aus  Gleichung  878)  ftlr  die 

Maximal- Spannung  ^S  den  Werth: 
880)    S  =  yJ?, 

d.  h.  die  Spannung  beim  Drehpunkte  A  ist  eben  so  gross  wie  die 
Spannung  am  Aufhängepunkte  einer  vertical  herabhängenden 
Stange  sein  wtlrde,  deren  Länge  gleich  der  Geschwindigkeitshöhe 
Hist 
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Hiemach  ergiebt  sich  z.  B.  für  die  in  einer  schmiedeisernen  Stange  vom 
Gewichte  q  =■  7750  Eil.  pro  Cubikmeter  bei  einer  Peripherie- Geschwindigkeit 
des  Endpunktes  V  »  56'°  (entsprechend  der  Geschwindigkeitshöhe  ß  =  160") 
eintretende  Maximal-Spannung  die  Grösse:  ^»7750 .  160» 1 240  000 Eil.  pro  D"" 
oder  1,24  Kil.  pro  n""°. 

Umgekehrt  l&sst  sich  aus  obiger  Gleichong  die  Grenze  berechnen,  über 
welche  hinaus  die  Drehgeschwindigkeit  nicht  gesteigert  werden  darf,  wenn  die 
Maximal-Spannung  die  für  das  Material  der  Stange  als  zulässig  anzunehmende 
Grösse  nicht  überschreiten  soll.  Setzt  man  z.  B.  5 »6000 000  KU.,  so  erh&lt 
man  für  die  bei  einer  schmiedeisernen  Stange  zul&ssige  (Geschwindigkeitshöhe 

6  000  000  ^^,„«  4  U        A       '  Tl       •     U       •       n  V      . 

SB  774'°,2,  entsprechend  einer  Peripherie- Geschwin- 


die  Grenze:  ß 


7750 


Fig.  653. 


digkeit  des  Endpunktes:   r  =  l/2^^=  123'»,2. 

Für  eine  Stange  von  Blei  würde  man  auf  gleiche  Weise  nach  Substitu- 
tion der  Werthe  5»  500  000  Kil.  und  ^  »  11  500  Kil.  die  Grenzen  erhalten: 
^=43«, 478  und  r-^29%2. 

Ein  nm  seine  geometrische  Achse  rotirender  Ring  (Fig.  653) 
würde  durc^  die  Gentrifugal-Kräfte  seiner  beiden  Hälften  an  zwei 

gegenüberliegenden  Querschnittsflächen 
zerrissen  werden,  wenn  nicht  durch  die 
in  diesen  beiden  Qaerschnittsflächen 
auftretenden  Spannnngswiderstände  das 
Zerreissen  verhindert  würde.  Jede  von 
den  beiden  Ringhälften  wird  im  rela- 
tiven Gleichgewicht  gehalten  durch  die 
Centrifugal-Kraft  Ma^^  w^  einerseits  und 
die  Summe  der  beiden  Spannungswider- 
stände oder  die  Kraft  2SF  andererseits;  also  ist: 


;sF^ 


>MX^QS^ 


8S1)     ISF^Mjt, 


CO' 


Wenn  das  Gewicht  der  Ringhälfte  Mg  =  q  .  Fätt,  und  der  Ab- 
stand des  Schwerpunktes  desselben  vom  Mittelpunkte  (nach  Glei- 
chung 157)  x^  = gesetzt  wird,  so  nimmt  diese  Gleichung  die 


7C 


Form  an: 


8S2)    Ä'  =  2yi|^, 


oder,  wenn  die  der  Peripherie-Geschwindigkeit  F=Äco  entspre- 
chende Fallhöhe  wiederum  mit  U  bezeichnet  wird,  die  Form: 

883)  S=2qH. 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  eine  massive  cylindrische 
Scheibe  (Fig.  654  und  Fig.  665)  die  Gleichung: 

884)  S  .  2hR  =  Mx^cü% 
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X. 


3n: 


für  'S  aufgelöst  die  Form  annimmt: 


welche  nach  Substitution  der  Werthe: 


R^ 


TC 


und 


885)     5  =  ^9 


(R  tof 
2<7 


=  |,Ä 


Aus  den  drei  Gleichungen  880),  8S3)  und  SS5)  ergiebt  sich:   dass   die 
einer  und  derselben  Peripherie  -  Geschwindigkeit  entsprechenden  Gentrifugal- 

Spannungen  der  Stange,  des  Ringes 


Fig.  664. 
h 


Fig.  655. 


m 


B 


'>  K'. 


R 
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und  der  cylindrischen  Scheibe  b^ 

gleicher  Materialbeschafifenheit  sich 

2 
verhalten  wie  die  Zahlen  1 :  2  :  y , 

oder  dass  die  Grenzwerthe  der  za- 
l&Bsigen  Geschwindigkeitshöhen  sich 

verhalten  wie  die  Zahlen  1 :  y :  -x-» 

folglich  die  zulässigen  Peripherie- 
Geschwindigkeiten  selbst  wie   die 

Zahlen  1  :|/y  'yT'  Während  für  die  zulässige  Peripherie- Geschwindig- 
keit einer  schmiedeisernen  Stange  nach  Gleichung  SSO)  die  Grösse  /^«  123°>,2 
gefunden  wurde,  ergiebt  sich  f&r  einen  schmiedeisemen  Ring  der  Werth 
r  =  87",!  und  für  eine  schmiedeiserne  Scheibe  der  Werth  r  =  150",9. 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  dem  für  eine  Stange  von  Blei  gefundenen 
Werthe  r=29'»,2  resp.  die  Werthe:  r=:20'n,65  und  r«  35^77  als  zulässige 
Peripherie- Geschwindigkeiten  resp.  für  einen  Ring  und  eine  Scheibe  von  Blei. 


§  165. 
Spannungen  in  beschleunigt  rotirenden  Körpern. 

Der  Trägheitswiderstand  eines  im  Abstände  q  von  der  Dreh- 
achse befindliehen  materiellen  Punktes  an  einem  mit  der  constanten 
Winkelbeschleunigung  e  sich  drehenden  Körper  ist  anzusehen  als 
die  Mittelkraft  aus  der  radial  gerichteten  Gentrifugal- Kraft,  welche 
der  augenblicklich  erlangten  Drehgeschwindigkeit  entspricht,  und 
dem  tangential  gerichteten  Trägheitswiderstande  fnge  (Fig.  444j, 
welcher  der  Peripherie -Beschleunigung  des  Punktes  entspricht 
Das  statische  Moment  des  Trägheitswiderstandes  in  Bezug  auf  die 
Drehachse  ist  mge  .  q^  und  für  die  Sunmie  aller  dieser  statischen 
Momente  erhält  man  (nach  Gleichung  504)  den  Ausdruck: 

&S6)     ^^€l(mg')=T.€, 
in  welchem  T  das  Trägheits- Moment  des  rotirenden  Körpers  in 
Bezug  auf  seine  Drehachse  bedeutet. 
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Für  die  um  den  Endpunkt  A  mit  der  Winkelbeschleunigung  e 
rotirende  Stange  AB  (Fig.  656)  ist  (nach  Gleicliung  466)  T==^^MIJ 
zu  setzen,  also  ist: 

oder,  wenn  das  Gewicht  der  Stange  mit  Q,  und  die  Peripherie- 
Beschleunigung  des  Endpunktes  mit  p  bezeichnet  wird: 

Fig.  «66.  sss)aR=l-.(Q.^).|-i:. 

^  l"?     Wenn  die  Drehbeschleunigung 

^^  I       durch  die  Kräfte,   welche  in 

-^0=^~7~  I      ■      ■■     .  '  ^^    unmittelbarer  Nähe  der  Dreh- 

i     ^      I      '      I  achse  angreifen  (etwa  auf  die  in 

m^t  i     ,  Fig.  656  angedeutete  Art  mit- 

telst des  viereckigen  Zapfens) 

*^'  ^       auf  die  Stange  übertragen  wird, 

so    befindet    sich    die   Stange 

B     unter   Einwirkung   der   Träg- 

I  heitswiderstände   7nQ  e   genau 

*Cy  in  demselben  Biegungszustande, 

wie  wenn  dieselbe  auf  die  in 
Fig.  657  angedeutete  Art  in  horizontaler  Lage  befestigt  und  mit 

einem  von  A  nach  B  gleichft^rmig  zunehmend  über  ihre  Länge 

1       p 
vertheilten  Gewichte  von  der  Grösse  -^  Q-^  belastet  wäre. 

Die  in  der  Querschnittsfläche  A  stattfindende  grösste  Zug- 
spannung S  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Theilen  5,  und  5^, 
von  denen  der  erstere  durch  die  der  augenblicklichen  Dreh- 
geschwindigkeit (0  entsprechende  Centrifugal- Spannung  an  dieser 
Stelle  gebildet  wird,  und  nach  Gleichung  880)  zu  bestimmen  ist. 
Der  andere  Theil  &,  besteht  in  der  dem  Biegungs- Momente  ÜW 
entsprechenden  grössten  Zugspannung  dieses  Querschnittes  und  ist 
nach  Gleichung  610)  zu  bestimmen.  Für  die  Maximal-Spannung  S 
ergiebt  sich  demnach  die  Gleichung: 

889)     S  =  S,  +  S,  =  qH+\-^QLP-, 

ö      jI  ff 

welche  z.  B.  für  eine  cylindrische  Stange  vom  Durchmesser  D  die 
Form  annehmen  würde: 


TT 


["-mm 


S90)     S  =  q 

Ritter,  Vechaiük.    5.  i.afi.  tO 
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Wenn  z.  B.   -^  —  120,    -£- 

D  g 


die  Maximal- 


«  1      und     -TT-  «—  —    ist,     80    wird 

iS  s»  ^J7  (1  -f  ^)  "~  ^  •  ^1  •  -^  Gentrifugal- Spannung  einer  schmieddsemeB 
Stange,  welche  mit  der  Peripherie-Geschwindigkeit  ^«56"'  (entsprechend  der 
Geschwindigkeitshöhe  R  «  160™)  sich  dreht,  wurde  in  dem  nach  Gleichung  880) 
berechneten  Zahlenbeispiele  die  Grösse  Sy^  ■»  1,24  Eil.  pro  D"""  gefunden. 
Wenn  die  Drehbewegung  der  Stange  in  der  Weise  erfolgte,  dass  die  Peripherie- 
Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  um  die  Grösse  p^^g  zunimmt,  so  würde  in 
dem  Augenblicke,  wo  dieselbe  die  Grösse  V  ««  56*°  erreicht,  bei  den  oben  an- 

(         B  2         1"  \ 

genommenen  Dimensionen  I Z  =  —  —  2™  und  D  =  -r^j-  =  "gÄ )  ^ 

Spannung  die  Grösse  5  .  1,24  »  6,2  Eil.  pro  0'°°*  erreichen. 

Bei  kleinem  Schwingungswinkel  kann  die  Bewegung  eines  schwankenden 
Schiffes  als  nach  dem  Gesetze  der  Pendelschwingungen  erfolgend  angenommen 
werden.  Wenn  t  die  Schwingungsdauer  ist,  so  hat  nach  Gleichung  70)  die 
Peripherie -Beschleunigung  der  Mastspitze  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Ent- 
fernung derselben  von  der  Gleichgewichtslage  gleich  der  LSlngeneinheit  ist,  die 

TT* 

Grösse  -^  *  und  in  dem  Augenblicke,  wo  diese  Ent- 

fernung  L  .  a  beträgt,  die  Grösse  /?  b»  Xa  •  --j- 

(Fig.  658).  Wenn  z.  B.  Z  »  20"  ist,  und  die  Schwin- 
gungsdauer 5  Secunden  beträgt,  so  hat  bei  einem 
Elongations- Winkel  von  10  Graden  (entsprechend  dem 
Werthe  a  »  0,1745)  die  Peripherie -Beschleunigung 
der  Mastspitze  am  Ende  oder  am  Anfange  einer 
Schwingung  die  Grösse  p  «  l'",3778.  Da  die  Ge- 
schwindigkeit der  Drehbewegung  —  und  in  Folge 
dessen  auch  die  Gentrifugal-Spannung  —  in  demselben 
Augenblicke  die  Grösse  Null  hat,  so  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  890),  wenn  darin  (als  Durchmesser  des 
cylindrischen  Mastes)  2>as0"',25  und  (als  Gewicht 

eines  Cubikmeters  Holz)  ^»750  Eil.  gesetzt  wird,  für  die  Maximal-Spannung 

der  Werth: 

pro  Quadratmeter  oder  0,45  Eil.  pro  Quadratmillimeter. 


j 


SIEBENTER  ABSCHNITT. 

Statik  flüssiger  E5rpen 


SIEBENUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Gleichgewichtszustand  eines  nnter  Einwiiknng  Yon 
äusseren  gegen  die  Oberfläche  wirkenden  Drnckkräften 

befindlichen  flüssigen  Eörpeis. 

§  166. 

Unterschiede  zwischen  fasten  und  flOssigen,  zwischen  gasfSrmigen  und  tropfbar 

flOssigen  K5rpem. 

Im  Gegensatze  zn  den  sogenannten  festen  elastischen  Eör- 
pern,  bei  denen  die  Elasticitäts-Eräfte  jeder  Formändenmg  ent- 
gegenwirken, können  die  fltlssigen  Körper  betrachtet  werden 
als  elastische  Systeme  von  materiellen  Punkten,  bei  welchen  die 
Elasticitäts-Eräfte  nur  einer  Art  der  Formändemng  entgegen- 
wirken, nämlich  solchen  Formänderungen,  welche  mit  einer  Ver- 
kleinerung der  Abstände  zwischen  den  benachbarten  materiellen 
Punkten  oder  mit  einer  Verminderung  des  Rauminhaltes  verbun- 
den sind.  In  der  Mechanik  werden  die  Flüssigkeiten  als  voll- 
kommen flüssige  Körper  behandelt,  d.  h.  als  elastische  Körper, 
denen  der  Widerstand  gegen  „  Abscheerung "  und  der  Widerstand 
gegen  „ Zerreissen "*  gänzlich  fehlt,  und  bei  denen  überdies  der 
„ Reibungs-Goefficient  der  Ruhe''  dde  Grösse  Null  hat  —  obwohl 
die  Physik  lehrt,  dass  die  Beschaffenheit  der  in  der  Natur  wirk- 
lich vorkommenden  Flüssigkeiten  der  obigen  Definition  nur  an- 
näherungsweise entspricht. 

Die  Elasticitäts-Eräfte,  durch  welche  die  benachbarten  mate- 
rieUen  Punkte  einer  vollkommen  flüssigen  Masse  auf  einander 
gegenseitig  einwirken,  bestehen  lediglich  in  abstossenden 
Kräften.  Hinsichtlich  des  Gesetzes,  nach  welchem  diese  abstossen- 

40* 
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den  Kräfte  mit  den  Abständen  der  materiellen  Punkte  sich  ändern, 
findet  ein  bemerkenswerther  Unterschied  statt  zwischen  den  so- 
genannten „tropfbar  flüssigen''  Körpern,  als  deren  Repräsentant 
das  „Wasser"  gelten  kann,  und  den  sogenannten  „gasförmigen" 
Flüssigkeiten,  als  deren  Repräsentant  die  „atmosphärische  Luft" 
betrachtet  werden  kann. 

In  einem  tropfbar  flüssigen  Körper  nehmen  die  abstossen- 
den  Kräfte  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Kauminhaltes,  oder 
bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Abstandes  zwischen  den  benach- 
barten materiellen  Punkten  die  Grösse  Null  an,  und  giebt  es 
daher  für  einen  der  Einwirkung  aller  äusseren  Kräfte  entzogenen 
tropfbar  flüssigen  Körper  einen  Zustand,  bei  welchem  derselbe  in 
Form  eines  isolirt  im  Räume  schwebenden  „Tropfens"  im  Gleich- 
gewichtszustande sich  befinden  würde. 

Die  abstossenden  Kräfte  zwischen  den  benachbarten  mate- 
riellen Punkten  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  dagegen  nehmen 
zwar  mit  der  Vergrösserung  ihrer  Abstände  oder  mit  der  Zu- 
nahme des  Rauminhaltes  fortwährend  ab,  erreichen  jedoch  niemals 
die  Grösse  Null  —  wie  weit  auch  immer  die  Vergrösserung  des 
Rauminhaltes  fortschreiten  möge.  Eine  gasförmige  Flüssigkeit 
kann  daher  bei  bestimmter  Form  und  Grösse  des  von  derselben 
eingenommenen  Raumes  nur  dann  im  Gleichgewichtszustande  sich 
befinden,  wenn  die  Theile  derselben  durch  äussere  Druckkräfte, 
z.  B.  durch  die  Gegendrücke  der  einschliessenden  Gefässwände, 
zusammengehalten  werden. 

Ausserdem  findet  zwischen  den  gasförmigen  und  den  tropfbar 
flüssigen  Körpern  noch  ein  anderer  minder  wesentlicher  Unter- 
schied statt,  welcher  lediglich  den  Grad  ihrer  Elasticität  betriflft. 
Während  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  eine  Aenderung  des 
Rauminhaltes  schon  durch  vergleichsweise  kleine  Aenderungen  der 
äusseren  Druckkräfte  hervorgebracht  wird,  ist  bei  den  tropfbar 
flüssigen  Körpern  eine  geringe  Verminderung  des  Abstandes 
zwischen  den  benachbarten  materiellen  Punkten  schon  mit  einer 
so  beträchtlichen  Zunahme  der  abstossenden  Kräfte  verbunden 
(oder  mit  anderen  Worten  der  Elasticitäts-Modulus  so  gross),  dass 
die  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  vorkommenden  Aenderungen 
des  Rauminhaltes  als  vergleichsweise  klein  unberücksichtigt  bleiben 
können.  In  diesem  Sinne  ist  es  zulässig,  nach  Analogie  der  im 
dritten  Abschnitte  von  den  absolut  festen  Körpern  gegebenen 
Definition,  die  tropfbar  flüssigen  Körper  —  im  Gegensatze  zu  den 
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gasförmigen  Flüssigkeiten  —  vorlänfig  zu  definiren  als  flüssige 
Körper  von  absolut  unveränderlichem  Rauminhalt. 

§  167. 
Gesetz  des  hydrostatischen  Druckes. 

Die  Gleicbgewichts-Bedingungen  flüssiger  Körper  können  aus 
den  im  dritten  Abschnitte  für  absolut  feste  Körper  gefundenen 
allgemeinen  Gleicbgewichts-Bedingungen  abgeleitet  werden  durch 
Anwendung  desselben  Verfahrens,  welches  im  §  130  in  Bezug 
auf  die  elastischen  Körper  erklärt  wurde.  Der  Gleichgewichts- 
zustand einer  flüssigen  Masse  würde  keine  Störung  erleiden,  wenn 
entweder  die  ganze  Masse  oder  ein  beliebig  auszuwählender  Theil 
derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrte.  Es  können  daher 
sowohl  auf  die  ganze  Masse  als  auch  in  Bezug  auf  jeden  beliebig 
auszuwählenden  Theil  derselben  die  allgemeinen  Gleichgewichts- 
Bedingungen  des  §  43  in  derselben  Weise  angewendet  werden, 
wie  wenn  die  flüssige  Masse  ein  absolut  fester  Körper  wäre. 

Denkt  man  sich  durch  eine  beliebig  gewählte  Schnittfläche 
irgend  einen  Theil  der  Flüssigkeit  von  der  übrigen  Masse  ge- 
trennt, und  an  der  Trennungsfläche  Kräfte  hinzugeftlgt ,  welche 
die  Wirkung  des  weggenommenen  Theiles  genau  ersetzen,  also 
diejenigen  Kräfte,  welche  vorher  an  der  Trennungsfläche  als  in- 
nere Kräfte  thätig  waren,  so  kann  man  nunmehr  auf  das  ganze 
System  von  Kräften  die  idlgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen 
anwenden  und  dieselben  zur  Bestimmung  jener  inneren  Kräfte 
benutzen.  Da  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Defi- 
nition weder  Zugkräfte,  noch  Abscheerungskräfte,  noch  Beibungs- 
Mriderstände  vorhanden  sind,  so  können  jene  an  der  Trennungs- 
fläche anzubringenden  Kräfte  lediglich  in  Druckkräften  bestehen, 
welche  überall  rechtwinkelig  zu  der  Fläche  gerichtet  sind. 
Diese  normalen  Druckkräfte  werden  im  Allgemeinen  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  jener  Fläche  verschiedene.Grössen  haben ;  d.  h. 
wenn  mit  /  der  Inhalt  eines  Flächentheilchens  von  unendlich  klei- 
nen Dimensionen,  und  mit  p ./  die  Summe  der  auf  dieses  Flächen- 
theilchen  wirkenden  Druckkräfte,  also  mit  p  der  an  dieser  Stelle 
wirkende  Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  im 
Allgemeinen  die  Grösse  p  als  eine  mit  dem  Orte  jenes  Flächen- 
theilchens sich  ändernde  Grösse  zu  betrachten,  und  das  Gesetz 
dieser  Aenderung  wird  in  jedem  besonderen  Falle  von  den  äusseren 
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Kräften  abhängen,  welche  die  flüBBige  Maeee  im  Oleichgewichta- 
znetande  halten.  Weno  jedoch  diese  äasseren  Kilfte  lediglich 
in  Drnckkräften  beBtehen,  welche  auf  die  Oberfläche  der  flQssigen 
Masse  wirken,  so  lässt  sich  nachweiBen,  dasB  in  diesem  speciellen 


Fig.  6&9. 


I 


Fig.  660. 


Falle  die  GröBse  p  einen  von 
Ort  nnd  Lage  des  FUlcben- 
Elementes  unabhängigen  f&r 
alle  Ptmkte  der  Flüssigkeit  ge- 
meinsamen ITerth  annimmt 
Denn  der  von  den  Flächen- 
Elementeoai-«/,  undorf^/, 
als  Endflächen  begrenzte  cylin- 
driscbe  oder  priamatiache  Theil 
ab  cd  der  in  Fig.  650  darge- 
stellten flüssigen  Hasse  befindet 
sich  in  derselben  Situation  wie 
eine  an  den  Seitenflächen  von 
festen  Wänden  umgebene  cy- 
lindrische  oder  prismatische 
Stange  (Fig.  660),  welche  in 
ihrer  Längenrichtnng  ohne  Rei- 
bung verschiebbar  von  den  anf 
die  Ekidflächen  f,  und  /,  wir- 
kenden beiden  Druckkräften 
;*,  /,  nnd  Pijt  im  Gleich- 
gewichte gehalten  wird.  Als 
Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  eine  solche  Verschie- 
bung längs  der  einBchliessenden  Wände  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

891)  p,f,  cos  a,  •=  p,f,  cos  Oj, 

welche  nach  Substitution  der  Werthe/  cos  «i  =  /  und  f,  cos  a,  — / 
die  Form  annimmt: 

892)  p,=p„ 

und  zeigt,  dass  die  an  den  beiden  Endflächen  wirkenden  Druck- 
kräfte pro  Flächeneinheit  gleiche  Grösse  haben  mttsBen.  Da  die- 
selbe BeweiBfQhrung  auch  gelten  würde  ftlr  einen  cylindrischea 
oder  prismatischea  Theil,  dessen  eine  Endfläche  in  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  fällt,  so  ergiebt  sich  hieraus  das  folgende  Gesetz: 
Wenn  eine  flüssige  Uasse  im  Gleichgewicht  ge- 
halten wird  durch  Druckkräfte,  welche  auf  die  äussere 
Oberfläche  derselben  wirken,  so  hat  der  Druck  pro 
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Flächeneinheit  im  Innern  sowohl  als  an  der  Ober- 
fläche in  allen  Funkten  nnd  in  allen  Richtangen  eine 
und  dieselbe  GrOsae. 


Glelohgewloht  einer  von  fssien  fienssrnbiden  und  beweglichen  Kolben  einge- 
schlossenen flüssigen  Muse. 

Eine  an  allen  Seiten  von  festen  Körpern  eingeschlossene 
Flüssigkeit,  auf  deren  Oberfläche  an  irgend  einer  Stelle  mittelst 
eines  beweglichen  cylindrischen  Eolbens  ein  Druck  p  pro  Flächen- 
einheit übertragen  wird,  kann  nur  dann  im  Gleichgewichtszustände 
sich  befinden,  wenn  an  allen  übrigen  Stellen  von  jenen  festen 
KOrpem  auf  die  Oberfläche  ebenfalls  Druckkräfte  übertragen  wer- 
den, welche  pro  Flächeneinheit  die  Grßsse  p  haben  (Fig.  661). 
Diese  Kräfte,  in  entgegengesetzten 
^B-  '^^  Eichtungen  genommen,  bilden  die 

Druckkräfte,  welchevonderFltts- 
sigkeit  auf  die  einsehliessenden 
festen  Körper  übertragen  werden. 
Wenn  mit  F  die  Endfläche  jenes 
Kolbens  und  mit  ^die  von  aussen 
her  auf  den  Kolben  in  der  Achsen- 
richtnng  desselben  wirkende  Kraft 
bezeichnet  wird,  so  hat  der  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche 
übertragene  Druck  die  Grösse: 

893)    p  =  y- 

Ebenso  gross  ist  an  denjenigen  Stellen,  wo  die  Flüssigkeit  von 
den  Wänden  eines  unbeweglichen  Gefäsaes  eingeschlossen  ist,  der 
auf  die  Wandfläche  pro  Flächeneinheit  übertragene  Druck,  und 
wenn  ein  Theil  dieser  Gefässwand  durch  einen  anderen  beweg- 
lichen cylindrischen  Kolben  von  der  Endfläche  F,  ersetzt  wird, 
so  ist  zum  Gleichgewichts-Znstande  dieses  zweiten  Kolbens  eine 
TOD  aussen  her  in  der  Achsenrichtung  desselben  wirkende  Kraft 
erforderlich  tou  der  Grösse  K^=^pF^,  oder; 


-.=^.(§)- 


Das  Verhältnisa  der  beiden  Kräfte  K  und  K^  muss  also  gleich 
dem  Verhältniss  der  beiden  Kolbenflächeu  sein.    An  jedem  Punkte 
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einer  beliebigen  durcb  das  Inaere  der  Flüssigkeit  hindnrchgelegteD 
Fläche  werden  Ton  den  beiden  durch  die  Fläche  getrennten  Theilen 
der  Flüssigkeit  Druckkräfte  anf  einander  gegenseitig  übertragen, 
welche  pro  Flächeneinheit  ebenfalls  die  Grl)S6e  p  haben  und 
überall  rechtwinkelig  zn  derselben  gerichtet  sind. 

Die  beiden  Gleichungen  S93)  nnd  894)  bleiben  anch  dann 
noch  gSltig,  wenn  die  ebenen  Endflächen  der  Kolben  durch  be- 
liebig geformte  krumme  Endflächen  ersetzt  werden,  sobald  mit  F 
nnd  F,  resp.  die  Querschnittsfläcben  der  von  den  beiden  Kolben 
verschlossenen  geradlinigen  Än&atzröhren  oder  GefässmUndangen 
bezeichnet  werden.  Denn  wenn  man  sich  den  auf  irgend  ein  nn- 
endlich  kleines  Theilchen  «  der  krummen  Fläche  wirkenden  Druck 
p  .  e  m  zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seitenkräfte 
zerlegt  denkt,  von  denen  die  eine  der  Achsenrichtung  des  Kolbens 
parallel  ist  (Fig.  662),  so  findet  man,  dass  diese  Seitenkraft: 

895)     p  E  ÜQB  €c  =pA 

F'S-  WS.  dieselbe  Grösse   und  Länge  hat, 

1^  welche  der  Druck  gegen  die  Pro- 

jection  A  jenes  Fläcbentheilchens 
auf  der  rechtwinkelig  zur  Achsen- 
ricbtong  stehenden  Querschnitts- 
ebene  F,  der  AnsatzrOhre  haben 
wOrde,  und  da  dasselbe  in  Besng 
I  auf  jedes  der  übrigen  Fläeben- 
'  theilchen  gilt,    so  hat  auch  die 
Summe  oder  Mittelkraft  aller  die- 
ser Seitenkräfte  dieselbe  Grfisee 
nnd  Lage,  wie  wenn  jene  Qner- 
schnittsebene  F,  gelbst  die  Dmck- 
fläche  bildete,  ist  also  vollkommen 
nnabhängig  von  der  Form  der  Endfläche  des  Kolbens.    Da  femer 
die  einzelnen  Seitenkräfte  ^A  ein  System  von  gleichgerichteten 
Parallelkräften  bilden,  deren  Grössen  den  Flächentheilen  A,  anf 
welche  sie  wirken,  proportional  sind,  so  ist  (nach  §  44  nnd  §  4S) 
als  Angriffspunkt  jener  Mittelkraft  der  Schwerpunkt  der  Fläche 
F,  zu  betrachten. 

Die  Wände  der  cylindrischen  Ansatzröhre  dienen  dem  Kolben 
als  Führung  nnd  verhindern  jede  Bewegung  desselben  mit  Aus- 
nahme einer  Verschiebung  in  der  AehBenrichtnng  desselben.  Es 
sind  daher  die  parallel  zur  AchsenrichtuDg  wirkenden  Seitenkräfte 
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der  Druckkräfte  die  einzigen ,  welche  einen  Einfluss  auf  den 
Gleichgewichtszustand  des  Kolbens  haben  können,  und  wenn 
irgend  ein  Theil  der  krummen  Fläche  sich  zerlegen  lässt  in 
Flächentheilchen,  welche  je  paarweise  gleich  grosse  entgegen- 
gesetzte Druckkräfte  als  Beiträge  zu  dem  ganzen  in  der  Achsenrich- 
tung wirkenden  Drucke  liefern  —  wie  z.  B.  die  beiden  Flächen- 
theilchen ab  urid  cdy  deren  gemeinschaftliche  Projection  das 
Flächentheilchen  mn  bildet  —  so  können  sämmtliche  gegen  diesen 
Theil  der  krummen  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  als  ohne  Ein- 
fluss auf  jenen  Gleichgewichtszustand  ganz  unberücksichtigt  ge- 
lassen werden.  Wenn  also  das  Wort  n  Projection  **  in  dem  Sinne 
aufgefasst  wird,  dass  da,  wo  die  Projectionen  von  zwei  —  oder 
überhaupt  einer  geraden  Anzahl  von  —  Flächentheilchen  auf  ein- 
ander fallen,  diese  Projectionen  wie  positive  und  negative  Grössen 
betrachtet  werden,  welche  bei  der  Summation  einander  gegen- 
seitig aufheben,  so  kann  man  allgemein  den  Satz  aufstellen: 
Der  ganze  in  der  Achsenrichtung  der  Röhre  wirkende 
Druck  der  Flüssigkeit  gegen  den  von  ihr  berührten 
Theil  der  Oberfläche  eines  die  Röhre  verschliessen- 
den  Körpers  ist  gleich  demDrucke,  welchen  diePro- 
jection  der  Druckfläche  auf  einer  rechtwinkelig  zur 
Achse  der  Röhre  stehenden  Ebene  erleiden  würde. 

*^  Betrachtet  man  irgend  einen  Theil  der  inneren  Wandfläche 
des  Gefässes  (oder  der  äusseren  Oberfläche  eines  in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  Körpers)  als  Endfläche  eines  nur  in  einer  be- 
stimmten Achsenrichtung  verschiebbaren  Kolbens,  so  kann  man  den 
obigen  Satz  dazu  benutzen,  um  von  den  Drücken  der  Flüssigkeit 
gegen  jenen  Flächentheil  die  Mittelkraft  aller  derjenigen  Seiten- 
kräfte zu  bestimmen,  welche  bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  in 
die  zu  jener  (beliebig  zu  wählenden)  Achsenrichtung  parallelen 
Richtungen  fallen ;  und  wenn  man  dieses  Verfahren  in  Bezug  auf 
drei  rechtwinkelig  zu  einander  stehende  Achsenrichtungen  wieder- 
holt^ so  findet  man  auf  diese  Weise,  dass  die  Gesammtwirkung 
der  Flüssigkeit  gegen  jene  Fläche  allemal  durch  drei  rechtwin- 
kelig zu  einander  gerichtete  Mittelkräfte  sich  darstellen  lässt, 
welche  im  Allgemeinen  verschiedene  Angriffspunkte  haben  und 
daher  nur  in  besonderen  Fällen  durch  eine  einzige  Mittelkraft 
ersetzt  werden  können.  In  dem  speciellen  Falle :  wenn  in  Bezug 
auf  zwei  von  jenen  drei  Achsenrichtnngen  die  Projectionen  des 
betreffenden  Flächentheiles  —  und  in  Folge  dessen  die  in  diese 
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Richtungen  fallenden  Mittelkräfte  —  gleich  Nnll  sind,  ist  die  in 
der  dritten  Achsenrichtnng  wirkende  Mittelkraft  zugleich  die  Mittel- 
kraft von  sämmtlichen  gegen  den  Flächentheil  tiberhanpt 
wirkenden  Druckkräften. 

§  169. 
Stiirice  der  Geßsawäade. 

Die  innere  Wandfläche  einee  hohlkugelfOrmigen  Gefä^ses  wird 
Toa  einer  durch  den  Mittelpunkt  gelegten  Durchschnittsebepe  in 
zwei  Halbkugelflächen  zerlegt,  deren  gemeihachaflliche  Projection 
auf  dieser  Ebene  eine  Kreisfläche  ist  vom  Durchmesser  D  gleich 
der  inneren  Weite  der  Hohlkugel  (Fig.  663).  Wenn  das  Gefäsa 
mit  einer  Flüssigkeit  angeftUlt  ist, 
Flg.  66S.  in  welcher  ein  Druck  p  pro  Flä- 

cheneinheit stattfindet,  bo  ist  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Paragra* 
phen  die  Mittelkraft  von  den 
gegen  jede  der  beiden  Hälften  des 
„  [  Gefässes  wirkenden  Druckkräften 

gleich    dem    Drucke  -j-  Ifirp, 

welchen  j  eneKreisfläche  alsDmck- 
ääche  erleiden  würde.  Diese 
Druckkräfte  würden  die  beiden  Hälften  von  einander  trennen, 
wenn  dnrch  die  in  der  ringförmigen  Trennungsfläche  auftretenden 
Spannungswiderstände  der  Gefässwand  eine  solche  Trennung  nicht 
verhindert  wtlrde.  Bei  geringer  Wandstärke  S  kann  der  Flächen- 
inhalt der  Ringfläche  annähernd  gleich  i^ird  gesetzt  werden,  und 
fUr  die  pro  Flächeneinheit  in  derselben  entstehende  Spannung  S 
ergieht  sich  die  Gleichung: 

896)    SD^&~~p^,    oder:  5  =  ^- 

Nach  derselben  Gleichung  wUrde  auch  die  Spannung  zu  be- 
stimmen sein,  welche  in  der  ringförmigen  Querschnittsdäche  einer 
cylindrischen  ROhre  hervorgebracht  wird  dnrch  den  Druck  der 
Fltiasigkeit  gegen  die  geschlossenen  Enden  der  ROhre.  f^  ent- 
stehen jedoch  in  einer  solchen  Rsbre  ausserdem  noch  SpaonUDgen, 
welche  rechtwinkelig  zu  den  vorigen  gerichtet  sind,  in  der  Längen- 
durchschnittsfläche,  oder  derjenigen  Schnittfläche,  in  welcher  die 


St&rke  der  Gefässw&nde. 
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Fig.  664. 


Röhrenwände  von  einer  durch  die  Achse  der  Röhre  gelegten  Ebene 
geschnitten  werden  (Fig.  664  und  Fig.  665).  Wepn  die  Länge  L 
der  Röhre  im  Verhältniss  zum  inneren  Durchmesser  D  sehr  gross 

ist,  so  kann  diese  Schnittfläche  als 
Summe  zweier  Rechtecke  betrachtet 
werden,  deren  jedes  die  Länge  L 
und  die  Breite  d  hat,  während  die 

^   Projection  der  Druckfläche  für  die- 

pDL  sen  Fall  ein  Rechteck  ist  vom  Flächen- 
inhalt DL,  Man  erhält  also  fttr  die 
in  der  Längendurchschnitts -Fläche 
stattfindende  Spannung  S  die  Glei- 
chung : 

897)    2SLd  =pDL,  oder: 

pD*) 


pDL 


Flg.  665. 


S 


2d 


welche  zeigt,  dass  diese  Spannung 
doppelt  so  gross  ist ,  als  die  in  der 
ringförmigen  Querschnittsfläche  ent- 
stehende Spannung. 

Wenn  z.  B.  in  einer  langen  cylindri- 
schen  Bohre  von  500  MiUimeter  Durch- 
messer und  20  MiUimeter  Wandstärke  die 
Flüssigkeit  unter  einem  Drucke  von  0,1  Eil. 

pro  QuadratmUlimeter  sich  befindet,  so  ergiebt  sich  für  die  grOsste  Spannung 

in  der  Böhrenwand  der  Werth: 


*}  Die  obige  Gleichung  ist  nur  für  kleine  Werthe  des  Quotienten 


D 

als  gültig  zu  betrachten,  insofern  bei  grösseren  Werthen  desselben  die  An- 
nahme nicht  mehr  zulässig  sein  würde:  dass  die  Spannung  gleichförmig 
über  die  Schnittfläche  sich  vertheilt.  In  Wirklichkeit  yertheilt  sich  die  Span- 
nung immer  ungleichförmig  über  diese  Fläche,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  die  grösste  Spannung  S  an  der  inneren  Wandfiäche  stattfindet.  Die 
Untersuchungen  der  höheren  Mechanik  ergeben  für  die  Beziehungen  zwischen 
den  Qrössen  S  und  B  die  aUgemeinere  Gleichung: 

aus  welcher  man  z.  B.  bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwerthen  für  die 
wirkliche  Maximalspannung  die  Grösse  erhalten  würde:  5 »»1,302  Eil.,  also 
einen  Werth,  welcher  Ton  dem  nach  Gleichung  897)  berechneten  Terhältniss- 
mässig  nur  wenig  abweicht.    Setzt  man  dagegen  z.  B.  ^  —  i),  so  erhält  man 

als  wirkliche  Maximalspannung  S  »  —  p ,  während  nach  Gleichung  897)  der 
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«  0|1    .   500  .    rtr  VI  ««». 

"•      2     20    ""   '  P'^^  ° 

Die  obige  Gleithung  würde  für  8  aufgelöst  in  der  Form: 

898)    *-£| 

auch  zur  Beirechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  S  benutzt  werden  können, 
wenn  darin  für  S  die  Grösse  der  praktisch  zulässigen  Spannung  substituirt 
wird.  Da  indessen  bei  sehr  kleinen  Werthen  yon  p  und  D  aus  dieser  Glei- 
chung für  die  Wandstärke  B  Werthe  sich  ergeben  würden,  welche  aus  anderen 
Gründen  als  praktisch  unzureichend  sich  erweisen  (theils  wegen  der  Porosität 
des  Materials,  theils  wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  mit  der  praktischen 
Ausführung  verbunden  sein  würden),  so  pflegt  man  statt  dessen  die  bei  einem 
gegebenen  Drucke  erforderliche  Wandstärke  zu  berechnen  nach  der  Gleichung: 

899)    ^=^,  +  1^, 

in  welcher  für  die  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  abhängige  Grösse  ^o 
als  das  (dem  Drucke  j? «»  0  entsprechende)  Minimum  der  praktisch  zulässigen 
Wandstärke  und  für  die  Grösse  S  resp.  die  Werthe  zu  substituiren  sein 
wtlrden,  z.  B. 

Kil., 


für  Gusseisen: 

^0=    S«""», 

5=4 

„    Schmiedeisen: 

^0  =    3  „  , 

,    5  =  8 

y,    Kupfer: 

^0  —     4  «  , 

5«3 

.    Blei: 

^0  *=•     5  „ 

,    6  —  0,25 

„    Zink : 

^0  =    4  „  , 

S  =.  0,5 

.    Holz: 

^o-27„ 

,    5  =  0,2 

„    Stein : 

^o«30., 

S  —  0,15 

£s  würde  also  z.  B.  einer  cylindrischen  Röhre  von  500  Mülimetern 
innerem  Durchmesser  bei  einem  Drucke  von  0,04  Kil.  pro  D"""  die  Wand- 
stärke zu  geben  sein  resp.  für  Gusseisen:  8  =  10">'",5,  Schmiedeisen: 
^  — 4»'»,25,  Kupfer:  a  =  7"»'»,33,  Blei:  J  =  45'n",  Zink:  J-=24°"°,  Holz: 
^-=77°"°,  Stein:  ^=-97°"». 

§  170. 
Hydraulische  Pressen  und  Zapfsnlager. 

•  Eine  flüssige  Masse,  welche  auf  die  in  Fig.  666  angedeutete 
Art  eingeschlossen  ist  einerseits  von  zwei  beweglichen  cylindri- 
schen Kolben,  andererseits  von  den  Wänden  der  zugehöriges 
Cylinder  und  ihrer  Verbindungsröhre,  befindet  sich  im  Gleich- 
gewichtszustande, wenn  der  pro  Flächeneinheit  auf  die  Oberfläche 


beträchtlich  kleinere  Werth  5 -■ -^  sich  ergeben  würde.    Hieraus  folgt,  dass 

bei  sehr  hohem  Drucke  auch  die  nach  Gleichung  898)  berechneten  Werthe 
der  Wandstärke  8  zu  klein  ausfallen  würden,  und  dass  für  solche  Fälle 
vielmehr  die  Gleichung  897.)  an  die  Stelle  zu  setzen  sein  würde. 
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derselben  ttbertragene  Druck  p  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse 
hat.    Für  die  in  den  Achsenrichtungen  der  beiden  Kolben  wir- 
kenden Kräfte  K  und    W^ 


Fig.  6ee. 


''t 


welche  diesen  Druck  hervor- 
bringen,   würde  man   also 
unter     der    Voraussetzung, 

^^y ^^      dass  zwischen  den  Kolben 

^        und    den    Cylindern    keine 
BeibungswiderständQ#    wir- 
rri  L     ken,  nach  §  168  die  Glei- 
\^iS\      chungen  erhalten: 


^z^^---  ^J 


n        1 


7) 


\  900)    K=T)  -^ 


901)     lV=p 


4 

Diese  Gleichungen  würden  unter  der  erwähnten  Voraussetzung  auch 
dann  noch  gelten,  wenn  jeder  von  den  beiden  Kolben  eine  gleichförmig  fort- 
schreitende Bewegung  ausführt,  also  z.  B.  für  den  Fall,  wenn  durch. die  den 
kleinen  Kolben  hineinwärtstreibende  Kraft  K  der  grosse  Kolben  herauswärts 
gedrängt,  und  die  an  demselben  wirkende  Kraft  W  als  Widerstand  dabei 
tiberwunden  wird.  Wenn  z.  B.  D^'lOd  wäre,  so  würde  ^=400  .ITsein, 
und  eine  am  kleinsten  Kolben  wirkende  Kraft  iT»  100  Kil.  wtirde  ausreichen, 
um  am  grossen  Kolben  einen  Gegendruck  FT  »40  000  Kil.  zu  überwinden. 

Fig  e67.  Da  nach  §  168  der  auf  den  Kol- 

I  ben  in  der  Achsenrichtung  desselben 

-  -^ ,  übertragene  hydrostatische  Druck  un- 

•"' — '^  abhängig  ist  von  der  Form  der  End- 

j  , .  fläche  und  immer  der  Querschnitts- 

■  1  fläche   der   durch    den  Kolben   ver- 

schlossenen  Mündung  proportional  ist, 
i       ,        j  so    bleiben    die    obigen    drei    Glei- 

%M\  :     chungen   auch    in    dem   Falle    noch 

P^     y—i^r  \1J ^  ,.  gWtigf   wenn  der  kleine  Kolben  die 

7>    ^  f  f   e     J  ^  ^~^  Form  eines  Drahtes  hat,  welcher  um 

,  v^^  _    / .  j  eine  im  Innern  des  Cylinders  befind- 

I      ^  ^  '  j  li^li^  Rolle   sich  aufwickelnd  durch 

^  Umdrehung  derselben  in  den  Cylinder 

hineingezogen  wird  (Fig.  667j.    Die  Mittelkraft  von  den  auf  die 

Drahtrolle  übertragenen  hydrostatischen  Drücken  hat  die  Grösse 
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—pd'Tt,  und  ihre  RicbtuDgalioie  fällt  mit  der  Achse  der  Oeffonng 

znsaniinen.  Diese  Kraft  bildet  in  Bezug  auf  die  Rollen -Achse 
eine  excentrisch  wirkende  Kraft,  welche  ftlr  sich  allein  wirkend 
die  Bolle  nach  rechts  herutadreben  und  den  Draht  biDanawärts- 
treiben  würde.  Eine  am  gleichen  Hebelarme  r  in  entgegenge- 
setzter Richtung  wirkende  Kraft  K,  welche  diese  Drehung  Ter- 
hindem  oder  die  Rolle  gleichförmig  nach  links  henimdrehen  soll, 
würde  daher  die  in  Gleichung  900)  oder  902)  angegebene  Grösse 
haben  müssen.  Für  die  am  Hebelanne  /  wirkende  Kraft  -P,  welche 
die  gleiche  Wirkung  hervorbringen  soll,  ergiebt  sich  denmach  die 
Gleichung: 

903)    ^_-^,  oder:-J--f  .-J.- 

Setzt  m&a  hierin  /  —  5r  und  D '-  20d,  bo  erh&It  mtm  IV  —  2000  .  P. 
ÜB  würde  also,  wenn  keine  Reibunga widerstände  vorhanden  w&ren,  eine  an 
der  Rolle  wirkende  Kraft  P  =  20  Eil.  ausreichen,  am  einen  an  dem  grossen 
Kolben  wirkenden  Widerstand  fV^-WOm  Eil.  zu  aberwiaden. 

Wenn  an  der  Stelle,  wo  der  grosse  Kolben  in  den  Cylinder 
eintritt,  der  wasserdichte  Verschluss  auf  die  in  Fig.  668  aoge- 
deutete  Art    bewirkt    wird 
*^'  mittelst    eines    gabelflJrmig 

gefaltenen  biegsamep  (Le- 
der-) Ringes,  dessen  beide 
Zweige  durch  den  hydro- 
statischen Druck  selbst 
einerseits  gegen  die  Anssen- 
fläche  des  Kolbens,  ande- 
:  rerseits  gegen  die  innere 
Wandfläche  des  Cylinders 
I  i  j  gepresst   werden,    so    ent- 

fp  *  steht    bei    der    Bewegung 

fpDizH  jgg      Kolbens      an     jeder 

Flächeneinheit  der  Berührungsfläche  zwischen  Kolben  und  Ring 
ein  Reibungswiderstand  von  der  Grösse  / .  p  =  Reibungscoef- 
ficient  mal  Normaldruck.  Die  ganze  Reibungsfläche  ist  eine  Cy* 
lindermantelfläche  von  der  HShe  H  und  vom  Durohmesser  I), 
enthält  also  I>  TT  iZ' Plächeneiuheiten;  folglich  beträgt  der  ganze 
Reibuugawiderstand /^i^Tr/f,  und  man  erhält  demnach  mit  Be- 
rücksichtigung desselben  (statt  Gleichnng  901)  als  Gleichgewichts- 
Bedingung  für  den  grossen  Kolben  die  Gleichnng: 


906 
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oder  wenn  das  Verhältniss  -j^  mit  n  bezeichnet  wird,  die  Glei- 
chung: /  A 

904)     W=pD^7t  i-j  —fn 

Bei  der  in  Fig.  666  angedeuteten  Bewegungsrichtung  wirkt  am 
kleinen  Kolben  der  Beibungswiderstand  der  treibenden  Kraft  K 
entgegen.  Man  erhält  also  als  Gleichgewichts- Bedingung  für  den 
kleinen  Kolben  (unter  der  Voraussetzung,  dass  am  kleinen  Cylin- 
der  eine  ähnliche  Vorrichtung  sich  befindet)  die  Gleichung: 

Aus  der  Verbindung  der  beiden  letzteren  Gleichungen  ergiebt  sich 
für  das  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  W  und  K  der  Werth: 

jT        i>'  /  0,25  —fn  \ 
K  '^  d*  [o,2b+fnJ' 
Da  in  dei|  grossen  Cylinder  ebenso  viel  Flüssigkeit  eintritt, 
als  aus  dem  kleinen  Cylinder  verdrängt  wird,  so  ist  das  Ver- 
hältniss der  beiden  Kolben  -  Geschwindigkeiten  V  und  v  gleich 
dem  umgekehrten   Verhältniss  der   beiden   Kolbenflächen,   also 

V       rf« 
—  =  riä  •    Fttr  das  Verhältniss  der  Nutzarbeit  zur  Total  -  Arbeit 

ergiebt  sich  also  der  Werth: 

907)    9t^i!Z„J:i!^0>25->. 
^"'^     ^^  Kv  K  D"       0,25+/» 

Wenn  man  z.  B.  /— i  0,2  —  n  und  i>  «  20^  setzt,  so  erh&lt  man 
W  —  289,655  JT  und  92  »  0,724.  Eine  am  kleinen  Kolben  wirkende  Kraft 
JT  B  100  Kil.   würde  ausreichen,  um  einen  am  grossen  Kolben  wirkenden 

Gegendruck  äT—  28965,5  Kil.  als  Widerstand 
lg.  w».  jj^   überwinden,     und    der  Nutze£fect    würde 

.1  II      1  72,4  Procent  betragen. 

Auf  ähnliche  Weise  würde  das  Mo- 
ment des  Zapfenreibungs- Widerstandes 
zu  berechnen  sein  für  das  in  Fig.  669 
dargestellte  Zapfenlager,  bei  welchem  der 
Zapfendruck  Q  aufgehoben  wird  durch 
j    t-f^^i     J  den  gegen    die   Bodenfläche   q^^t  des 

^■^    ' .      , .  .■..■....■.:.l^      Zapfens  wirkenden  hydrostatischenDruck 

vv  vs.-  >\vv      pQ-jtj  und  der  pro  Flächeneinheit  wir- 

kende hydrostatische  Druck  p  demnach  zu  bestimmen  sein  wtlrde 
aus  der  Gleichung: 


.,i,,,|. 

^-^ 


f.; 


TT 

* 
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908)    /?e*7r«=Q,   oder:  ;?  = 


Q^7t 


An  jeder  Flächeneinheit  der   Beibungsfläche   2Q7th   wirkt   ein 

Reibungswiderstand  fp,  dessen  statisches  Moment  gleich  fp  g  ist 

Für  das  Moment  302  des  zum  gleichförmigen  Drehen  der  Welle 

erforderlichen  Kräftepaares  ergiebt  sich  also  die  Gleichung: 

SD?  ==^fpQ  .  2^/rA, 

welche  nach  Substitution  des  für  p  gefundenen  Werthes  die  Form 

annimmt: 

909)    Wt=fQ.2h, 

Eine  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  in  Gleichung  327)  fOr  das 
auf  gewöhnliche  Art  construirte  Zapfenlager  gefundeneu  Werthe  zeigt,  dass 
bei  gleicher  Grösse  des  Heibungscoefficienten  und  des  Zapfenhalbmessers 
mittelst  der  in  Fig.  669  dargestellten  Anordnung  ein  Vortheil  —  d.  h.  eine 

Verminderung  des  Zapfenreibungs-Momentes  erreicht  wird,  sobald  2Ä  <  -^  ^ 

ist,   oder  sobald  die  Höhe  der  Liderung  kleiner  ist  als  der  vierte  Tbeil  des 
Zapfenhalbmessers. 


ACHTUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

EinfluBS  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar 

flüssiger  Körper. 

§  171. 
Druck  gegen  ebene  Flächen. 

Die  freie  Oberfläche  einer  tropfbar  flüssigen  Masse,  welche 
unter  Einwirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichtszustande  sich 
befindet,  muss  eine  horizontale  Ebene  sein.    Denn  bei  jeder  ab- 
weichenden Form  würde  eine  gegen 
Fig.  670.  ^j^  Horizontale  geneigte  Ebene  EE 

..--, — :  .^c' —  auf  solche  Weise  durch  die  Flüssig- 

■  1  \  ■         keit  hindurchgelegt  werden  können, 

^  '  dass  dieselbe  für  den  oberhalb  lie- 

genden Theil  der  Flüssigkeit  eine 
i  "^  Gleitfläche  bilden  würde,  auf  welcher 

derselbe  hinabgleiten  müsste,  weil 
(nach  §  166)  der  Reibungswinkel  die  Grösse  Null  hat,  folglich 
kleiner  ist  als  der  Neigungswinkel  a  jener  Ebene  (Fig.  670). 

Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich  auch  in  solchen  Fällen,  wo  auf 
die  Theilchen  der  Flüssigkeit  statt  der  Gewichte  ein  anderes  System  von 
Parallelkräften  wirkt,  welche  den  einzelnen  Massentheilchen  proportional  sind, 
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Fig.  C71. 


dass  beim  Gleichgewichtszustände  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  stets 
eine  rechtwinkelig  zur  Eraftrichtung  stehende  Ebene  bilden  muss;  ferner: 
dass  in  solchen  Fällen,  wo  die  Richtung  der  Kraft  von  Ort  zu  Ort  stetig  sich 
ändert,  die  Gleichgewichts-Oberfläche  eine  krumme  Fläche  ist,  welche  überall 
rechtwinkelig  zur  Kraftrichtung  steht. 

.Der  Gleichgewichtszustand  einer  unter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindlichen  Flüssigkeit  würde  nicht  gestört  werden,  wenn 
irgend  ein  Theil  derselben  zu  einem  festen  Körper  erstarrte. 
Denkt  man  sich  diesen  Theil  von  der  Form  einer  unten  schräg 
abgeschnittenen  verticalen  cylindrischen  oder  prismatischen  Säule, 
deren  obere  Endfläche  einen  Theil  der  horizontalen  Oberfläche 
bildet,  so  findet  man  bei  Anwendung  der  für  feste  Körper  gelten- 
den allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen,  dass  unter  Anderen 
die  algebraische  Summe  der  auf  diese  Säule  wirkenden  Vertical- 
kräfte   gleich  Null   sein   muss  (Fig.  671).    Da   die  Druckkräfte, 

welche  von  der  angrenzenden  Flüssigkeit 
auf  die  Seitenflächen  der  Säule  übertragen 
werden,  sämmtlich  horizontale  Richtungen 
haben,  so  sind  die  beiden  einzigen  Vertical- 
kräfte,  welche  auf  die  Säule  wirken,  erstens 
das  Gewicht  derselben,  zweitens  die  verti- 
cale  Seiteükraft  des  gegen  die  untere  End- 
fläche €  wirkenden  Druckes.     Wenn  mit 
A  die  unendlich  kleine  Querschnittsfläche, 
mit  js  die  Höhe  der  Säule  und  mit  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit 
pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  das  Gewicht  der  Säule 
gleich  yAj5.    Wenn  ferner  mit  p  der  am  Fusse  der  Säule  statt- 
findende Druck  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  hat  der 
gegen  die  unendlich  kleine  Endfläche  e  wirkende  Druck  die  Grösse 
p  .  €,  und  der  Winkel,  den  die  Richtung  desselben  mit  der  Verti- 
calen  einschliesst,   ist  gleich  dem  Neigungswinkel  a  der  unteren 
Endfläche   der  Säule   gegen   die  Horizontale.    Folglich   hat  die 
vertical  aufwärts  gerichtete  Seitenkraft  dieses  Druckes  die  Grösse 
^  />  6  cos  a,  oder  da  £  cos  a  —  A  ist,  die  Grösse  p  A.    Durch  Gleich- 
setzung der  beiden  Verticalkräfte  erhält  man  die  Gleichung: 
910)    p£^  =  yAsj    oder:  p  =  ys. 
Der  gegen  das  Flächentheilchen  e  rechtwinkelig  gerichtete 
Druck,  welchen  die  beiden  angrenzenden  Theile  der  Flüssigkeit 
in  diesem  Flächentheilchen  auf  einander  gegenseitig  übertragen, 
hat  also  die  Grösse: 


911)    pe  =  yes, 

Ritter,  Heohanik.  5.  AuA. 
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Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  s  von  der  Ober- 
fläche befindliches  nneDdlich  kleines  Flächeotbeil- 
chen  E  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  FlUBsigkeits- 
Säale  Tom  Querschnitte  e  nnd  von  der  Hohe  s. 

Betrachtet  man  das  Flächentheilcben  s  als  einer  festen  Flllche 
aflgehßrend,  welche  die  Flüssigkeit  in  zwei  Theile  zerlegt,  so 
findet  man  —  da  in  solchem  Falle  das  Wegnehmen  des  einen 
Theiles  den  Gleichgewicbtsznetand  des  anderen  nicht  stören  wtlrde 
—  dass  die  Gültigkeit  dieses  Satz^  nnabbftngig  ist  von  dem 
wirklieben  Vorhandensein  einer  vertical  oberhalb  des  Flächen- 
elementes befindlichen  FlflssigkeitB-Säule,  dass  also  z.  B.  auch  bei 
dem  in  Fig.  «72  dai^estellten  Falle  der  Druck  gegen  das  Flächen- 
theilcben £  nach  der  oben  genannten 
Fig.  633.  Hegel  zu  bestimmen  sein  wflrde,  obwohl 

hier  der  yertical  oberhalb  desselben  be- 
findliche Raum  gar  keine  Flüssigkeit  ent- 

,.  !■»"■ 

Da  die  Druckkräfte,  welche  von  der 

Flüssigkeit    auf    die   unendlich    kleinen 

Theilcben  der  ebenen  Fläche  AB  aber 

tragen  werden,  rechtwinkelig  za  dieser 

Ebene  wirken,    folglich  sämmtlicb  gleiche  Richtuugen  haben,  so 

ist  ihre  Mittelkraft  D  gleich  ihrer  Summe,  also: 

912)  D  =  2(yea)  =  y2(es), 

Mach  der  Lehre  rom  Schwerpunkte  kann  statt  der  Froducten- 
SumiAe  .^  (c«)  auch  das  Prodaet  ans  der  ganzen  Druckfläche 
AB  ^  F  in  den  Abstand  s^  ihres  Schwerpunktes  £  von  der 
Horizontalebeue  der  Oberfläche  gesetzt  werden;  also  ist: 

913)  D  =  yFs^. 

Der  Druck  der  Flüssigkeit  gegen  eine  ebene  Fläche 
ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Fiüssigkeits-Sänle, 
deren  Querschnitt  gleich  der  Druckfläche,  und  deren 
Höhe  gleich  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  der 
Druck  fläche  von  der  Horizontalebene  der  Ober- 
fläche ist. 

Wenn  auf  die  horizontale  Oberfläche  J  der  in  einem  Gefäsae 
eingeschlossenen  Flüssigkeit  mittelst  eines  Kolbens  von  gleicher 
Bodenfläche  durch  die  Kraft  K  ein  Druck  ausgeübt  wird,  welcher 
pro  Flächeneinheit  die  Grösse  ?•=—,-  hat,  so  kann  man  diesen 


HittelpvDkt  des  Dmckes. 


643 


Fall  aaf  den  Torigen  znrUckfUbreii,  indem 
man  sich  den  Kolben  durch  eine  aaf  der 
Oberfläche  rnhende  Flflssigkeitsschicfat  er- 
setzt denkt,  welche  den  gleichen  Drnck 
ansUbeu  wUrde  (Fig.  673).  Die  Hsbe  h, 
welche  diese  Schicht  haben  mtUBte,  ist 
zn  bestimmen  ans  der  Gleichung: 

914)    yJh  =  K,    oder:    Ä  — -^  = -^. 
yj         y 

Der  Druck  gegen  die  ebene  Fläche  ^^-«f' 

hat  also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

915)     I>=-^yF{s^  +  h\ 


%  172. 
Hittelpunkt  d«a  DraokN. 

Um  den  AngriSspankt  der  Mittelkraft  von  den  Drücken  der 
Flüssigkeit  gegen  die  einzelnen  Tbeilcben  der  ebenen  Dmckflacbe, 
oder  den  sogenannten  „Mittelpunkt  des  Druckes'  zu  finden,  hat 
man  das  statische  Moment  der  Mittelkraft  D  gleich  der  Summe 
der  statischen  Momente  von  allen  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
tbeilchen  i  wirkenden  Druckkräften  ^cs  zu  setzen.  Wenn  man 
dabei  als  Drehachse 
^r-^it-      Pf  die  horizontale  gerade 

/      ^"^^  *  «Sfc  Linie   OX  wählt,   in 

welcher  die  Ebene  der 
Druckfläche  und  die 
-Horizontal -Ebene  der 
Oberfläche  einander 
schneiden  (Fig.  674 
und  Fig.  676),  so  er- 
hält man  die  Glei- 
chung: 

Dt  =  Z{ytz}j), 
welche  fUr  /  aufgelöst 
nach  Substitution  des 
in  Gleichung  913)  für  D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 
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Hierin  ist  ^o  =  yo  cos  a  und  «  =»  y  cos  a  zu  setzen ;  man  erhält 
also  fttr  den  Abstand  des  Druckmittelpunktes  J  von  der  Horizon- 
talen OX  die  Gleichung: 

916)     1  =  ^^^ 

Betrachtet  man  das  Linienstttck  AB  m  Fig.  674  als  Darstel- 
lung einer  unendlich  dünnen  Platte  von  gleicher  Form  mit  der 
Druckfläche,  und  denkt  man  sich  diese  Platte  an  der  horizontalen 
Drehachse  OX  aufgehängt,  Pendel-Schwingungen  um  dieselbe  aus- 
führend, so  findet  man  (nach  Gleichung  522),  dass  die  Länge  / 
mit  dem  Abstände  des  Schwingungspunktes  dieser  Platte  von  der 
Drehachse  gleiche  Grösse  hat;  und  wenn  man  die  Grösse  -(cy*) 
als  Am  Trägheitsmoment  der  Druckfläche  in  Bezug  auf  die  Achse 
OX  mit  %  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

9.7)     /_^. 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Lage  der  Horizontalen  bestimmt, 
in  welcher  der  Mittelpunkt  des  Druckes  liegt.  Um  die  Lage  des- 
selben in  dieser  Horizontalen  zu  bestimmen,  hat  man  nach  Fig.  675, 
in  welcher  die  Drücke  als  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehend 
anzusehen  sind,  das  statische  Moment  der  im  Punkte  J  angreifen- 
den Mittelkraft  D  und  die  Momenten -Summe  sämmtlicher  gegen 
die  einzelnen  Flächentheilchen  e  wirkenden  Drücke  yez  im  Bezug 
auf  die  in  der  Ebene  der  Druckfläche  rechtwinkelig  zu  OX  stehende 
—  übrigens  beliebig  zu  wählende  —  Drehachse  0  Y  einander  gleich 
zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

D  ,  s  =  2  {y€za!:\ 

welche  für  s  aufgelöst  nach  Substitution  des  in  Gleichung  913}  für 
D  gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

2(€sa?) 

oder,  wenn  wiederum  z^  =  i/^  cos  «  und  z  =  y  cos  a  gesetzt  wird, 
die  Form: 

918)    .  =  ^^. 

Bei  einer  Vergleichung  der  für  /  und  s  gefundenen  AVerthe 
mit  den  in  §  160  für  den  Mittelpunkt  des  Stosses  gefundenen 
Gleichungen  857)  und  858}  findet  man,  dass  der  Mittelpunkt  des 
Druckes  zusammenfällt  mit  demjenigen  Punkte,  welcher  für  die 


Mittelpunkt  des  Druckes. 


645 


an  der  Drehachse  OX  hängende  ebene  Platte  von  gleicher  Form  mit 

der  Druckfläche  den  Mittelpunkt  des  Stosses  bilden  würde.   Denkt 

_    ^_^  _.    ^__  man  sich  die  Achse  Or 

Flg.  676.  Flg.  677.  j       u      j  a  i. 

^  ^Q  durch     den     Seh  wer- 

"^  punkt  der  Druckfläche 

gelegt,  so  findet  man, 

dass    für   alle    solche 

Flächen,     welche    in 

Bezug  auf  diese  Achse 

symmetrisch     geformt 

sind,  die  Grössen  gleich 

Null  wird. 

Für  das  Trägheits- Moment  der  Kreisfläche  Fig.  676  in  Bezog  auf  die 
Achse  ÄX  ergiebt  sich  aus  der  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  483)  und 

488)  der  Werth  X-^^r*n  +  r*na^\  man  erhält  also  nach  Gleichung  917), 

wenn  darin  ausserdem  F^r^n  und  yo^a  substituirt  wird,  die  Gleichung: 


n 


919)     OJ^l  = 


4 


'('*{i) 


welche  zeigt,  dass  der  Mittelpunkt  des  Druckes  dem  Schwerpunkte  S  um  so 
mehr  sich  n&hert,  je  kleiner  das  Verhältniss  —  ist. 


a 


Für  die  Rechteckflache  Fig.  677  ist  % 


12 


bh^  +  bha\  ferner  F^hk 


und  ^0^^  2U  Bubstituiren;  man  erhält  also  die  Gleichung: 

^    hh^  +  bha^ 


920)       OJ^l:^^ 


12 


bha 


«(■+is) 


welche  zeigt,  dass  l^-^h  wird,  wenn  die  obere  Seite  des  Rechtecks  in  der 

horizontalen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt. 


Fig.  678. 


':>w^ 


Ans  den  Gleichungen  913)  und  920)  ergiebt 
sich,  dass  der  Druck  des  Wassers  gegen  die  in 
Fig.  678  dargestellte  senkrechte  Mauer  für  jede 
Längeneinheit  derselben  die  Grösse: 

921)     />«-2y- 

hat,  and  dass  der  Angriffspunkt  dieses  Dmckes  — - 
von  unten  gerechnet  —  im  ersten  Drittel  der  Höhe 
liegt.  Für  diejenige  Dicke  d,  welche  die  Mauer 
mindestens  haben  muss,  wenn  dieselbe  durch  den 
Druck  D  nicht  um  die  Kante  A  gedreht  werden 


soll,  erhält  man  also  die  Gleichung: 
922)     D .  4 


0   ^ 


n 
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in  welcher  O  das  Gewicht  der  Mauer  bezeichnet.  Wenn  mit  Yi  ^^  Gewicht 
des  Mauerwerks  pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist  G^y^dh  zu  setzen, 
und  die  obige  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  für  D  und  0  gefundenen 
Werthe  die  Form  an: 


923) 


ZJlL^riA^,  oder-   ^^VlJL 


Diejenige  Dicke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  muss,  wenn  die- 
selbe durch  den  Druck  D  nicht  auf  ihrer  Unterlage  fortgeschoben  werden  soll, 
findet  man  aus  der  Gleichung: 

924)    D^/G, 
in  welcher  /  den  Reibungs  -  Coefticienten  bezeichnet.    Die  letztere  Gleichung 
nimmt  nach  Substitution  der  für  D  und  G  gefundenen  Werthe  die  Form  an: 


925) 


A« 


--=/y,rfA,    oder:    -fi^Yr'T: 


2/  •   y, 
Um  die  wirklich  erforderliche  Dicke  zu  bestimmen,  hat  man  das  Yerhältnise 

-T-  gleich  dem  grösseren  von  den  beiden  Werthen  zu  setzen,  welche  aus  den 

'Gleichungen  923)  und  925)  sich  ergeben. 

2 
Wenn  z.  B.  y^  =2y  und/«—  gesetzt  wird,  so  erhält  man  nach  Gla- 

chung  923):  -t-«=  0,408  und  nach  Gleichung  925) :-?-« 0,375.   Für  die  in  die- 
sem Falle  erforderliche  Dicke  der  Mauer  ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

«f>  0,408  .h. 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  Gleichung  923)  und  Gleichung  925)  ge- 
fundenen Ausdrücke  führt  zu  der  Gleichung: 

3       yt         2/      y^  y  4/« 

aus  welcher  man  für  /=  -^  den  Werth :   ilL  -a  -""i-  erhält.    Wenn  also  -^ 

o  y         16  y 

27 
grösser  ist  als  -j^«  so  ist  die  Mauerstärke   nach   Gleichung  923)   zu  be- 


V- 


16 

rechnen;  wenn  dagegen  -^  kleiner  ist  als 
Gleichung  925)  zu  berechnen. 


16 


so  ist  die  Mauerstärke  nach 


Fig.  679. 
A  0 


Um  den  Mittelpunkt  des  Druckes 
für  die  Parallelogramm-Fläche  ABCE 
(Fig.  679)  zu  finden,  hat  man  sich  die- 
selbe zerlegt  zu  denken  in  unendlich 
schmale  Flächenstreifen  —  das  eine 
Mal  in  solche,  welche  der  Seite  AE, 
das  andere  Mal  in  solche,  welche  der 
Seite  AB  parallel  sind.    Für  jeden  der 

ersteren  Flächenstreifen  liegt  der  Mittel- 
2 
punkt  des  Druckes  im  Abstände  -^-A  von  der  Seite  AB  (vergl. 

«5 


Mittelpunkt  des  Druckes. 
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Fig.  421  und  Fig.  441),  und  für  jeden  der  horizontalen  Streifen  in 

der  Mitte  desselben.    Der  gesuchte  Punkt  J  ist  also  der  Durch- 

2 
schnittspunkt  der  Halbirungslinie  OM  und  der  im  Abstände  -^h 

von  der  Seite  AB  liegenden  Horizontalen  /^iV. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  als  Mittelpunkt  des  Druckes 
fttr  die  Dreieckfläche  ABC  (Fig.  680)  —  indem  man  sich  dieselbe 
zerlegt  denkt  in  unendlich  schmale  Flächenstreifen,  das  eine  Mal 

in  solche,    welche   der  Seite 
Fig.  «80.  ßQ^  ^^  andere  Mal  in  solche, 

welche  der  Seite  AC  parallel 

sind  —  den  Durchschnittspunkt 

der  beiden  Linien  ^Ar  und  BM^ 

2 
welche  die  im  Abstände  -r-A 

von  der  Seite  AB  liegenden 
Punkte  der  Seiten  BC  und  A  C 
resp.  mit  den  gegenüberliegen- 
den   Eckpunkten     verbinden. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  A  BJ  und  NMJ  (deren  Seiten- 
Verhältniss  gleich  3:1  ist)  ergeben  sich  als  Coordinaten  des  Punktes 
J  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  die  Grössen : 


.-i* 


und     i  =  -^  h. 


Der  Mittelpunkt  des  Druckes  fttr  das  Dreieck  AEC  (Fig.  681) 
liegt  in  der  Linie  AK^  welche  den  Mittelpunkt  der  Seite  EC  mit 
dem  gegentlberliegenden  Eckpunkte  A  verbindet,  zugleich  auch  in 

der  Verlängerung  der  Linie 
Fig.  681. 
B  ^  L  4  A 


/ 


i^ 


*Ä 


iö 


K 


E 


JJ^y  welche  die  Mittelpunkte 
des  Druckes  resp.  des  Drei- 
ecks ABC  und*  des  Recht- 
ecks ABCE  mit  einander 
verbindet  Aus  der  Aehn- 
lichkeit der  beiden  Dreiecke 
LJJ^  und  KJ^J^  (deren 
Seiten  -  Verhältniss  gleich 
2  :  1  ist)  ergeben  sich  als 
Coordinaten  des  Punktes  J^ 


in  Bezug  auf  den  Punkt  A  die  Grössen: 


s  =  ----  b    und 


4 
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Fig.  682. 


X 


§  173. 
Druck  gegen  krumme  Rächen. 

Auf  gleiche  Weise  wie  in  §  168  mit  Bezug  auf  Fig.  662  ge- 
zeigt wurde,  ergiebt  sich  auch  hier,  dass  die  gegen  die  unendlich 
kleinen  Theilchen  der  krummen  Fläche  wirkenden  Drücke  im 
Allgemeinen  durch  eine  einzige  Mittelkraft  nicht  ersetzt  werden 
können.  Denkt  man  sich  den  gegen  das  Flächentheilchen  €  wir- 
kenden Druck  ys€  zerlegt  nach  drei  rechtwinkelig  zu  einander 
gerichteten  Achsen,  von  denen  die  eine  OZ  vertical  steht,  und 
die  anderen  beiden  OX  und  OY  horizontale  Richtungen  haben, 
so  findet  man,  dass  die  verticale  Seitenkrafk  yzA  (Gleichung  910) 
so  gross  ist,  wie  das  Gewicht  einer  verticalen  Fltlssigkeitssäule 
sein  würde,  welche  oben  durch  die  Horizontal -Ebene  der  Ober- 
fläche und  unten  durch  das  Flächentheilchen  selbst  begrenzt  ist 
(Fig.  682).    Diese  Kraft  ist  vertical  aufwärts  oder  vertical  abwärts 

gerichtet,  jenachdem  die  Sichtung 
des  Druckes  yez  nach  oben  hin 
oder  nach  unten  hin  von  der  Hori- 
zontalen abweicht.  Die  Gesammt- 
wirkung  dieser  Verticaldrücke  lässt 
sich  im  Allgemeinen  durch  eine 
Verticalkraft  Z  darstellen,  welche 
gleich  der  algebraischen  Summe 
jener  verticalen  Seitenkräfte  ist  — 
kann  jedoch  in  dem  besonderen 
Falle,  wenn  diese  algebraische 
Summe  gleich  Null  ist,  ausnahms- 
weise auch  ein  Kräftepaar  bilden. 
Die  der  Achse  OX  parallele  Seitenkraft  yso  ist  gleich  dem 
Drucke,  welchen  die  Vertical-Projection  a  des  Flächenelements  « 
auf  der  rechtwinkelig  zu  0-X  stehenden  Vertical -Ebene  erleiden 
würde.  Die  Mittelkraft  X  aller  in  dieser  Richtung  wirkenden 
Seitenkräfte  ist  gleich  deren  algebraischer  Summe,  also  ihrer 
Grösse,  Richtung  und  Lage  nach  gleich  dem  Drucke,  welchen  die 
ganze  Vertical-Projection  AC  der  krummen  Fläche  auf  dieser  Ver- 
tical-Ebene  erleiden  würde,  wobei  das  Wort  „Projection"  in  dem 
mit  Bezug  auf  Fig.  662  in  §  168  erklärten  Sinne  zu  nehmen  ist.  Auf 
gleiche  Weise  ist  der  gesammte  Horizontaldruck  Y  in  der  rechtwin- 
kelig zur  Ebene  der  Figur  stehenden  Richtung  0  Y  zu  bestimmen. 


< 


V 


Auftrieb. 
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Fig.  688. 


Wenn  z.  B.  die  krumme  Oberfläche  eines  Kugel -Octanten,  dessen  drei 
geradlinige  Kanten  den  drei  Coordinaten- Achsen  parallel  sind,  die  Druckfläche 

bildet  (Fig.  683  und  Fig.  684),  so  ist  von  den  Hori- 
zontaldrQcken  X  und  Y  ein  jeder  gleich  dem  Drucke, 
welchen  die  quadrantenförmige  Vertical-Projection 
der  Druckfläche  erleiden  würde,  also  (nach  Glei- 
chung 913  and  Gleichung  159): 


h-r 


X 

<- 


m 
r 


M 
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X=^  Y 


^('-llr) 


Zv 


y^ 


Fig.  684. 


M 
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^^^_ 

~^ 

und  die  Abstände  ihrer  Richtungslinien  von  der  Hori- 
zontalebene der  Oberfläche  haben  (nach  Gleichung  917 
und  Gleichung  615)  die  Grösse: 

Um  den  gesammten  Yertical-Druck  gegen  die  krumme 
Fläche  zu  bestimmen,  hat  man  das  Gewicht  eines 
flüssigen  Körpers  zu  berechnen,  dessen  Inhalt  man 
erhält,  indem  man  den  Inhalt  des  Kugel- Octanten 


i-(i-) 


subtrahirt  von  dem  Inhalte  v  ^'  ^  ^ 
einer  Säule,  deren  Höhe  gleich  h  ist,  und  deren 
Grundfläche  -^  7**71  die  quadrantenförmige Horizontal- 


Projection  der  Druckfläche  bildet;  folglich  ist: 


§  174. 
Auftrieb. 

Wenn  der  ganze  von  der  Flüssigkeit  berührte  Theil  der 
inneren  Wandfläche  des  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes 
die  Drnckfläche  bildet,  so  ergiebt  sich,  dass  für  diesen  Fall  so- 
wohl X  =  0  als  y=0  ißt;  da  die  Vertical-Projection  dieser 
Fläche  für  jede  beliebige  Lage  der  verticalen  Projections- Ebene 
gleich  Null  ist  (Fig.  686).  Die  Mittelkraft  aller  gegen  die  ein- 
zelnen Theilchen  der  Druckfläche  wirkenden  Drücke  ist  daher  in 
diesem  Falle  eine  Verticalkraft  Z,  welche  zugleich  die  Mittelkraft 
der  verticalen  Seitenkräfte  aller  jener  Drücke  bildet.  Der  Ueber- 
schuss  des  gegen  das  Flächentheilchen  m  wirkenden  Vertical- 
druckes  über  den  gegen  das  senkrecht  oberhalb  desselben  liegende 
Flächentheilchen  n  wirkenden  Verticaldruck  ist  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  den  Gewichten,  welche  die  verticalen  Flüssigkeits- 


660 


Siebenter  Abschnitt.  Csip.  XXVIU.  J  174. 


Bäalen  ml  und  n/  haben  würden,  also  gleich  dem  Gewichte  der 

SSule  mn.    Folglieb  ist  die  Mittelkraft  Z  zugleich  die  Mittelkraft 

von  den  Gewichten  sämmtlicher  verticalen  Sänlen,  aus  welchen 

die  ganze  flüssige 

^'^-  «85-  Fig.m.  M^g  besteht,  d.  h. 

gleich  deoiGewichte 

der  ganzen  AtlseigeD 

Masse^C^S,  und  die 

Richtungslinie  die-. 

ser  Kraft  fällt  mit 

der  Verticalen  des 

Schwerpunktes     J 

der  äQssigen  Masse 

zuünrnmen. 

Denkt  man  sich 

Z  ^        '  ~  von    den    Kräften, 

dereo  Mittelkraft  / 
ist,  die  Richtung  jeder  einzelnen  in  die  entgegengesetzte  verwan- 
delt, 60  findet  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  die  Mittelkraft  2 
die  entgegengesetzte  Richtung  annehmen  wUrde.  Die  Mittelkraft 
sämmtlicher  von  der  Gefässwand  auf  die  Flüssigkeit  UbertrageneD 
Gegendrücke  bildet  daher  eine  im  Schwerpunkte  der  Flüssig- 
keit vertical  aufwärts  wirkende  Kraft  Z  von  gleicher  Grdsse 
mit  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  und  hält  diesem  Gewichte  das 
Gleichgewicht.  Wenn  dieselbe  Druckfläche,  anf  welche  bei  dem 
in  Fig.  685  dargestellten  Falle  die  FlKssigkeit  von  der  Innenseite 
her  drückt,  ein  anderes  Mal  bei  gleicher  DruckhObe  dem  Dmcke 
der  Flüssigkeit  von  aussen  her  ausgesetzt  ist  —  wie  in  Fig.  686 
—  so  geht  ebenfalls  die  Richtung  des  gegen  jedes  einzelne  Fläcbeu- 
tbeilchen  wirkenden  Druckes  in  die  entgegengesetzte  über,  folgücb 
ist  die  Mittelkraft  der  von  der  Flüssigkeit  auf  die  Fläche  über- 
tragenen Drücke  in  diesem  Falle  vertical  aufwärts  gerichtet, 
von  gleicher  Gr&sse  mit  dem  Gewichte  der  flüssigen  Masse,  welche 
vorber  den  Baum  A  CB  ausfüllte,  und  ihren  Angriffspunkt  bildet 
der  Schwerpunkt  dieses  Raumes-  Diese  vertical  aufwärts  gerich- 
tete Mittelkraft  wird  der  „Auftrieb"  genannt. 

Auch  bei  dem  in  Fig.  687  dargestellten  Falle,  bei  welchem 
die  in  sich  zurücklaufende,  nach  allen  Seiten  hin  geschlossene 
Oberfläche  eines  ganz  von  der  Flüssigkeit  umgebenen  Raumes  die^ 
Druckfläche  bildet,  ist  die  Vertical-Projection  derselben  für  jede 
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Lage  der  verticalen  Projections- Ebene  gleich  Null,  folglich  wird 
die  Mittelkraft  sämmtlicher  auf  die  Fläche  übertragenen  Drttcke 
anch  in  diesem  Falle  durch  den  vertical  aufwärts  gerichteten  Auf- 
trieb dargestellt  Denkt  man  sich  den  ganzen 
eingetauchten  Raum  in  verticale  Säulen  von 
unendlich  kleinen  Querschnitts  -  Dimensionen 
zerlegt,  so  findet  man,  dass  der  Auftrieb  ftlr 
jeden  dieser  Raumtheile  dem  Gewichte  der 
Flüssigkeit,  welche  denselben  ausfüllen  würde, 
seiner  Grösse,  Sichtung  und  Lage  nach  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  dass  also  der  ganze 
Auftrieb  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit,  welche 
den  ganzen  eingetauchten  Baum  ausfüllen 
würde,  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Wenn 
mit  J  der  Inhalt  des  eingetauchten  Raumes, 
und  mit  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Gubikeinheit  bezeichnet 
wird,  so  ist  der  Auftrieb: 

926)  A=^y  .J. 
Diese  Kraft  hängt  ausschliesslich  ab  von  Grösse,  Form  und  Lage 
des  eingetauchten  Raumes,  ist  dagegen  vollkommen  unabhängig 
von  dem,  was  im  Inneren  dieses  Raumes  sich  befindet  —  also 
z.  B.  in  dem  Falle ,  wenn  der  eingetauchte  Raum  von  der  Sub- 
stanz eines  festen  Körpers  ausgefüllt  ist,  unabhängig  von  dem 
Gewichte  und  von  der  Lage  des  Schwerpunktes  des  eingetauchten 
Körpers.  Sowohl  für  die  in  Fig.  688  als  flir  die  in  Fig.  687  dar- 
gestellte Lage  eines  solchen  eingetauchten  Körpers  gilt  das  all- 
gemeine Gesetz: 

Der  auf  den  eingetauchten  Körper  vertical  auf- 
wärts wirkende  Auftrieb  ist  seiner  Grösse  nach  gleich 
dem  Gewichte  der  aus  dem  eingetauchten  Räume  ver- 
drängten Flüssigkeit  und  hat  seinen  Angriffspunkt 
in  dem  Schwerpunkte  des  eingetauchten  Raumes. 


§  175. 
Absolutes,  relatives  und  speclflechee  Gewicht 

Wenn  mit  Jder  Inhalt  eines  homogenen  Körpers  bezeichnet 
wird,  und  mit  q  das  Gewicht  der  in  jeder  Gubikeinheit  desselben 
enthaltenen  Masse,  so  ist  das  absolute  Gewicht  des  Körpers: 
927)     G  -=  y  .  J. 


^ 
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Der  Schwerpunkt  des  homogenen  Körpers  fällt  zusammen  mit  dem 
Schwerpunkte  des  von  demselben  ansgefttUten  Raumes.  Wenn  der 
Körper  in  eine  Flüssigkeit  ganz  eingetaucht  ist,  d.  h.  mindestens 
so  weit,  dass  kein  Theil  desselben  über  die  Oberfläche  hervor- 
ragt,  so  ist  der  von  dem  Körper  ausgefüllte  Raum  zugleich  der 
eingetauchte  Raum.  Der  Schwerpunkt  dieses  Raumes  bildet  da- 
her den  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt  des  Gewichtes  G  und 
des  Auftriebes  A.  Nach  Gleichung  926)  ist  das  Verhältniss  des 
Gewichtes  zum  Auftriebe: 

928)    ,  =  4=  ^4  =  1- 

gleich  dem  Verhältniss  des  Gewichtes  des  eingetauchten  Körpers 
pro'Cubikeinheit  zu  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  pro  Cubik- 
einheit.  Diese  Verhältnisszahl  s^  welche  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Cubikeinheit  und  der  Gewichtseinheit,  wird  das  » speci- 
fische  Gewicht^  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  genannt; 
und  zwar  ist  —  mit  Ausnahme  derjenigen  Fälle,  in  welchen  aus- 
drücklich eine  andere  Flüssigkeit  als  solche  bezeichnet  wird  — 
unter  jener  Flüssigkeit  immer  das  „Wasser"  zu  verstehen.  Das 
specifische  Gewicht  des  Wassers  selbst  ist  unter  dieser  Voraus- 
setzung gleich  Eins  zu  setzen,  und  für  die  specifischen  Gewichte 
anderer  Körper  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlen werthe: 


Specifische 


Gusseisen  .  .  .  (),6    bis  7,9 
Schmiedeisen  .  7,4 
Gussstahl  ...  7,8 

Kupfer 8,6 

Zink 6,9 

Zinn 7,1 

Granit 2,5 

Basalt 2,4 

Kieselstein.  .  .  2,3 
Kalkstein  ...  2,4 
Marmor  ....  2,5 
Sandstein  ...  1,9 
Ziegelstein.  .  .  1,4 

£ichenholz   .  .  0,62 
Tannenbolz  .  .  0,5 
Pappelholz    .  .  0,35 

Meerwasser  .  .  1,02 
Oel 0,91 

Atmosphärische  Luft  0,001  293 


7.9 
8,1 
9,0 
7,8 
7,6 

3,0 
3,3 
2,7 
2,8 
2,9 
2,7 
2,3 

1,17 

0,9 

1,02 

1,03 
0,94 


Gewichte. 

Blei 11,2  bis    11,5 

Messing 7,8  „       8,7 

Silber 10,1  „      10,6 

Gold 18,6  .      19,5 

Platin 19,3  „     22,1 

Aluminium 2,5 

Kalkmörtel    ...     1,6  bis     1,8 

Sand 1,2  „       1,9 

Erde 1,4  ,.       2,4 

Lehm 1,5  «       2,8 

Steinkohle.  ...    1,2  „       1,8 

Glas 2,5  „       3,8 

Eis 0,926 

Pockholz    ....     1,26  bis   1,34 

Kork 0,24 

Kautschuk 0,93 

Alkohol 0,79 

Quecksilber 13,6 

Wasserstofifgas  0,000  089  4. 
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Wenn  man  (nach  Gleichung  92S)  die  Grösse  q  ausdrückt 
durch  das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  so  erhält  man  fUr  das 
absolute  Gewicht  desselben  die  Gleichung: 

929)     G  =  s  .yJ, 
d.  h.  man  findet  das  absolute  Gewicht  des  Körpers ,  indem  man 
das  Gewicht  einer  Wassermasse  von  gleichem  Kauminhalte  multi- 
plicirt  mit  dem  specifischen  Gewichte  des  Körpers. 

Ein  Cubikmeter  Wasser  wiegt  1000  £11.  Das  specifische  Gewicht  des 
Bleis  ist  im  Mittel  gleich  11,35;  folglich  wiegt  ein  Cubikmeter  Blei  11  350  Kil. 

Der  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes  über  den  Auftrieb 
bildet  das  „relative"  oder  »scheinbare"  Gewicht  des  in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  Körpers  und  hat  die  Grösse: 

930)     Q=a—A  =  yJ(ff  —  l\ 
Das  Verhältniss  des  relativen  Gewichtes  zum  absoluten  Gewichte 

ist  also:  ^ 

Q^        s  —  1 

G 


931)     -^  = 


Wenn  eine  Bleimasse  von  1  Cubikmeter  Inhalt  in  Wasser  eingetaucht 
wird,  so  vermindert  sich  das  Gewicht  derselben  scheinbar  in  dem  Verhältniss 
von  11,35  zu  10,35,  und  der  Unterstatzungspunkt  würde  einen  Druck  von 
10  350  Kil.  erleiden,  während  ausserhalb  des  Wassers  dieser  Druck  11  350  Kil. 
betragen  würde. 

Die  obige  Gleichung  nimmt  für  s  aufgelöst  die  Form  an: 
932)    *  =  -^- 

Wenn  man  mittelst  einer  Wage  das  eine  Hai  das  absolute  Ge- 
wicht, das  andere  Mal  das  relative  Gewicht  des  in  Wasser  ein- 
getauchten Körpers  bestimmt  hat,  so  findet 
man  das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  in- 
dem man  das  absolute  Gewicht  dividirt  durch 
den  Ueberschuss  des  absoluten  Gewichtes  über 
das  relative  Gewicht. 

Das  specifische  Gewicht  lässt  sich  auch  als  Ver- 
hältniss von  zwei  Längengrössen  darstellen.  Wenn 
zwei  aus  gleichem  Stoffe  bestehende  Cylinder  vom 
Querschnitt  Eins  an  einer  gleicharmigen  Wage  (oder 
an  einem  über  eine  Rolle  gelegten  Faden)  im  Gleich- 
gewicht hängen  —  der  eine  im  Wasser  eingetaucht, 
der  andere  ausserhalb  desselben  befindlich  (Fig.  688) 
—  so  wird  bei  dem  eingetauchten  Cylinder  der  Ueber- 
schuss seines  absoluten  Gewichtes  durch  den  Auftrieb 
aufgewogen.    FQr  das  specifische  Gewicht  erglebt  sich 


Fig.  688. 
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demnach  die  Gleichung: 
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£«  würden  also  z.  B.  die  Lftogea  tod  zwei  Blei-Cyliudem,  welche  auf  solche 
Art  einander  die  Wage  halten,  wie  11,35  zu  10,35  sich  verhalten. 


Wirkung  de«  Auflriebsi  bei  thellweise  eingetauchten  Korpern. 

Zwei  tfaeilweise  eiogetaachte  Gylinder  Tom  Qaerschnitte  Eine, 
TOQ  ungleicher  Länge  und  von  gleichem  specifischeo  Gewichte, 
halten  ao  den  Endpunkten  eiDCB  gleicharmigen  Wagebalkeus  (oder 
eines  Über  eine  ohne  Reibung  drehbare  Rolle  gelegten  Fadens) 
hängend  einander  im  Gleichgewichte,  wenn  der  GewichtsUberscbuss 
des  schwereren  und  in  Folge  dessen  tiefer  eingetauchten  Cylinders 
aufgewogen  wird  durch  den  Ueberschuss  des  Auftriebes.  Für  die 
dem  specifischen  Gewichte  s  nnd  der  Längen  -  Differenz  x  ent- 
sprechende Gleichgewichtelage  ergiebt  eich  also  nach  Fig.  689  die 
Bedingunge-Gleichung: 

Fig.  68».  934)    sya;  =  ys,     oder :     *  =  -^  ■ 

Die  Rolle  befindet  sich  dabei  im  stabileo 
Gleichgewichtszustände,  insofern  bei  einer 
Drehung  derselben  —  sowohl  nach  der  einen 
als  nach  der  anderen  Seite  hin  —  die  damit 
verbundenen  Aenderungen  der  Auftriebe  ein  in 
entgegengesetzter  Richtung  drehendes  Kräfte- 
paar bilden  wUrden. 

Der  Dracii  des  in   einen  cylindriecben 
GefUsse  enthaltenen  Wassers  gegen  die  hori- 
zontale Bodenfiäche  des  Gefässes  ist  (nach 
§  172}  unter  allen  Umständen  gleich  dem  Ge- 
wichte der  cylindrischen  Waesersänle,  welche 
die  Höhe  des  Waseerspiegels  Über  der  Bodenfläche  zur  Höhe  und 
die  Bodenfläche  selbst  zur  Grundfläche  hat.    Wenn  durch  ein- 
getauchte Körper  ein  Theil  des  Waesers  verdrängt  und  in  Folge 
dessen  ein  Steigen  des  Wasserspiegels  hervorgebracht  wird,  so 
wächst  jener  Druck  in  gleichem  Verbältnies  mit  der  Zunahme  der 
Wasserstaudshöhe  in  dem  Gefässe. 

Die  in  Fig.  690  dargestellte  Doppelrolle  befindet  sich  unter 
Einwirkung  der  vier  symmetrisch  auf  beide  Seiten  vertheillen  Be- 
lastungen —  bestehend  an  jeder  Seite  in  einem  theilweise  mit 


Wirkang  des  Auftriebes  bei  theilweiee  ebigetauchteD  Körpern.       665 

Wssaer  geffillten  c;lindriacben  Gefässe  ood  eiaem  in  das  Wasser 
biDeinhäagenden  cylindriscben  KDrper  —  in  stabilem  Gleichge- 
wichtszustände.   WeDD  dnreb  das  Anbängen  des  Uebergewicbtes  P 
an    der    linken  Seite    eine 
Flg.  MO.  F.g.  m.  Drebnng  der  Rolle  um  den 

Winkel    a    hervorgebracht 
wird  (Fig.  691),  so  entfernt 
sieb  in  dem  Gefässe  links 
der    eingetauchte    Cylinder 
von    dem   Boden    des   Ge- 
^       fäases  um  die  Grttsse: 
935)    a^  =  (ß  — r)o, 
wahrend    in    dem   Gefässe 
-■  g      rechts    der    eingetancbte 

f  a-jT    Cylinder  um  eben  so  viel 

dem  Boden  sich  nähert. 
In  Folge  dessen  findet  in 
dem  Gefässe  links  eine 
Verminderung  und  in 
dem  Gefässe  rechts  eine 
Vermebrung  der  Wasserstandshöbe  statt  von  der  Grösse: 

In  dem  Gefässe  links  wird  der  Druck  des  Wassers  gegen  den 
Boden, nm  die  GrOsse  yFs  vermindert,  während  in  dem  Ge- 
fässe rechts  der  Bodendruck  um  eben  dieselbe  Grösse  vermehrt 
wird.  Diesen  beiden  Aenderungen  entspricht  eine  zwiacben  den 
statischen  Momenten  der  an  dem  Hebelarme  R  wirkenden  Be- 
lastungen entstehende  Differenz  von  der  Grösse  2yFsR. 

Die  Eintanchnngstiefe  des  in  das  Gefäss  links  hiDabbängen- 
den  Cylinders  vermindert  sich  um  die  Grösse  x -^  s;  folglich 
ist  7f{^  +  ^)  die  Grösse,  um  welche  der  Auftrieb  abnimmt, 
oder  das  am  Hebelarme  r  wirkende  relative  Gewicht  des  Cy- 
linders  zunimmt.  Ebenso  gross  ist  in  dem  Gefässe  rechts  die 
Abnahme  des  relativen  Gewichtes  des  in  das  Geßlss  hinab- 
hängenden Cylinders.  Diesen  letzteren  beiden  Aenderungen  ent- 
spricht eine  zwischen  den  statischen  Momenten  der  au  dem  Hebel- 
arme r  wirkenden  relativen  Gewichte  entstehende  Differenz  von 
der  Grösse  2//(x  +  5)r. 

Durch  dag  Uebergewicbt  P  kommt  ein  drittes  statisches  Mo- 
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ment  hinzu  von  der  Grösse  PR.  Die  algebraische  Samme  der 
drei  oen  hinzQgekommeneti  statischen  Momente  mnss  gleich  Null 
sein,  also  ist: 

937}    {i  =  PR  —  2yFsli  +  %Yf{x-\-s)r. 
Wenn  man  hierin  für  x  und  x  die  oben  gefundenen  Werthe  sub- 
stitnirt,  80  erhält  man  für  den  durch  das  Uebergewicht  P  hervor- 
gebrachten Ausschlagwinkel  a  die  Gleichung: 
—     PPJP—f) 

938)  ß—  2yFf{B-i-r' 

Bei  der  in  Fig.  698  dargestellten  Anordnung  wird  die  an  den 
beiden  äusseren  Fäden  hängende  Last  —  bestehend  in  der  Platte 
nebst  dem  auf  der  Platte 
Fig.  6»a_  ^Fig.  fl»^       stehenden  cylindrischen 

J  f^%j  Wassergefässe  —  im 
'^  ;^—M  Gleichgewicht  gehalten 
durch  die  an  den  beiden 
inneren  Fäden  hängende 
Last  —  bestehend  in  den 
relativen  Gewichten  der 
beiden  theilweise  einge- 
tauchten Cylinder.  Wenn 
durch  das  Anhängen  des 
Uebergewichtes  P  be- 
wirkt wird ,  dass  die 
>— '''  Platte    um   die   Grösse 

a:=Ta  sinkt  {Fig.  693),  so  werden  gleichzeitig  die  beiden  Cy 
linder  um  dieselbe  Grösse  steigen,  also  von  dem  Boden  des  Ge- 
fässes  um  die  Grösse  2^  sich  entfernen.  In  Folge  dessen  sinkt 
der  Wasserstand  in  dem  Gefässe  um  die  Grösse: 

939)  .-_2..(j^), 

und  der  Bodendruck  nimmt  ab  um  die  Grösse  y  Fs,  Dabei  ver- 
mindert sich  die  Eintauchungstiefe  der  beiden  Cylinder  um  die 
Grösse  2x  -\-  s,  und  ihr  relatives  Gewicht  erhält  dadurch  die 
Zunahme  ^yfi^x-^-a).  Diese  beiden  Belastunp-Aenderangen 
werden  durch  das  Gewicht  ausgeglichen,  also  ist: 

940)  ü  =  F—yFs  —  1yf{1x+z). 

Wenn  man  hierin  fUr  s  den  oben  gefundenen  Werth  substituirt, 
so  erhält  man  für  die  durch  das  Uebergewicht  P  hervorgebrachte 
Senkung  x  die  Gleichung: 
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941)     X 


P{F-2f) 
SyfF 


Die  zum  Emporheben  eines  ganz  unterhalb  des  Wasserspiegels 
befindlichen  auf  der  horizontalen  Bodeniiäche  eines  mit  Wasser 
geflillten  Gefässes  ruhenden  Körpers  erforderliche  Kraft  wird  im 
Allgemeinen  gleich  dem  Ueberschusse  des  absoluten  Gewichtes 
über  den  Auftrieb  oder  gleich  dem  relativen  Gewichte  des  Körpers 
sein  (Gleichung  930) ;  da  unter  gewöhnlichen  Umständen  zwischen 
jenem  Körper  und  seiner  Unterstützungsfläche  eine  mit  der  übrigen 
Wassermasse  communieirende  Wasserschicht  sich  befindet,  nnd  in 
Folge  dessen  der  Körper  als  an  allen  Seiten  von  Wasser  umgeben 
zu  betrachten  ist.  Für  den  in  Fig.  694  dargestellten  Fall  z.  B. 
würde  die  zum  Heben  des  Körpers  erforderliche  Kraft  Q  zu  be- 
stimmen sein  aus  der  Gleichung: 

Q=G-yJ, 

in  welcher  J  den  wirklichen  Rauminhalt  des  Körpers  und  G  das 
absolute  Gewicht  desselben  bezeichnet. 


Fig.  694. 


Fig.  695. 


Fig.  696. 
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Wenn  jedoch  auf  irgend  eine  Art  bewirkt  wird,  dass  zwischen 
der  Grundfläche  des  Körpers  und  seiner  Unterlage  entweder  eine 
vollkommene  Berührung  stattfindet,  oder  statt  jener  Wasserschicht 
€in  leerer  Baum  sich  befindet,  so  wird  an  der  Grundfläche  der 
von  unten  nach  oben  wirkende  hydrostatische  Druck,  welcher  bei 
dem  vorigen  Falle  einen  Theil  des  Gewichtes  G  trug,  nunmehr 
wegfallen,  und  es  wörde  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  696  dargestellten 


Bitter,  Mechanik.    5.  Aafl. 
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Falle  zum  Emporheben  des  Körpers  im  ersten  Augenblicke  die 
Kraft  erforderlich  sein: 

942)  K=G  +  yF/i. 

Wenn  der  Ueberschuss  der  Kraft  K  über  das  Gewicht  G 
mehr  betrüge  als  das  Gewicht  der  Wassermasse  and  des  (refässes 
zusammengenommen,  so  würde  bei  dem  Hinaufeiehen  des  Körpers 
das  ganze  Gefäss  mit  emporgehoben  werden.  In  diesem  Falle 
würde  es  möglich  sein,  das  Gefäss  auf  die  in  Fig.  696  angedeutete 
Weise  aufzuhängen,  bei  welcher  der  die  Bodenöffnung  yerschlies- 
sende  Deckel  an  einem  Faden  aufgehängt  ist,  und  an  dem  Deckel 
wiederum  das  Gefäss  hängt  —  letzteres  getragen  durch  den  hydro- 
statischen Druck  des  in  dem  Gefässe  selbst  enthaltenen  Wassers. 
Wenn  mit  P  das  Gewicht  der  ganzen  Wassermasse  und  mit  Q 
das  Gewicht  des  Gefässes  selbst  (ohne  den  Deckel)  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  Bedingungs- Gleichung  für  die  Grenze  des  Gleichge- 
wichtes : 

943)  yFk  =  P+Q. 

Auf  demselben  Principe  beruht  der  stabile  Gleichgewichts- 
zustand des  in  Fig.  697  dargestellten  Apparates.  Durch  das  An- 
hängen des  Uebergewichtes  K  wird  die  Spannung  des  Fadens, 

an  welchem  das  Ganze  hängt,  jedenfalls 
um  die  Grösse  K  vermehrt.  Wenn  das 
Gefäss  um  die  Grösse  a;  sich  senkt,  so 
steigt  die  Höhe  des  Wasserspiegels  über 

F 

dem  Kolben  um  die  Grösse  s=-jjp — ^r, 

und  der  auf  den  Kolben  wirkende  hydro- 
statische Druck  wächst  um   die  Grösse 

yFz  =  yFx  f -TT —  1  j,  welche  ebenfalls 

die  Vergrösserung  der  Spannung  des  Fa- 
dens bildet.  Die  durch  das  Uebergewicht 
K  hervorgebrachte  Senkung  x  ist  also  zu 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 


Fig.  697. 


944) 


K.rF.{^-^) 


Denkt  man  sich  in  die  verticale  Wand  eines  mit  Wasser  ge- 
füllten Gefässes  einen  um  seine  horizontale  in  der  Wand- Ebene 
liegende  Achse  drehbaren  Gylinder  von  der  Länge  /  eingeschaltet 
(Fig.  698),  so  findet  man,  dass  der  gegen  die  eingetauchte  Mantel- 


Wirkang  des  Auftriebes  bei  UieilweiBe  eingetaachten  Körpern.       669 

hälfte  wirkende  horizontale  Dmck  D  sieb  znaammenBetzt  aas 
einem  Horizontaldracke  H,  welcher  der  rechteckfßrmigea  Vertical- 
Projectton  dieser  Fläche  gegen  die  Wand -Ebene  eDtBpricbt,  nnd 
einer  verticalen  Seitenkraft  A,  welche  in  dem  Auftriebe  der  ein- 
getancbten  Cylinderbälfte  besteht.  Nach  Gleicbnng  913)  nnd  Glei- 
chung 920]  ist: 
H^y.lrl.b     und     s  =  -~.^^;    folglich:    Hz=^ylr'. 

Es  ist  femer  nach  Gleichung  926):  ^^y—^l,  und  nach  Glei- 

4;.  2 

chung  159):  a:^-^\  folglich;  A.x  =—yli^.    Da  die  statischen 

Momente  der  beiden  Seitenkräfte  H  und  A  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt 0  einander  gleich  sind,  so  geht  ihre  Mittelkraft  D  durch 
den  Funkt  0  hindurch,  kann  also  keine  Drehung  des  Cjlinders 
hervorbringen. 

Das  Hinwegnebmen  des  oberen  oder  unteren  Quadranten  von 
der  eingetauchten  Gylinderbitirte  ändert  Nichts  in  dem  Horizontal- 

Fig.  «»8.  Fig.  689.  Fig.  70«. 


r- 


Drucke  und  hat  in  Bezug  auf  den  Vertical- Druck  dieselbe  Wir- 
kung, wie  wenn  der  dem  weggenommenen  Theile  entsprechende 
Auftrieb  —  A^'y——l  in  entgegengesetzter  Richtnng  (also  vertical 
abwärts  wirkend)  hinzugefügt  wfirde.  Hierans  ergiebt  sich,  dass 
in  jedem  der  beiden  in  Fig.  699  und  Fig.  700  dargestellten  Fälle 
der  Total-Druck  R  betrachtet  werden  kann  als  die  Mittelkraft  aus 
der  Kraft  D  nnd  der  vertical  abwärts  am  Hebelarme  x  wirkenden 
Kraft  -^  ■  Dieser  Druck  R  hat  also  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt 
0  das  statische  Moment: 

945)     \  Ax  =  \ylt^, 
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und  würde  in  beiden  Fällen  eine  von  links  nach  rechts  gerichtete 
Drehung  hervorbringen. 

§  177. 
Stabilität  schwimmender  Körper.    Metacentnim. 

Ein  schwimmender  Körper  befindet  sich  in  der  Gleichgewichts- 
lage, wenn  der  dem  eingetauchten  Baume  entsprechende  Auftrieb 
A  gleich  dem  Gewichte  G  des  Körpers  ist,  und  wenn  zugleich 
der  Schwerpunkt  J  des  eingetauchten  Raumes,  als  Angriffspunkt 
des  Auftriebes,  mit  dem  Schwerpunkte  &  des  Körpers,  als  dem 

Angriffspunkte  seines 
Gewichtes,  in  einer  und 
derselben  Verticalen 
liegt  (Fig.  701).  Die  bei 
solcher  Gleichgewichts- 
lage mit  der  Verticalen 
«S  J  zusammenfallende 
Achse  ZU  des  Körpers 
wird»  Schwimm- Achse  *, 
und  die  mit  der  Ebene 
des  Wasserspiegels  WOX 
zusammenfallende  Ebene  des  Körpers  wird  „  Schwimm  -  Ebene ' 
genannt. 

Um  die  Stabilität  der  Gleichgewichtslage  zu  prüfen,  hat  man 
sich  die  Schwimm-Achse  des  Körpers  in  eine  um  den  sehr  kleinen 
Elongations- Winkel  y  von  ihrer  verticalen  Gleichgewichtslage  ab- 
weichende Lage  gebracht  zu  denken,  und  das  Moment  3ß  desjenigen' 
Kräftepaares  zu  berechnen,  welches  erforderlich  sein  würde,  um 
den  Körper  bei  dieser  geneigten  Lage  im  Gleichgewicht  zu  halten. 
Es  soll  bei  dieser  Untersuchung  hier  vorausgesetzt  werden,  dass 
der  Körper  eine  gewisse  einfache  symmetrische  Form  hat,  näm- 
lich die  Form  eines  Prisma,  dessen  Längen -Achse  rechtwinkelig 
zu  jener  verticalen  Drehungs-Ebene  (also  horizontal)  gerichtet  ist, 
und  dessen  Querschnittsfläche  symmetrisch  halbirt  wird  von  einer 
rechtwinkelig  zu  derselben  durch  die  Schwimm-Achse  gelegten 
Ebene.  Wenn  alsdann  die  Länge  dieses  Prisma  als  Längeneinheit 
gewählt  wird,  so  bildet  die  dem  eingetauchten  Räume  entspre- 
chende Inhaltszahl  zugleich  die  Flächenzahl  des  unter  dem  Wasser- 
spiegel befindlichen  Theiles  der  Qnersehnittsfläche,  und  auf  ana- 
loge Weise  können  die  einzelnen  Theile  dieser  Fläche  den  durch 
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sie  repräsentirten  Theilen  des  eingetauchten  Raumes  substituirt 
werden. 

Die  Kräfte,  durch  welche  der  Körper  in  seiner  neuen  Gleich- 
gewichtslage (Fig.  702)  erhalten  wird,  sind :  erstens  der  neue  Auf- 
trieb ^1,   zweitens  das 
Fig.  702.  Gewicht    des    Körpers, 

drittens  das  Kräftepaar 
vom  Momente  9J2.    Da 
einEjäftepaar  nur  durch 
ein  anderes  Kräftepaar 
im  Gleichgewichte   ge- 
halten werden  kann,  so 
müssen  die  beiden  Kräfte 
A^  und  G  ein  Kräftepaar 
bilden ,     woraus    folgt, 
dass  Ji  =  G  ist.   Nach 
Fig.  702  ist  der  Hebel- 
arm dieses  Kräftepaares 
gleich  tt  .  sin  y ,  wofttr 
wegen  vorausgesetzter  Kleinheit  des  Winkels  (p  auch  u  .  cp  gesetzt 
werden  kann.    Die  Momente  der  beiden  Kräftepaare  mtlssen  ein* 
ander  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  also  ist: 
946)     m=Guq>. 
Der  neue  Auftrieb  A^  kann  betrachtet  werden  als  die  Mittel- 
kraft aus  drei  Kräften,  nämlich  aus  dem  früheren  Auftriebe  A^ 

aus  dem  Auftriebe  a, 
welcher  dem  an  der 
einen  Seite  neu  einge- 
tauchten Räume  ent- 
spricht, und  aus  dem 
negativen  Auftriebe  a,, 
welcher  dem  an  der 
anderen  Seite  über  den 
Wasserspiegel  empor- 
gestiegenen Theile  des 
früher  eingetaucht  ge- 
wesenen Raumes  ent- 
spricht (Fig.  708).  Da 
^j  ™  6?  r=  ^  ißt,  BO  muss  auch  a,  =  a  sein.  Es  muss  also  der 
neu  eingetauchte  Raumtheil  gleiche  Grösse  haben  mit  dem  an  der 
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anderen  Seite  über  den  Wasserspiegel  emporgehobenen  Raamtheile. 
Hieraus  folgt  bei  der  vorausgesetzten  symmetrischen  Form  des  Kör- 
pers, dass  die  jene  beiden  Raumtheile  repräsentirenden  Flächen- 
theile  zwei  gleich  grosse  Dreieckflächen  bilden,  deren  gemeinschait- 
liche  Spitze  mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt,  als  dem  Purch- 
schnittspunkte  der  Schwimm-Ebene  mit  der  Schwimm- Achse.  Jede 

dieser  Flächen  kann  betrachtet  werden  als  ein  Kreissector  oder 

1 
ein  gleichschenkeliges  Dreieck  von  der  Grundlinie  -^bq)  und  der 

1  ^ 

Höhe  -^A,  also  ist: 

11  11 

947)  fl  =  — y  .  —  Aqp  .  —  6  =  — yA«^  =  a,. 

Der  Schwerpunkt  jedes  der  beiden  Dreiecke  liegt  im  Abstände 

2      1  1 

-Q — o" *  "^  "q"  *  ^^^  ^^^  Spitze,  also  bilden  die  beiden  Kräfte  « 

2 
und  fl,  ein  Kräftepaar  vom  Hebelarme  -r-  b  und  vom  Monaente: 

948)  m  =  fl.-|-6  =  ^/6>. 

Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  A^  mtiss  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  ihrer  drei  Seitenkräfte  sein  in 
Bezug  auf  jeden  beliebigen  Punkt,  z.  B.  auch  in  Bezug  auf  den 
Punkt  J,  oder  —  da  das  Moment  der  Kraft  A  in  Bezug  auf  den 
Punkt  J  gleich  Null  ist  —  gleich  der  Momenten-Summe  der  bei- 
den Ki*äfte  a  und  a^,  d.  h.  gleich  dem  Momente  des  aus  diesen 
beiden  Kräften  bestehenden  Kräftepaares;  also  ist: 

949)  A,.x  =  m. 

Wenn  mit  F  der  unter  dem  Wasserspiegel  befindliche  Theil 
der  Querschnittsfläche  (oder  auch  der  Inhalt  des  ganzen  einge- 
tauchten Raumes)  bezeichnet  wird,  so  ist  ^,  =  -4  =  yF  zu  setzen, 
.und  wenn  die  Höhe  des  Punktes  S  über  dem  Punkte  J  mit  h  be- 
zeichnet wird,  so  kann  a;  =  JM ,  sin  cp  =  (w  -f-  A)  qn  gesetzt  werden. 
Man  erhält  also  die  Gleichung: 

950)  yF.(u  +  h)(p  =  m. 

Wenn  man  diesen  Werth  ftir  m  in  Gleichung  948)  substituirt,  so 
nimmt  dieselbe  fUr  u  aufgelöst  die  Form  an: 

b^ 

951)  7/  =  j^  —  h. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  u  unabhängig  ist  von 
der  Grösse  des  Elongationswinkels  (p  (so  lange  nämlich  dieser 
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Winkel  überhaupt  eine  geringe  Grösse  hat).  Es  giebt  also  in 
der  Schwimm -Achse  einen  Punkt  i/,  welcher  vor  den  übrigen 
Punkten  derselben  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft  voraus  hat, 
bei  kleinen  Schwankungen  des  schwinämenden  Körpers  beständig 
den  Durchschnittspunkt  der  Schwimm -Achse  mit  der  Richtungs- 
linie des  Auftriebes  zu  bilden.  Dieser  Punkt  wird  das  „Meta- 
centrum'' des  schwimmenden  Körpers  genannt.  Aus  Gleichung 
946)  ergiebt  sich,  dass  das  dem  Elongationswinkel  q)  entsprechende 
Drehungsmoment  3JZ  unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  Grösse 
u  proportional  ist.  Die  Stabilität  des  schwimmenden  Körpers  ist 
also  um  so  grösser,  je  höher  das  Metacentrum  über  dem  Schwer- 
punkte liegt,  und  das  Gleichgewicht  überhaupt  ein  stabiles,  so 
lange  u  grösser  ist  als  Null.  Nach  Gleichung  951)  ist  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt,  wenn  h  negativ  ist;  d.  h.  das  Gleich- 
gewicht des  schwimmenden  Körpers  ist  unter  allen  Umständen 
stabil,  sobald  der  Schwerpunkt  des  Körpers  tiefer  liegt  als 
der  Schwerpunkt  des  eingetauchten  Raumes.  Der  Gleichgewichts- 
zustand ist  dagegen  labil,  wenn  u  negativ  ist,  und  indifferent, 
wenn  u  gleich  Null  ist,  oder: 

*3 


952) 


12F 


=  Ä, 


d.  h.  wenn  das  Metacentrum  mit  dem  Schwerpunkte  des  Körpers 
zusammenfällt. 

Für  ein  homogenes  Parallelepipedon  vom  specifischen  Gewichte  s,  von 
der  Länge  Eins,  der  Höhe  a  und  der  Breite  h  (Fig.  704),  findet  man  zunächst 

die  Eintauchongstiefe  z  (indem  man 
das  Gewicht  O^syah  und  den  Auf- 
trieb ^b»  7^2;^  einander  gleich  setzt) 
ans  der  Gleichung: 
953)  syab^yzb,  oder:  z^as. 
Die  Qnerschnittsfläche  des  einge- 
tauchten Raumes  hat  den  Inhalt: 

954)    F':^zh=>sah, 
und  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des 
ganzen  Körpers  aber  dem  Schwer- 
punkte   des    eingetauchten   Theiles 
hat  die  Grösse: 

-  955)     A«y-i-«y(l-^). 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  aus  Gleichung  951)  fOr  die  Höhe 
des  Metacentrums  über  dem  Schwerpunkte  den  Werth: 

b^  a 


1 
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oder  wenn  ans  Verbältniss  —  —  n  gesetet  wird,  den  "Werth: 

956)     «  =  ^[„«-6*11-«]. 

Bei  eiuem  P&rallelepipedoa,  dessen  specifiBcbes  Gewicht  gleich  -^  ist,  und 
deBsen  Breite  das  Sechsfache  der  Hohe  a  beträgt,  liegt  alao  das  Hetacentnim 
in  der  Hebe:  u  —  5,75  a  über  dem  Scbwerp unkte. 

Wenn  man  u  =<  0  setzt  in  der  obigen  Gleichung,  so  erb&lt  man  ßtr  den- 
jenigeD  Werth  dea  Quotienten  n,  welcher  der  Grenze  der  Stabilität  oder  dem 
indifferenten  Gleichgewi cbtszuBtande  entspricht,  die  Gleichung: 

951)    n'  — 6j(l  —  s)— ft,    oder:    n  —  y^sH-^s), 
aus  welcher  z.  B.  die  nachfolgenden  zuaammengehödgen  Werthe  der  OrAsaen  t 
und  n  sich  ergeben: 

s  -=  0,1         0,2       0,3  0,4     0,5         0,6     0,7  0,8      0,U 

n  — 0,735     0,9b     1,1225     1,2     1,225     1,2     1,1225     0,98    0,735. 

Die  StabiUt&t  des  Gleicbgewicbtes  erfordert  also  einen  um  so  grosseren  Wertk 

des  yerbaltDissea  der  Breite  zur  Höhe,  je  mehr  das  specifitche  Gewicht  dem 

Werthe  0,5  sich  nfthert. 

Wenn  bei  einem  im  Btabilen  Gleictigewicbte  scbwimmeadeD 
prismatiBcben  Körper  ein  Tbeil  vom  Gewicbte  i'  an  irgend  einer 
Stelle  »f  (ausserlialb  des  Wassers)  binweggeuommen  und  an 
irgend  einer  anderen  (io 
'^'  derselben     QnerBcbnitts- 

|;  Ebene  liegenden)  Stelle  » 

"'  wieder  binzngeftigt  wird 

(Fig.  705),  so  bat  diese 
Aenderung  der  Gewicbts- 
vertheilnng  genau  die- 
selbe Wirkung  wie  daa 
Hinzufügen  eines  Kräfte- 
paares vom  Momente 
m  =  P.i,  dessen  Hebel- 
arm /  die  Horizontal-Pro- 
jection  des  Äbstandes  m» 
bildet.  Für  den  von  die- 
sem Kräftepaare  bervor- 
gebracbten  Aasschlagwinkel  </>  ergiebt  sieh  ans  Gleichung  946) 
der  Werth: 

958)     ,/-,=  .^.-i. 

Wenn  z.  ß.  der  schwimmende  Körper  ein  Parallelepipedon  ist  (ron  der 
Höhe  a,  toa  der  Breite  t  —  6  a  nud  vom  specifischen  Gewicbte  s  —  0,5)  deeten 
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Metacentnim  —  wie  oben  gefunden  —  in  der  Höhe  u  s=  5,75  a  über  dem  Schwer- 
punkte liegt,  BO  bringt  eine  Verschiebung  des  Gewichtstheiles  P  »  0,01  0  in 
der  Breitenrichtung  um  die  Grösse  /  =-  2  a  einen  Ausschlagwinkel  hervor  von 
der  Grösse: 

tp  ==r  0,01  .  Ji^     ==0,003  48  ^  0,2  Grad. 

5,7D  €1 

Anstatt  die  obige  Gleichung  zur  Berechnung  des  Ausschlag- 
winkels (p  zu  benutzen,  kann  man  dieselbe  auch  umgekehrt  in 

der  Form: 

P      l 

959)     tt  =  -TT- 

(jr      q) 

dazu  benutzen,  um  bei  einem  Körper  von  beliebiger  Querschnitts- 
form (z.  B.  bei  einem  Schiffe)  die  Lage  des  Metacentrnms  zu  be- 
rechnen, sobald  der  bei  einer  gegebenen  Veränderung  in  der 
Gewichtsvertheilung  entstehende  Neigungswinkel  q)  durch  directe 
Beobachtung  bestimmt  wurde. 

Wenn  man  z.  B.  beobachtet  hätte,  dass  der  Mast  eines  Schiffes  vom 
Totalgewichte  O  um  den  Winkel  tp  »  0,003  48  {^  0,2  Grad)  gegen  die  verti- 
cale  Gleichgewichtslage  sich  neigt,  sobald  ein  Theil  der  Schiffshidung  vom 
Gewichte  P=  0,01  Q  in  der  Breitenrichtung  des  Schiffes  um  die  Strecke  /»  4'" 
verschoben  wird,  so  würde  ans  Gleichung  959)  sich  ergeben,  dass  das  Meta- 
centrum  des  Schiffes  in  der  Höhe: 

Über  dem  Schwerpunkte  lag;  und  nachdem  auf  solche  Weise  die  Lage  des 
Metacentrnms  gefunden,  würde  man  den  durch  irgend  ein  anderes  Kräftepaar 
vom  Momente  P^  .  l^  hervorgebrachten  Neigungswinkel  9p  ^  alsdann  berechnen 
können  aus  der  Gleichung: 

■ 

also  z.  B.  finden,  dass  in  dem  hier  angenommenen  Falle  eine  Verschiebung  des 
Gewichtes  /^^  =»  lOi'  um  die  gleiche  Strecke  /«4°'  eine  Neigung  des  Schiffes 
um  2  Grad  hervorbringen  würde. 


NEÜNUNDZWANZIGSTES  CAPITEL. 

Gleichgewicht  gasjfonniger  Flüssigkeiten. 

§  178. 
Mariotte'sches  Gesetz. 

Der  Druck,  welcher  vou  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  auf 
die  einschliessenden  Gefässwände  übertragen  wird,  ist  unter  sonst 
gleichen  Umständen  proportional  ihrer  Dichtigkeit,  oder  umge- 
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kehrt  proportional  der  Grösse  des  Ranmes,  welchen  die  Flüssig- 
keit einnimmt 

Denkt  man  sich  in  einem  cylindriechen  Gefä«se  zwischen  dem 
festen  Boden  desselben  nnd  einem  bewegliehen  luftdicht  sohlies- 
senden  Kolben  eine  OaBmasee  eingeschloBsen,  so  findet  man,  dass 
bei  einer  Verschiebnng  des  Kolbens  der  Banminhalt  dieser  Gas- 
masse  proportional  dem  Abstände  des  Kotbens  von  dem  Boden 
des  CytinderB  sich  ändert,  nnd  dass  die  Dichtigkeitder  Gasmaese 
umgekehrt  proportional  diesem  Abstände  sich  ändert  Denn  wenn 
z.  B.  der  Abstand  des  Kolbens  anf  den  n-ten  Theil  vennindert, 
nnd  dadurch  die  Gasmasse  anf  den  n-ten  Theil  des  vorher  von 
derselben  eingenommenen  Banmes  zasammengedrängt  wird,  so  ist 
DiiDmebr  in  jeder  Cnbikeinheit  des  lohalts  n-mal  so  viel  Masse 
enthalten  als  bei  der  anfänglichen  Kolben- Steitnng,  folglich  die 
Dichtigkeit  n-mal  so  gross  geworden  als  vorher.  Nach  dem 
Uariotte'schen  Gesetze  wttrde  in  diesem  Falle  auch  der  auf  jede 
Flächeneinheit  der  Kolbenfläche  (oder  der  inneren  Wandfläche  des 
Cjlinders)  tlbertragene  Druck  n-mal  so  gross  geworden  sein  als 
vorher  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  gleichzeitige  sonstige  (z.  B.  * 
Temperatur-)  Aenderungea  erfolgten.  Wenn  mit  p^  der  anHlng- 
liche,  mit  p  der  nacbherige 
Druck  pro  Flächeneinheit  be- 
zeichnet wird,  nnd  mit  x,  der 
anfängliche,  mit  .t  der  nach- 
herige Abstand  des  Kolbens 
vom  Cylinderboden  bezeich- 
net wird  (Fig.  706),  so  lässt 
sich  das  Mariotte'sche  Gesetz 
ausdrUckeu  dnrcb  die  Glei- 
chung: 


Fig.  306. 

-T 

-t 

960) 


i!-=  i 


oder:  px  =  p,x„ 

.        ,  und  anf  die  in  Fig.  707  an- 

gedeutete Weise  graphisch 
darstellen  durch  eine  Curve,  welche  den  geometrischen  Ort  bildet 
für  die  dem  Punkte  A  gegenüberliegenden  Eckpunkte  aller  Recht- 
ecke von  gleichem  Fläch  euinhalte  mit  dem  gegebenen  Rechteck 
AB  CD.  Zugleich  stellt  die  Fläche  MBCP  die  mechanische  Ar- 
beit dar,  welche  der  auf  jede  Flächeneinheit  der  Kolbenfläche 
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wirkende  veränderliche  Druck  p  bei  dem  Uebergange  des  Kolbens 
ans  der  Stellang  M  in  die  Stellung  B  verrichten  würde,  wenn  bei 

dieser  Ausdehnung  der  Gas- 
masse die  Temperatur  der- 
selben constant  bliebe.  Denkt 
man  sich  jene  Fläche  zerlegt 
in  unendlich  schmale  Streifen 
von  der  Breite  A  (Fig.  708), 
so  findet  man,  dass  der  ganze 
Inhalt  derselben  durch  den 
Ausdruck  :e  (p  A)  und  die  von 
dem  Drucke  gegen  die  ganze 
Kolbenfläche    F    verrichtete 

mechanische  Arbeit  durch  die  Gleichung: 

961)    ^~F.2{pA) 
sich  darstellen  lässt,   welche   nach  Substitution   des   fttr  p  aus 
Gleichung  960)  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt:  . 


Fig.  708. 


962)     a  =  F.2 


w 


=  p...f.:j(A 


oder  wenn  das  Product  a^,  .  F  als  derjenige  Rauminhalt,  welcher 
dem  Drucke  p^  entspricht,  mit  J^  bezeichnet  wird,  die  Form: 

963)    a  =  p,/,2'(-^).*^ 


/A 


die  Summe  der  einzelnen 


Hierin  bedeutet  der  Ausdruck  2  { - 

Quotienten,  welche  man  erhält,  indem  man  jeden  der  einzelnen 
Abschnitte  A,  in  welche  die  ganze  Strecke  x^  —  x  zerlegt  wurde, 
durch  den  Abstand  desselben  von  dem  Punkte  A  dividirt.  Auf 
analoge  Weise  wie  in  §  90  die  Gleichung  363)  gefunden  wurde, 
erhält  man  als  Resultat  dieser  Summation  die  Gleichung: 


964)    «  =  /^.J,lg(5-), 


welcher  wegen  Gleichheit  der  Quotienten 


^—E^j  =  £\.=± 


.2- 


auch  die  Formen  gegeben  werden  können: 


Fx       J 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnung  wQrde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 


9 


=^tA  / -^  »Fi-^i  (Ig^t  ~tea:)=;^t /.  Ig(^) 
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965) 


«-;'./.  lg  (■^)=/'.^.  lg  (^) 


=;'^ig(^)=.^ig(0 


Derselbe  Ansdrnck  negativ  genommen  bildet  die  negative  mecha- 
nische Arbeit,  welche  der  Druck  der  Gasmasse  gegen  die  Kolben- 
fiäche  bei  der  rückgängigen  Bewegung  des  Kolbens  von  B  nach 
M  verrichten  würde. 

Setzt  man  z.  B.  p^  « 10  336  Eil.  pro  D"  (entsprechend  dem  Drucke  der 
gewöhnlichen  atmosphärischen  Luft  bei  mittlerem  Barometerstände),  J^ «- 1^" 
und  /»  0<"",5,  so  erhält  man  nach  Gleichung  960)  p  =»  2 .  10  336  »  20  672  Eil. 
und  nach  Gleichung  965)  9  =  10  336  lg  2  <»  71 64"^  Es  würde  also,  um  einen 
Cubikmeter  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  bis  auf  die  Hälfte  des  Raum- 
inhaltes (oder  das  Doppelte  des  Druckes)  zu  comprimiren,  einer  mechanischen 
Arbeit  von  7164  Meterkilogramm en  bedOrfen,  und  eben  so  gross  würde  die 
mechanische  Arbeit  sein,  welche  die  Luftmasse  bei  ihrer  Wiederausdehnoog 
bis  auf  den  ursprünglichen  Rauminhalt  auf  den  Eolben  übertragen  würde  — 
vorausgesetzt,  dass  in  beiden  Fällen  die  *  Temperatur  der  Luftmasse  unver- 
ändert erhalten  wurde. 

.Ein  solches  ünverändertbleiben  der  Temperatur  wird  jedoch  ~  wie  die 
Physik  lehrt  —  in  Wirklichkeit  nur  dann  stattfinden,  wenn  der  eingeschlossenen 
Luftmasse  eine  gewisse  Wärmemenge  in  dem  ersten  Falle  entzogen  und  In 
dem  zweiten  Falle  zugeführt  wird.  Unter  gewöhnlichen  Umständen,  wo  eine 
solche  Wärme-Ableitung  oder  Wärme-Zuführung  entweder  gar  nicht  oder  nur 
unvollkommen  stattfindet,  würde  die  oben  gefundene  Gleichung  in  Bezug  auf 
den  ersteren  Fall  einen  zu  kleinen  und  in  Bezog  auf  den  letzteren  Fall  einen 
zu  grossen  Werth  liefern  (vergl.  §  184). 

§  179. 
Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  der  atmosphärischen  Luft. 

Denkt  man  sich  durch  eine  feste  Cylinderoberfläche  ans  der 
Atmosphäre  eine  verticale  Luftsäule  vom  Querschnitt  Eins  heraus- 
geschnitten, welche  von  der  horizontalen  Erd-  (oder  Meeres-)  Ober- 
fläche bis  zu  den  Grenzen  der  Atmosphäre  hiaufreicht,  so  findet 
man  zunächst,  dass  die  Unterlage,  auf  welcher  diese  Luftsäule 
ruht,  einen  Gegendruck  zu  leisten  hat,  welcher  gleich  dem  Ge- 
wichte der  ganzen  Luftsäule  ist,  da  diese  beiden  Kräfte  die  ein- 
zigen Verticalkräfte  sind,  welche  auf  die  Luftsäule  wirken  (Fig. 
709).  Bei  mittlerem  Barometerstande  hat  dieser  Druck  —  wie 
die  Physik  lehrt  —  die  Grösse: 

966)    ;?o  =  10  336  Kil.  pro  Quadratmeter. 
Betrachtet  man  eine  in  der  Höhe  z  ttber  der  Meeresoberfläche 
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i 


Ifi 


^^^mm 


liegende  Horizontal-Ebene  als  Unterlage  des  oberhalb  derselben 
befindlichen  Theiles  der  Luftsäule,  so  findet  man  auf  gleiche 
Weise,  dass  der  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck  p  gleich  dem 

Gewichte  des  oberhalb  dieser  Stelle  befind- 
Fig.  709.  liehen  Theiles  der  Luftsäule  sein  muss  —  also 

I  kleiner  als  der  Druck /?o,  und  zwar  um  ebenso 

\Pi  viel  als  das  Gewicht  des  unterhalb  jener  Fläche 

\Pt  liegenden  Theiles  der  Luftsäule  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
jpfi  der  Druck  mit  zunehmender  Höhe  abninmit, 

hat  man  sich  durch  zwei  resp.  in  den  Höhen  s 
I  und  Ä  4-  A  über   der  Meeresfläche  liegende 

Horizontal '  Ebenen  eine  Schicht  von  der  un- 
endlich kleinen  Dicke  A  aus  jener  Luftsäule 
herausgeschnitten  zu  denken  und  den  Ueber- 
schuss  des  an  der  unteren  Grenzfläche  wirken- 
den Druckes  p  über  den  an  der  oberen  Grenzfläche  wirkenden 
Druck  p  —  e  gleich  dem  Gewichte  der  Luftschicht  zu  setzen.  Der 
Bauminhalt  «dieser  Luftschicht  hat  die  Grösse  1 .  A,  und  wenn  mit 
y  das  Gewicht  eines  Cabikmeters  Luft  an  dieser  Stelle  genommen 
bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

967)  £  =  yA,   oder:  A  = 

y 

Das  dem  Drucke  p^  (—  10336  Kil.  pro  D°  bei  mittlerem  Baro- 
meterstande) entsprechende  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft  an 
der  Meeresoberfläche  genommen  hat  bei  einer  Temperatur  von  0^ 
die  Grösse: 

968)  yo  =  1,293  Kilogramm, 

und  das  Gewicht  y  eines  Cubikmeters  Luft  in  der  Höhe  s  über 
der  Meeresoberfläche  ist  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  zu  be- 
stimmen aus  der  Gleichung: 

Yo  Po 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  967)  die 
Form  an: 

970)    A  =  -^  — . 

n  V 

Denkt  man  sich  in  Bezug  auf  jede  einzelne  von  den  unendlich 
dünnen  Schichten,  aus  denen  die  der  Höhendifferenz  s^  —  s  ent- 
sprechende Luftsäule  zusammengesetzt  ist,  die  auf  analoge  Weise 


969)    -^=-/-,  oder:   y 


Po 


1 
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ZU  bildende  Gleichung  aufgestellt  und   sämmtliche  Gleichungen 
alsdann  zusammen  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

971)  2(/ii)=^2(—].*^ 

In  dieser  Gleichung  ist  J(A)  =  z,  —  z-  zu  setzen,  und  für  den 
Ausdruck  2  ( —  j  findet  man  auf  analoge  Weise  wie  im  vorigen 

Paragraphen  für  die  in  Gleichung  963)   enthaltene  Quotienten- 
Summe  den  Werth  lg  f^J-    Also  ist: 

972)  ..-.«Alg(^)  =  79921g(^). 

Mittelst  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Höhendifferenz  zweier  Punkte 
berechnen,  sobald  der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  an  jeder  von  diesen 
beiden  Stellen  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  ist.  Hätte  man  z.  B.  ge- 
funden, dass  an  der  unteren  Station  der  Luftdruck  2,718  28  mal  so  gross  ist 
als  an  der  oberen,  so  würde  hieraus  sich  ergeben,  dass  die  letztere  um 
7992  Meter  höher  liegt  als  die  erstere. 

Da  indessen  die  obige  Gleichung  auf  trockene  —  d.  h.  keinen  Wasser- 
dampf  enthaltende  —  atmosphärische  Luft  sich  bezieht  un'd  eine  überall 
gleichmässige  Temperatur  von  0^  voraussetzt,  da  ferner  die  Abhängigkeit  der 
Schwerkraft  von  der  geographischen  Breite  und  von  der  Höhe  über  der 
Meeresfläche  in  derselben  keine  Berücksichtigung  findet,  so  dürfen  die  auf 
solche  Weise  berechneten  Höhendifferenzen  nur  als  Annäherungswerthe  be- 
trachtet werden,  und  bei  Anwendung  derselben  auf  Höhen-Messungen,  welche 
eine  grössere  Genauigkeit  erfordern,  würde  die  obige  Gleichung  der  genannten 
Umstände  wegen  noch  mehrfacher  Correctionen  bedürfen. 

§  180. 
Auftrieb  der  atniMphärischen  Luft 

Abgesehen  von  dem  Unterschiede,  welchen  die  erforderliche 
Berücksichtigung  der  mit  zunehmender  Höhe  über  dem  Meeres- 
spiegel abnehmenden  Dichtigkeit  der  Luft  bedingt,  kann  die  Ge- 
sammtwirkung  der  atmosphärischen  Luft  auf  einen  an  allen 
Seiten  von  derselben  umgebenen  festen  Körper  nach  denselben 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral- Rechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  erhalten: 


Auftrieb  der  atmosphärischen  Laft. 
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Fig.  710. 


Kegeln  bestimmt  werden,  welche  in  §  174  fttr  die  in  tropfbare 
Flüssigkeiten  eingetauchten  Körper  gefunden  wurden.  Diese 
Wirkung  besteht  unter  allen  Umständen  in  einem  vertical  auf- 
wärts wirkenden  Auftriebe  von  gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte 
derjenigen  Lufbmasse,  welche  ohne  das  Vorhandensein  des  Körpers 
den  Raum  desselben  erfbUen  würde.  Wenn  die  Höhen  -  Differenz 
zwischen  dem  höchsten  und  dem  tiefsten  Punkte  des  Körpers  — 
und  in  Folge  dessen  auch  der  Unterschied  in  der  Dichtigkeit  der 
Luft  zwischen  diesen  beiden  Stellen  —  eine  vergleichsweise  ge- 
ringe Grösse  hat,  so  kann  man  das  Gewicht  der  verdrängten 
Luftmasse  auf  gleiche  Weise  wie  das  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
berechnen,  indem  man  den  Bauminhalt  derselben  J  multiplicirt 
mit  der  Grösse  y  als  dem  Gewichte  der  Gnbikeinheit  atmosphäri- 
scher Luft,  entsprechend  der  mittleren  Dichtigkeit  derselben  in 
der  Gegend  des  eingetauchten  Körpers. 

Der  Druck,  welchen  ein  von  atmosphärischer  Luft  umgebener 
Körper  auf  seine  Unterlage  oder  auf  seinen  Auf  hängepunkt  über- 
trägt, ist  nicht  als  das  wirkliche  Gewicht  desselben  anzusehen, 

sondern  als  der  Ueberschuss  des 
wirklichen  Gewichtes  über  den 
atmosphärischen  Auftrieb.  Aus 
dem  Gleichgewichtszustande  eines 
mit  zwei  Gewichten  belasteten 
gleicharmigen  Wagebalkens  darf 
-  wenn  die  Wägung  im  lufterfÜU- 
ten  Kaume  stattfindet  —  nicht  die 
Gleichheit  der  wahren  Gewichte, 
sondern  nur  die  Gleichheit  der 
scheinbaren  Gewichte  der  bei- 
den Körper  gefolgert  werden.  Für 
das  wahre  Gewicht  G  des  gewo- 
genen Körpers  erhält  man  nach 
Fig.  710  die  Gleichung: 
973)     G  —  yJ-=-P  —  yi,   oder: 

G  =  P4-y('/-0. 

Um    das   wirkliche    Gewicht 

eines  Körpers  zu  finden,  hat  man 

also  zu  dem  wirklichen  Gewichte 

des  zur  Wägnng  benutzten  Gewichtstttckes  noch  das  Gewicht  einer 

Luftmasse  zu  addiren,  deren  Rauminhalt  gleich  dem  Ueberschusse 


\ 


Fig.  711. 
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des  Rauminhaltes  jenes  Körpers  über  den  Baaminhalt  des  Gewicht- 
stückes ist. 

Wenn  z.  B.  dieser  Ueberschuss  1  Cubilaneter  betrüge  und  die  Wftgong 
in  der  Höhe  der  Meeresfl&che  stattfand,  so  würde  man  (nach  Gleichung  968) 
zu  dem  gefundenen  Gewichte  P  des  Gewichtstückes  noch  1,293  Eil.  hinza- 
zurechnen  haben,  um  das  gesuchte  wahre  Gewicht  des  Körpers  zu  erhalten. 

Wenn  das  wirkliche  Gewicht  eines  im  iofterfüUten  Räume 
mittelst  eines  Fadens  an  einem  festen  Punkte  aufgehängten  Kör- 
pers kleiner  ist  als  der  Auftrieb  der  atmosphärischen  Luft,  so  ist 
die  Kraft,  welche  durch  den  Faden  auf  den  Auf  hängepunkt  über- 
tragen wird,  vertical  aufwärts  gerichtet  und  ihrer  Grösse  nach 
gleich  dem  Ueberschusse  des  Auftriebes  A  über  das  Gewicht  G. 
Für  die  Spannung  des  Fadens  ergiebt  sich  also  die  Gleichung  : 

974)  K^A  —  G. 

Ebenso  gross  ist  die  beschleunigende  Kraft,  welche  beim  Durch- 
schneiden des  Fadens  den  Körper  nach  oben  treiben  würde. 

Nach  der  obigen  Gleichung  würde  daher  die  Steigkraft  eines 
Luftballons  zu  berechnen  sein :  bestehend  aus  einem  kugelförmigen 
Schlauche,  geftillt  mit  einem  Gase,  dessen  Dichtigkeit  geringer 
ist  als  die  der  umgebenden  atmosphärischen  Luft  (Fig.  711). 
Wenn  mit  Q  das  Gewicht  des  Schlauches  nebst  der  sonstigen  an 
demselben  hängenden  Last  bezeichnet  wird,  und  mit  /,  das  Ge- 
wicht eines  Gubikmeters  des  zur  Füllung  desselben  verwendeten 

4 
Gases,  so  ist  G  =  Q  +  -ö~  ^'  ^«^/i  zu  setzen.    Da  der  Rauminhalt 

der  verdrängten   atmosphärischen  Luft   nur  wenig   grösser   sein 

wird    als    der  Inhalt    des   Schlauches,    so    kann    der   Auftrieb 

4 
A=^  -^  r^7cy  gesetzt  werden;  man  erhält  also  für  die  Steigkraft 

des  Ballons  die  Gleichung: 

975)  K=^r'7t{y-Y,)-Q, 

Setzt  man  hierin  y^  1,3  Eil.,  y^  »0,3  Eil.  und  r»  10'»,  so  erh&lt  man 

für  K  den  Werth: 

i:  =  4188,8  Eü.  —  Q. 

Ein  Aufsteigen  des  Ballons  wird  also  in  diesem  Falle  stattfinden,  wenn  das 
Gewicht  der  Ballon -Hülle  und  das  Gewicht  der  sonstigen  an  demselben  hän- 
genden Last  zusammengenommen  weniger  betragen  als  4188,8  EjI. 

Wenn  unten  an  dem  Ballon  eine  Oeffnung  sich  befindet,  so  wird  während 
des  Aufsteigens  das  eingeschlossene  Gas  anfangen,  durch  diese  Oeffnung  aus- 
zuströmen, da  der  äussere  Druck  allmählich  kleiner  wird,  und  in  Folge  dessen 
das  Gas  sich  ausdehnt.  Die  Grössen  y  und  y^  nehmen  während  des  Steigens 
in  gleichem  Yerhältniss  ab,  und  die  Differenz  y  —  y^   vermindert  sich  nach 
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demselben  Gesetze.  £ine  Steigkraft  wird  also  nur  so  lange  Torhanden  sein, 
bis  der  allm&hlich  abnehmende  Ueberschuss  des  atmosphärischen  Auftriebes 
aber  das  Gewicht  des  eingeschlossenen  Gases  gleich  dem  Gewichte  Q  gewor- 
den ist.   Wäre  anfangs  dieser  Ueberschuss  gleich  n  .  Q  gewesen  (entsprechend 

4188  8 
dem  Werthe  Q  » ^  bei  dem  oben  gewählten  Zahlenbeispiele),  so  wOrde 

die  Steigkraft  Null  werden  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Ballon  die  H6he  er- 
reicht hat,  in  welcher  das  Gewicht  eines  Gubikmeters  der  atmosphärischen 

Luft  gleich  -^  ist,  d.  h.  nach  Gleichung  972)  die  Höhe:    . 
n 

976)  A  »7992  lg  n, 
also  z.  B.  für  n»2  (entsprechend  dem  Werthe  Q» 2094,4  Kil.)  die  Steighöhe 
h  —  5540  Meter.  Nach  derselben  Gleichung  würde  die  Steighöhe  des  Luftballons 
auch  dann  zu  berechnen  sein,  wenn  im  Anfange  nur  der  n-te  Theil  desselben 
mit  Gas  gefüllt,  und  bei  dieser  Füllung  noch  ein  geringer  Ueberschuss  an  Steig- 
kraft vorhanden  war,  in  welchem  Falle  während  des  Steigens  dieser  Ueberschuss 
80  lange  unverändert  bleiben  wird,  bis  das  auf  den  n-fachen  Rauminhalt  sich 
ausdehnende  Gas  allmählich  den  ganzen  Fassungsraum  des  Ballons  ausfüllt 
und  anfängt,  durch  die  Oeffnung  auszuströmen. 

§  181. 

Wirkungen  des  Luftdruckes  bei  theihveise  von  atmoephärischer  Luft  umgebenen 

Körpern. 

Da  bei  einem  festen  Körper,  welcher  an  allen  Seiten  von 
Lnft  nmgeben  ist,  der  atmosphärische  Drack  nur  in  Form  des 
Auftriebes  wirkt,  und  da  das  Gewicht  des  Körpers  in  der  Regel 
beträchtlich  grösser  ist  als  das  Gewicht  der  von  dem  Körper  ver- 
drängten Luftmasse,  so  bildet  der  Druck  der  atmosphärischen 
Luft  eine  Kraft,  deren  Wirkung  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen 
der  Wahrnehmung  häufig  sich  entzieht,  und  in  vielen  Fällen  kann 
ohne  grossen  Fehler  angenommen  werden,  dass  die  Wirkungen 
des  Luftdruckes  bei  einem  an  allen  Seiten  von  Luft  umgebenen 
Körper  einander  gegenseitig  aufheben.  Sobald  indessen  an  einer 
Seite  des  Körpers  der  Zutritt  der  atmosphärischen  Luft  auf  irgend 
eine  Art  verhindert  wird,  bildet  der  an  der  entgegengesetzten 
Seite  wirkende  Luftdruck  eine  Kraft,  welche  nun  nicht  mehr  auf- 
gehoben wird  und  bei  einer  Bewegung  des  Körpers  nach  dieser 
Seite  hin  als  Widerstand  sich  bemerkbar  macht. 

Auch  dann,  wenn  der  feste  Körper  längs  eines  Theiles  seiner 
Oberfläche  mit  anderen  festen  Körpern  in  Berührung  zu  sein 
scheint,  ist  derselbe  in  der  Regel  als  an  allen  Seiten  von  atmo- 
sphärischer Luft  umgeben  zu  betrachten.  Wenn  eine  feste  Platte 
gegen  eine  Wand  gedrückt  wird,   so  befindet  sich  in  der  Regel 

Ritter,  Meehanflc.    5.  Ant.  43 
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Fig.  712. 


1^^^ 


zwischen  den  beiden  Körpern  noch  eine  dünne  Luftschicht,  welche 
mit  der  äusseren  Atmosphäre  commnnicirt;  nnd  auf  gleiche  Weise 
wie  in  §  176  bei  dem  in  Fig.  694  dargestellten  Falle  in  Bezug 
auf  tropfbare  Flüssigkeiten  gezeigt  wnrde,  erklärt  es  sich,  dass 
unter  gewöhnlichen  Umständen  bei  dem  Losreissen  der  Platte 
von  der  Wand  der  atmosphärische  Druck  sich  nicht  bemerkbar 

macht.  Wenn  jedoch  auf  irgend  eine  Art  ver- 
hindert wird,  dass  die  atmosphärische  Luft  zwi- 
schen Platte  und  Wand  sich  eindrängt  —  wie 
z.  B.  bei  einer  elastischen  biegsamen  Platte 
durch  den  Druck  der  Luft  selbst  gegen  die  Rän- 
der derselben  (Fig.  712)  —  so  wirkt  dem  Los- 
reisen der  Platte  der  ihrem  ganzen  Flächen- 
inhalt F  entsprechende  atmosphärische  Druck 
;?o^  als  Widerstand  entgegen,  und  ist  zur  üeber- 
windung  desselben  die  Kraft  K=p^ .  F  erfor- 
derlich. 
In  einem  an  beiden  Seiten  offenen  Cylinder  setzt  die  atmo- 
sphärische Luft  der  Bewegung  des  Kolbens  keinen  Widerstand 

entgegen,  da  der  Druck  gegen 
jede  der  beiden  Endflächen  die- 
selbe Grösse  hat.  Wenn  aber  der 
Cylinder  an  dem  einen  Ende 
durch  einen  luftdicht  schliessen- 
den  Deckel  oder  durch  einen  an- 
deren Kolben  verschlossen  wird, 
und  aus  dem  Zwischenräume  die 
atmosphärische  Luft  vorher  hinausgetrieben  wurde,  so  wirkt  der 
volle  atmosphärische  Druck  der  Bewegung  des  Kolbens  nach  aussen 

hin  (oder  dem  Losreissen  des 
verschliessenden  Deckels)  als 
Widerstand  entgegen,  und  wenn 
z.  B.  die  Kolbenfläche  1 0""  Flä- 
cheninhalt hatte,  so  würde  zur 
Ueberwindung  desselben  eine 
Kraft  von  10336  Kil.  erforder- 
lich sein  (Fig.  713). 

Bei  dem  in  Fig.  714  dar- 
gestellten Apparate  ist  eine  Verschiebung  des  Systems  der  beiden 
durch  eine  Stange  in  unveränderlichem  Abstände  von  einander 


Fig.  713. 


Fig.  714. 
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gehaltenen  Kolben  nach  der  rechten  Seite  hin  mit  einer  Ver- 
kleinernng,  und  nach  der  linken  Seite  hin  mit  einer  Ver- 
grösserung  des  Rauminhaltes  der  zwischen  den  beiden  Kolben 
befindlichen  Lnftmasse  verbunden.  Es  soll  angenommen  werden, 
dass  das  Kolbensystem  anfangs  in  die  äusserste  Stellung  nach 
rechts  geschoben  wurde  —  in  diejenige  Stellung  also,  bei  wel- 
cher der  Inhalt  der  eingeschlossenen  Luftmasse  gleich  dem  Inhalte 
Fl  des  kleinen  Cylinders  war  —  und  dass  bei  dieser  Stellung  die 
eingeschlossene  Luft  mit  der  äusseren  atmosphärischen  Luft  com- 
municirend  den  Druck  p^  pro  Flächeneinheit  annahm  (Gleichung 
966).  Den  kleineren  Druck  77,  welchen  dieselbe  bei  einer  Verschie- 
bung des  Kolbensystems  um  die  Strecke  x  nach  links  annimmt, 
findet  man  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  aus  der  Gleichung: 

und  die  Knift  iC,  welche  erforderlich  ist,  um  das  Kolbensystem 
bei  dieser  Stellung  im  Gleichgewicht  zu  halten,  ans  der  Gleichung: 

978)    K=^(f,-p)  {n—\)F, 
welche  nach  Substitution  des  für  p  gefundenen  Werthes  die  Form 

annimmt: 

p^F{n —  \yx 


979)     K  = 


l  +  {n—\)x 


*  TT  M^    4  VJ 

Setzt  man  z.B.  x^-^l,  so  erhält  man  die  Gieichoiig: 


gehörigen  Werthe  sich  ergeben: 

1 
2 

n  -=  2,                 1,01, 

1, 

J^^L,      0,000  049  75, 

0, 

1 
6 

K  MTV  * 

aus  welcher  für  die  beiden  Grössen  — ^  und  n  die  nachfolgenden  zusammen- 

Po-^ 

1 

0, 

1. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  stabil,  da  bei  einer  Verschiebung  des 
Kolbensystems  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  stets  ein  Druck-Ueber- 
schuss  entsteht,  welcher  dasselbe  nach  der  Gleichgewichtslage  zurücktreibt. 
Wenn  die  Grössen  K  und  x  aus  directen  Beobachtungen  bekannt  sind,  so 
kann  aus  der  obigen  Gleichung  der  Werth  von  p^  berechnet  werden.  Es 
wttrde  daher  der  in  Fig.  714  dargesteUte  Apparat  ebenfalls  zur  Messung  des 
atmosphärischen  Druckes  benutzt  werden  können. 

§  182. 
Gay-Lussac'sches  Gesetz. 

Wenn  mit  p  der  in  einer  Gasmasse  pro  Flächeneinheit  statt- 
findende Dmck,  und  mit  J  der  Inhalt  des  bei  diesem  Drucke  von 

43* 
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derselben  eingenommenen  Raumes  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
§178  das  Product  pJtih  eine  unveränderlich  bleibende  Grösse 
zn  betrachten ;  denn  wenn  dieselbe  Gasmasse  ein  anderes  Mal  bei 
dem  Drucke  Po  den  Rauminhalt  Jo  hatte,  so  ist  nach  dem  Ma- 
riotte'sehen  Gesetze: 

P  _Jo 


980) 


I    oder:  pJ  =  PoJo' 


Fig.  715. 


Fig.  716. 


Dieses  Unverändertbleiben  des  Productes  »Druck  mal  Rauminhalt  ** 
findet  indessen  nur  so  lange  statt,  als  die  Temperatur  der  Gas- 
masse keine  Aenderung  erleidet. 

Wenn  auf  die  in  Fig.  715  angedeutete  Art  durch  ein  auf  den 
Kolben  gelegtes  Gewicht  von  bestimmter  unverändert  bleibender 
Grösse  G  der  Druck  Po  der  eingeschlossenen  Gasmasse  unver- 
ändert erhalten,  und  durch  Zuführung  von 
Wärme  die  Temperatur  der  Gasmasse  all- 
mählich von  Null  bis  auf  t  Grad  erhöht 
wird,  so  zeigt  sich  bei  diesem  Versuche, 
dass  der  Rauminhalt  der  Temperatur-Zu- 
nahme proportional  zunimmt,  in  der  Weise, 
dass,  wenn  mit  a  das  einer  Temperatur- 
Zunahme  von  1  Grad  (Celsius)  entspre- 
chende Ausdehnungsverhältniss  bezeichnet 
wird,  für  die  einer  Temperatur -Zunahme  von  t  Graden  entspre- 
chende Zunahme  des  Rauminhaltes  von  J^  bis  auf  •/,  die  Glei- 
chung sich  ergiebt: 


981) 


*^l  «^0     


=  at,    oder:    Ji  =  Jo(l  -{-  at). 


Die  Zahl  a  wird  der  (Wärme-)  Ausdehnungs-Coefficient  genannt 

und  hat  fttr  alle  Gasarten  nahezu  den  gleichen  Werth: 

982)     a  =  0,003  67. 

Wenn  z.  B.  eine  Gasmasse,  welche  bei  einer  Temperatur  von  Null  Grad  (G.) 
einen  Gubikmeter  Rauminhalt  hatte,  bei  unverändert  bleibendem  Drucke  auf 
100^  (G.)  erw&rmt  wird,  so  wächst  der  Rauminhalt  derselben  um  0,367  Gubikmeter. 

Denkt  man  sich  die  Gasmasse  aus  dem  Zustande,  in  welchen 
dieselbe  (auf  die  mit  Bezug  auf  Fig.  716  erklärte  Weise)  durch 
jene  Temperatur-Erhöhung  versetzt  wurde,  nunmehr  bei  unver- 
ändert bleibender  Temperatur  von  dem  Rauminhalte  «/j  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J  übergehend  —  etwa  in  Folge  des  Auf- 
legens  eines  Uebergewichtes  P  auf  den  Kolben  (Fig.  716)  —  so 
kann  die  dabei  erfolgende  Druckzunahme  von  Po  auf  die  GrOsse 
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p  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  bestimmt  werden  ans  der 
Gleichnng: 

n  J 

983)  -i-  — ^,    oder:  pJ='PfiJxy 
Po        «/ 

welche  nach  Substitution  des  flir  J^  in  Gleichung  981)  gefun- 
denen Werthes  die  Form  annimmt: 

984)  pJ=PoJo{l  +at). 

Diese  Gleichung  zeigt ,  dass  es  nicht  das  Product  pJ^  son- 
dern statt  dessen  der  Quotient: 

ist,  welcher  einen  unter  allen  Umständen  —  auch  bei  Temperatur- 
Aenderungen  —  unverändert  bleibenden  Werth  behält.  Wenn  die- 
selbe Gasmasse ,  in  welcher  bei  einer  Temperatur  von  t  Graden 
(über  dem  Nullpunkte  des  Gelsius'schen  Thermometers)  und  bei 
dem  Rauminhalte  J  der  Druck  p  stattfand ,  ein  anderes  Mal  bei 
der  Temperatur  t^  und  dem  Sauminhalte  «/i  den  Druck  p^  an- 
nimmt, so  ist: 

986)     -^  =  -AZl^. 

Da  das  Gewicht  der  Gasmasse  ebenfalls  eine  unveränderliche 
Grösse  ist,  also  yJ'=^y^J^  gesetzt  werden  kann  (worin  y  und  yi 
resp.  die  Gewichte  pro  Gubikeinheit  bedeutet),  so  lässt  sich  der 
obigen  Gleichung  auch  die  Form  geben: 

087)  V         ^         Vx 

Wenn  man  die  Nenner  auf  beiden  Seiten  'durch  a  dividirt  und 
für  OL  alsdann  den  in  Gleichung  982)  angegebenen  numerische 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

^^^^       y  (273  +  0  ^y,(273-hO' 
Diese   Gleichung   drückt   aus,    dass    der  auf  der  linken   Seite 

stehende  Quotient  — ,^,f  .   ,.    für  jede  Gasart  eine  bestimmte 

^  y  (273  +  t) 

unveränderlich  bleibende  Grösse  bildet  —  wie  auch  immer  Tem- 
peratur, Druck  und  Dichtigkeit  derselben  sich  ändern  mögen.  Um 
den  numerischen  Werth  dieser  Gonstanten  fUr  atmosphärische  Luft 
zu  bestimmen,  kann  man  /^  =  0  setzen  und  für  die  Grössen  p^ 
und  y,  die  der  Temperatur  von  0^  (G.)  entsprechenden  resp.  in 
den  Gleichungen  966)  und  968)  angegebenen  zusammengehörigen 
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Werthe  Po^^  10336  und  /o'^  1|2^3  substituiren  und  erhält  dann 
die  Gleichung: 

aus  welcher  jede  von  den  drei  veränderlichen  Grössen  p,  Yj  ^  l>®* 
rechnet  werden  kann,  sobald  die  zwei  anderen  gegeben  sind. 

Setzt  man  z.  B.  p  »  10  336  und  /»»  100,  so  erhält  man  /»=  0,946;  d.  h. 
bei  einer  Temperatur  von  100®  (G.)  wiegt  ein  Cubikmeter  atmosphärischer  Luft 
nur  0,946  KU.,  wenn  der  Druck  derselben  gleich  dem  mittleren  atmosphärischen 
Drucke  ist.  Es  würde  also  bei  einem  mit  erwärmter  atmosphärischer  Luft 
gefüllten  Ballon,  wenn  die  Temperatur  im  Innern  lOO^'  (G.)  und  aussen  0®  (G.) 
betrüge,  ein  Ueberschuss  des  Auftriebes  gleich  1,293  — 0,946  «-0,347  Kil.  fOr 
jeden  Gubikmeter  des  Inhalts  sich  ergeben,  und  z.  B.  bei  den  in  §  180  angenom- 
menen Zahlenwerthen  die  Steigkraft  des  Luftballons  1453,5  Kil.  —  Q  betragen. 

Setzt  man  in  Gleichung  989) :  j!>  —  2  .  10  336  -»  20  672  und  y  «- 1,293,  so 
erhält  man  t  =^  273®;  d.  h.  wenn  eine  im  geschlossenen  Räume  befindliche 
Luftmasse  von  gleicher  Dichtigkeit  mit  der  äusseren  atmosphärischen  Luft 
bei  unverändert  bleibendem  Rauminhalte  von  0®  bis  auf  273®  (G.)  erwärmt 
wird,  so  wächst  der  Druck  von  10  336  Kil.  auf  20  672  Kil  pro  Q»,  also  auf 
das  Doppelte.  Auf  gleiche  'V^eise  findet  man,  dass  // »  3  .  10  336  wird  für 
/ «  2  .  273®  und  dass  überhaupt  p  »  n  .  10  336  wird  für  /  »  (n  —  1) .  273; 
d.  h.  für  je  273®  Temperatur-Zunahme  eigiebt  sich  eine  Druck-Zunahme  von 
10  336  Kil.  gleich  dem  einfachen  atmosphärischen  Drucke.  Wenn  die  Gültigkeit 
dieses  Gesetzes  auf  alle  Temperaturen  —  auch  nach  rückwärts  auf  Tempera- 
turen unter  0®(G.)  —  sich  erstreckte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  bei  der 
Temperatur  von  —  273®  (G.)  der  Druck  p  gleich  Null  wird.  Aus  diesem  Grande 
hat  man  die  Grösse  273  -f-  ^  die  absolute  Temperatur,  und  die  Temperatur 
von  —  273®  (G.)  den  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur  genannt.  Nach 
dieser  Bezeichnungsweise  kann  dem  in  Gleichung  989)  enthaltenen  Gesetze 
auch  die  folgende  Form  gegeben  werden:  „Bei  constanter  Dichtigkeit  (oder 
constantem  Rauminhalt)  wächst  der  Druck  proportional  der  absoluten  Tempe- 
ratur, und  bei  constantem  Drucke  wächst  der  Rauminhalt  proportional  der 
absoluten  Temperatur.* 

§  183. 
Mechanisches  Aequlvalent  der  Warme. 

Unter  „ Wärme -Capacität"  oder  „specifischer  Wärme"  eines 
Stoffes  versteht  man  diejenige  „Wärme-Quantität",  welche  erfor- 
derlich isty  um  einem  Kilogramm  dieses  Stoffes  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  einem  Grad  (Celsius)  zu  ertheilen.  Als  „Wärme- 
Einheit''  wird  diejenige  Wärme-Quantität  gewählt,  durch  welche 
1  Kil.  Wasser  um  T  (C.)  erwärmt  wird. 

Wenn  einer  Luftmasse  von  1  Kil.  Gewicht  durch  Zuführung 
von  Wärme  eine  Temperatur-Erhöhung  von  V  ertheilt  wird,  wäh- 
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rend  imbewegliche  Gefässwände  den  Ranminhalt  derselben  unver- 
ändert erhalten,  so  ergiebt  sich  für  die  daza  erforderliche  Wärme- 
Quantität  —  oder  nach  der  obigen  Erklärung:  die  „specifische 
Wärme  der  Luft  bei  constantem  Rauminhalt"  —  die*  Grösse: 

990)  w^  =  0,1687, 

und  für  die  zum  Hervorbringen  einer  Temperatur -Erhöhung  von 
r  Graden  erforderliche  Wärme-Quantität  die  Grösse : 

991)  ti  —  Wi .  T  =  0,1687  T. 

Wenn  man  derselben  Luftmasse  ein  anderes  Mal  eine  Tempe- 
ratur-Erhöhung von  1*^  (C.)  ertheilt,  während  auf  die  in  Fig.  717 
angedeutete  Art  durch  ein  auf  den  Kolben  gelegtes  Gewicht  G 
der  Druck  p  unverändert  erhalten  wird,  so  ergiebt  sich  für  die 
p.    ---         in  diesem  Falle  erforderliche  Wärme -Quantität  — 
oder  die  » specifische  Wärme  der  Luft  bei  constan- 
tem Drucke"  —  die  Grösse: 

^^  992)     Wp  =  0,2377, 

und  für  die  zum  Hervorbringen  einer  Temperatur- 
Erhöhung  von  T  Graden  erforderliche  Wärme-Quan- 
tität die  Grösse: 

993)     s  =  Wp.T^  0,2377  t. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  zum  Hervorbringen  einer  bestimmten 
Temperatur-Zunahme  bei  constantem  Drucke  und  gleichzeitig  er- 
folgender Ausdehnung  der  Luft  eine  grössere  Wärme-Quan- 
tität erforderlich  ist,  als  zum  Hervorbringen  der  gleichen  Tem- 
peratur-Zunahme bei  constantem  Ranminhalt,  und  zwar  hat  der 
Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Wärme-Quantitäten  die  Grösse : 

994)  a:  =  (m?,  —  Wi)  z  =  0,069  t. 

Da  die  Zuführung  der  Wärme  -  Quantität  z  nicht  nur  eine 
Erhöhung  der  Temperatur  um  t  Grade,  sondern  ausserdem  eine 
Vergrösserung  des  Rauminhaltes  um  eine  gewisse  Grösse  i  zur 
Folge  hatte,  wobei  zugleich  die  mechanische  Arbeit: 

995)  %  =  p.i 

verrichtet  wurde,  so  erklärt  man  sich  jenen  Unterschied,  indem 
man  sich  die  Wärme -Quantität  ^s  in  die  beiden  Theile  o?  und  u 
zerlegt  denkt  und  annimmt,  dass  es  nur  der  letztere  Theil  u  ist, 
welcher  auf  Temperatur-Erhöhung  wirklich  verwendet  wird,  wäh- 
rend der  bei  diesem  Vorgange  als  messbare  Wärme  verschwin- 
dende andere  Theil  ^  zum  Hervorbringen  der  mechanischen  Arbeit 
%  verwendet  oder  gleichsam  in  dieselbe  umgewandelt  wird.    Wenn 
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mit  A  die  mechanische  Arbeit  bezeichnet  wird,  welche  bei  der 

Umwandlung  von  einer  Wärme -Einheit  in  mechanische  Arbeit 

entsteht,    oder   das   sogenannte    „mechanische  Aequiralent   der 

Wärme-Einheit",  so  ist  -4  .  j?  die  mechanische  Arbeit,  welche  flir 

X  Wärme  -  Einheiten   das   mechanische  Aequivalent  bildet,   und 

welche  nach  der  obigen  Annahme  gleich  der  mechanischen  Arbeit 

%  zü  setzen  ist.    Nach  Substitution  der  für  x  und  %  gefundenen 

Werthe  enthält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  A  die  Qleichung: 

996)    il  (i^p  —  w;)  T  =  p  .  i. 

Da  das  Gewicht  der  Luftmasse  gleich  1  Kil.  angenommen 

1 
wurde,  so  kann  y.  ^=1,  oder:  y  =  — r-   substituirt  werden  in 

Gleichung  989),  und  das  in  derselben  enthaltene  Gesetz  ftthrt^ 
auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  zu  den  Gleichungen  : 

^^'^      273  +  ^  273  +  ^+T 

Wenn  man  den  aus  diesen  Gleichungen  für  /? .  z  sich  ergebenden 

Werth: 

998)    p.i=C.T 

in  Gleichung  996)  substituirt ,  so  nimmt  dieselbe  ftir  A  aufgelöst 
die  Form  an: 

C  29  27 

999)    ^  =  ^-Z:^  =  0,2377  -  0,1687  =  ^^^  Meterkilognunm. 

Nach  der  mechanischen  Wärme  -  Theorie  hat  nicht  nur  bei 
Ausdehnung  der  Luft,  sondern  überhaupt  in  allen  Fällen,  wo- 
Wärme  als  solche  verschwindet  und  in  mechanische  Arbeit  um- 
gewandelt wird,  das  Verhältniss  der  erzeugten  Arbeit  zur  ver- 
schwundenen Wärme-Quantität  den  constanten  Werth :  A  =  424, 
und  umgekehrt:  in  allen  Fällen,  wo  mechanische  Arbeit  auf  Er> 
Zeugung  von  Wärme  verwendet  wird,  das  Verhältniss  der  er- 
zeugten Wärme-Quantität  zur  verwendeten  Arbeit  den  constanten 

1         1 
Werth:  "t  =  7öI'     ^*  ^^®  lebendige  Kraft  einer  in  Bewegung^ 

begriffenen  Masse  ebenfalls  als  Aequivalent  einer  gewissen  mecha- 
nischen Arbeit  zu  betrachten  ist,  nämlich  ftir  diejenige  Arbeit, 
welche  zur  Erzeugung  derselben  erforderlich  war,  oder  auch  ftir 
diejenige  Arbeit,  welche  die  bewegte  Masse  beim  Uebergange  in 
den  Ruhezustand  ihrerseits  wieder  hervorbringen  würde,  so  ist 
jenes  Gesetz  der  Aequivalenz  auch  für  die  Beziehungen  zwischen 
„Wärme"  und  „lebendiger  Kraft*"  als  gültig  zu  betrachten.    Wo> 
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lebendige  Kraft  als  sichtbare  Bewegung  scheinbar  yerschwindet, 
ohne  dae  Aequivalent  an  mechanischer  Arbeit  zu  erzeugen,  da  ist 
nach  der  mechanischen  Wärme  -  Theorie  statt  eines  wirklichen 
Verlustes  nur  ein  Wechsel  in  der  Form  der  lebendigen  Kraft  an- 
zunehmen, nämlich  eine  Uebertragong  der  Bewegung  auf  die 
kleinsten  Theilchen  der  Materie,  und  die  erzeugte  lebendige  Kraft 
dieser  unsichtbaren  Bewegungen  (in  welchen  nach  der  mechani- 
schen Wärme  -  Theorie  das  Wesen  der  Wärme  besteht)  ist  gleich 
derjenigen  lebendigen  Kraft,  welche  als  sichtbare  Bewegung  gleich- 
zeitig verschwand. 

Eine  Masse  M^—»  welche  mit  der  Geschwindigkeit    V  i^m^TgH 

entsprechend   der  Geschwindigkeitshöhe  H  « -^  1  rechtwinkelig  gegen  eine 

feste  Wand  stösst  (oder  auch  gegen  eine  gleich  grosse  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit ihr  entgegenkommende  Masse,  wQrde  bei  sogenanntem  «unelastischen'' 

Stosse  (5  155)  ihre  ganze  lebendige  Kraft  — ^ —  =»  -^  -^  ^^  QH  Terlieren, 

ond  da  zum  Hervorbringen  jeder  W&rme-£inheit  A  Meterkilogramm  erforder- 
lich sind,  so  ist  die  erzengte  Wärme-Quantit&t: 

1000)  ^c- -S^. 

Wenn  mit  w  die  specifiache  Wärme  des  stossenden  Körpers  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  W&rmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben  um  l*'  erhöhen 
würde,  gleich  wQ,  und  die  Wärmemenge,  welche  die  Temperatur  desselben 
um  t  Grade  erhöhen  würde,  gleich  wQt.  Für  den  Fall,  dass  die  ganze 
erzeugte  Wärmemenge  auf  Temperatur -Erhöhung  des  stossenden  Körpers 
verwendet  wird,  ist  also  die  Temperatur -Erhöhung  t  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

1001)  fvQt^-^^,      oder:      t^JL. 

A  An> 

Setzt  man  z.  B.  i7»16000<»  (entsprechend  der  Geschwindigkeit  F>=560'°) 
und  als  mittlere  specifische  Wärme  des  Eisens  n;»*  0,115,  so  erhält  man 

i  —  424^  0^115  "•  328°  (C.)    Da  die  specifische  Wärme  des  Bleis  gleich  0,0314 

ist,  so  würde  eine  Bleimasse  unter  gleichen  Umständen  um  1202®  (G.)  erwärmt 
werden,  wenn  nicht  schon  vorher  das  Schmelzen  einträte. 

Die  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Erde  F»4,12  Meilen  «  4,12  .  7420" 

entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  hat  die  Grösse  E  -«  -^ —  »  47  620  000". 

2^ 

Wäre  die  specifische  Wärme  der  Erde  durchschnittlich  gleich  der  des  Wassers, 
so  würde  die  bei  dem  Stosse  der  Erde  gegen  ein  unbewegliches  Hindemiss  er- 
zeugte Wärmemenge  ausreichen,  die  Temperatur. dersdben   durchschnittlich 

um  /  -  ^"^  ^^y^QQ^  « 112  000<>  (C.)  zu  erhöhen. 
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§  184. 
Poisson'sches  Gesetz. 

Für  die  Wärme-Quantität  7,,  welche  einem  Kilogramm  Luft 
zugeführt  werden  musB ,  wenn  bei  constantem  Drucke  p  der  Baum- 
Inhalt  von  J  bis  J  +  i  vergrössert  werden  soll,  ergiebt  sich,  wenn 
mit  T  die  dabei  eintretende  Temperatur  -  Erhöhung  bezeichnet  wird, 
nach   Gleichung   993)   der  Werth :    y,  =  «'p .  t  ,   und   wenn  man 

hierin   fttr   %  den  aus  Gleichung  998)  zu  entnehmenden  Werth 

vi 
T  =  yr  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung : 


C 


1002)     y,  =  wv.^J 


Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  durch  unbewegliche  Gefäss- 
wände  den  Rauminhalt  constant  erhalten  und  durch  Zuftlhning 
von  Wärme  den  Druck  von  p  auf  /?  +  €  erhöht,  so  ergiebt  sich 
(nach  Gleichung  991)  fttr  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge  — 
wenn  mit  6  die  dabei  eintretende  Temperatur- Erhöhung  bezeichnet 
wird  —  die  Gleichung  y«  =  «»j .  B.  Wenn  man  hierin  fllr  die 
Grösse  6  den  nach  §  1S2  aus  den  Gleichungen: 


1003) 


pJ     =c^    ip  +  ^)J 


273  -h  ^  273  +  f  +  ö 

eJ 
sich  ergebenden  Werth  8  =.  -jr-  substituirt ,   so  erhält  man  die 

Gleichung: 

1004)  q,  =  w,.  -^. 

Um  die  Wanne  -  Quantität  q  zu  bestinmien,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss ,  wenn  gleichzeitig 
Rauminhalt  und  Druck  resp.  um  die  unendlich  kleinen  Grössen 
t  und  €  zunehmen  sollen,  hat  man  sich  diese  Wärme-Quantität  in 
zwei  Theile  zerlegt  zu  denken,  nämlich:  erstens  diejenige  Wärme- 
Quantität  7,,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  bei  constantem 
Drucke  den  Rauminhalt  J  um  die  Grösse  i  zu  vermehren,  und 
zweitens:  diejenige  Wärme- Quantität  9^,  welche  erforderlich  sein 
würde,  um  bei  constantem  Rauminhalt  den  Druck  p  um  die 
Grösse  €  zu  vermehren.  Man  erhält  also  durch  Addition  der 
beiden  Gleichungen  1002)  und  1004)  für  q  den  Werth: 

1005)  9  =  7,  +  y*  =  '^p. .  ■^  +  "'i  -Q^' 
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Wenn  man  in  dieser  Gleichang  9  =  0  setzt  und  abkürzungsweise 
das  Verhältniss: 

*""^^      w,         0,1687 
der  „specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke  **  zu 
der   t> specifischen  Wärme   der  Luft  bei  constantem  Rauminhalt^ 
mit  D  bezeichnet,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1007)     A  =  _  ö       *  . 

Aus  dieser  Gleichung  kann  die  unendlich  kleine  (negative)  Druck- 
Yergrösserung  €  berechnet  werden,  welche  eintritt,  wenn  ohne 
Zuführung  von  Wärme  der  Rauminhalt  um  die  unendlich  kleine 
Grösse  i  zunimmt. 

Wenn  unter  gleichen  Umständen  der  Rauminhalt  um  eine 
beliebig  gegebene  Grösse  von  «/bis«/,  zunimmt,  so  kann  man 
die  damit  verbundene  (negative)  Druck  -  Vergrösserung  von  p  bis 
auf /'t  bestimmen,  indem  man  sich  die  ganze  Raum  -  V ergrösserung 
«7,  — 17  in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt  denkt,  für  jeden 
dieser  Theile  i  die  zugehörigen  Werthe  der  in  Gleichung  1007) 
einander  gleichgesetzten  Ausdrücke  berechnet  und  alsdann  alle 
die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Gleichungen  zusammenaddirt. 
Man  erhält  alsdann  die  Gleichung: 

1008)  2-(±)  =  -»v(^y) 

Wenn  man  hierin  fttr  die  Ausdrücke  -  (— ]  nnd  ^  (4r)die  auf 

gleiche  Weise   wie   in  §  179  (Gleichung  971)  und   §  178  (Glei- 

V  J 

chung  963)  sich  ergebenden  Werthe  resp.  lg  —  und  lg  -f-  sub- 

stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

,0,9)    „(^)_-.,s(4.),    .der:   l!^-{^' 


*)  Nach  der  Beseichnnogsweise  der  Integral-Rechnung  würde  dieser  Glei- 
chang die  Form  zu  geben  sein: 


p  J 

und  nach  Ausfahning  der  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 

Ig/'i-lgP^-ödgA-lgA    oder:    lg^^J  =  +ölg(-^). 
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Wenn  atmosphärische  Luft  vom  Drucke  p^lO  336  Kil.  ohne  Zuführung 
von  Wärme  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhaltes  sich  ausdehnt,  so  vermindert 

sich  der  Druck  bis  auf  die  Grösse  p.  «  o  .  0,1'.^«  «-;r^«402KD.  (während 

nach  §  178  der  Druck  nur  auf  die  Grösse  0,1  .  ;i »  1033,6  Kil.  abnehmen 
würde,  wenn  durch  ZufOhrung  von  Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten 
würde).  Wenn  umgekehrt  atmosphärische  Luft  Yom  Drucke  p  »  10  336  £[il. 
ohne  Ableitung  von  Wärme  bis  auf  ein  Zehntel  des  ursprünglichen  Baum- 
inhaltes zusammengedrückt  wird,  so  wächst  der  Druck  bis  auf  die  Grösse 
Pj  «25,7  .j9»  265  680  Eil.  (während  der  Druck  nur  bis  auf  die  Grösse 
10j7 »  103  360  Eil.  zunehmen  würde,  wenn  gleichzeitig  durch  Ableitung  von 
Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten  würde). 

Das  in  der  obigen  Gleichung  enthaltene  Poisson'sche  Gesetz 
giebt  in  Verbindung  mit  dem  Mariotte-Gay-Lnssac'schen  Gesetze: 

^^^^^      273  +  ^  ~  273  +  t, 

zwei  Gleichungen,  aus  denen  immer  zwei  von  den  drei  veränder- 
lichen Grössen  „Druck",  „  Rauminhalt"  und '„Temperatur"  berech- 
net werden  können,  sobald  die  dritte  gegeben  ist.  Wenn  man 
der  letzteren  Gleichung  die  Form  giebt: 


«»"'  ^i^-(t)  (^) 


und  darin  das  eine  Mal  für  den  Quotienten  — ,  das  andere  Mal 

J  P 

für  den  Quotienten  —j-  den  aus  Gleichung  1009)  zu  entnehmen- 
den Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

1012)       273  +  ^. 


273  +  ^         \JJ  \p 

aus  denen  die  bei  einer  gegebenen  Aenderung  des  Bauminhaltes 
oder  des  Druckes  (ohne  Zuführung  und  Ableitung  von  Wärme) 
eintretende  Temperatur- Aenderung  direct  sich  bestimmen  lässt 

Wenn  atmosphärische  Luft  Yon  der  Temperatur  ^ »» 0®  (C.)  und  vom 
Drucke  /» <-»  10  336  Kil.  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhaltes  sich  ausdehnt, 
so  würde  dieselbe  die  Temperatur  /,  «  —  166,8°  (C.)  annehmen,  wenn  gleich- 
zeitig jede  Zuführung  von  Wärme  verhindert  würde.  Wenn  umgekehrt:  atmo- 
sphärische Luft  von  der  Temperatur  ^  =  0®  und  vom  Drucke  p  =  10  336  Kil. 
auf  ein  Zehntel  des  Rauminhaltes  zusammengedrückt  wird,  und  dieses  Zu- 
sammendrücken so  rasch  geschieht,  dass  während  desselben  eine  merkliche 
Wärme- Ableitung  nicht  stattfindet,  so  steigert  sich  die  Temperatur  bis  auf 
die  Grösse  ^  «=  +  428,7»  (C). 

Wenn  e  i  n  Kilogramm  Luft  ohne  Zuführung  von  Wärme  sich 
ausdehnend  aus  der  anfänglichen  Temperatur  t  in  die  niedrigere 
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Temperatur  t^  übergegangen  ist,  und  der  Lnft  nachher  bei  un- 
verändert bleibendem  Rauminhalt  so  nel  Wärme  zugeführt  wird, 
als  erforderlich  ist,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  t  wieder 
herzustellen,  so  ist  nach  der  mechanischen  Wärme  -  Theorie  als 
mechanisches  Aequivalent  dieser  zugeführten  Wärme  -  Quantität 
die  vorher  bei  jener  Ausdehnung  von  der  Luft  yerrichtete  mecha- 
nische Arbeit  zu  betrachten.  Aus  Gleichung  991)  ergiebt  sich  für 
die  bei  constantem  Rauminhalt  zum  Heryorbringen  der  Temperatur- 
Erhöhung  t — t^  erforderliche  Wärme-Quantität  der  Werth: 

1013)    Q=^i{t  —  t,). 
Die  von   der  Lnft  bei   ihrer  Ausdehnung  yerrichtete  Arbeit  ist 
daher  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1014)    ^  =  Awi{t  —  t,), 
yy eiche  nach  Substitution  des  für  f,  aus  Gleichung  1012)  zu  ent- 
nehmenden Werthes  die  Form  annimmt: 


1015)3l=^u;i(273  +  r)ri-(-jy  ^'\=Aw^(27S+t)[l  —  (^)  *  "1 


Nach  derselben  Gleichung  kann  auch  die  mechanische  Arbeit  be- 
rechnet werden,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Kilogramm  Luft 
yon  der  ursprünglichen  Temperatur  t  yom  Rauminhalt  J  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J,  zusammenzudrücken,  wenn  bei  diesem 
Zusammendrücken  keine  Wärme -Ableitung  stattfindet. 

Wenn  man  t  «.  o  und  -j-  «=  0  setzt,  so  wird  2t  =-  424  .  0,1687  .  273 

«19  527™S  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0®  Temperatur  ohne  Zu- 
führung von  Wärme  bis  ins  Unendliche  sich  ausdehnte,  so  würde  die  von 
dem  Drucke  desselben  verrichtete  mechanische  Arbeit  19  527  MeterkUogramm 
betragen.  Die  ganze  ursprünglich  in  derselben  enthaltene  Wärme -Quantität 
0,1687  .  273  =  46  Wärme -Einheiten  würde  dabei  in  mechanische  Arbeit  ver- 
wandelt, und  die  Temperatur  würde  auf  —  273"  (C.)  sinken. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  0"  Temperatur  ohne  Zuführung  von 
Wärme  auf  das  Zehnfache  des  Rauminhaltes  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der 
Druck  derselben  die  mechanische  Arbeit  Sl  =  19  527  (1  —  0,lo»^»)  =i  11  931 
Meterkilogramm,  und  wenn  ein  anderes  Mal  jene  Luftmasse  ohne  Ableitung  von 
Wärme  auf  ein  Zehntel  ihres  ursprünglichen  Rauminhaltes  zusammengedrückt 
wird,  so  verrichtet  der  Druck  die  mechanische  Arbeit  «  —  19  527  (1  —  10^^») 
«  —  30  665'»k;  d.  h.  zum  Zusammendrücken  ist  die  mechanische  Arbeit 
+  30  665«»'  erforderlich.  Im  ersteren  FaUe  würde  die  Temperatur  auf  —  166,8<»C. 
sinken,  im  letzteren  auf  +  428,7*^  (C.)  steigen,  und  wenn  der  Druck  ursprüng- 
lich die  Grösse  ^  «  10  336  KU.  hatte,  so  würde  im  ersteren  FaUe  der  Druck 
auf  402  Kil.  sinken,  im  letzteren  auf  265  680  Kil.  steigen. 
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DREISSIGSTES  CAPITEL. 

Gleichgewicht  zwischen  den  Drücken  tropfbarer  nnd 

gasförmiger  Flüssigkeiten. 

§  185. 
Wirkungen  des  atmosphärischen  Druoices. 

Die  atmosphärische  Lnft  tlbt  anf  jeden  Quadratmeter  der 
Oberfläche  des  in  einem  offenen  Gefässe  eiifhaltenen  Wassers  einen 
Druck  aus  von  der  Grösse:  /'o™  10336  Eil.  Aus  Gleichung  914) 
ergiebt  sich  für  diejenige  Höhe  h^  welche  eine  auf  dem  Wasser- 
spiegel ruhende  Wasserschicht  haben  müsste,  um  den  gleichen 
Druck  auszuüben,  der  Werth: 


1016)     Äo=-^  = 

Y 


10336 
1000 


=  10°»,336. 


Fig.  718. 


Fig.  719. 


Der  Gleichgewichtszustand  des  in  zwei  mit  einander  commu- 
nicirenden  Gefässen  befindlichen  Wassers  (Fig.  718)  würde  keine 
Störung  erleiden,  wenn  in  jedem  der  beiden  Gefässe  die  Wirkung 
des  atmosphärischen  Druckes  ersetzt  würde  durch  den  Druck 
einer  Wasserschicht  von  der  Höhe  K  =  10",336.  Da  in  diesem 
Falle  die  Gleichgewichts-Bedingungen  gleiche  Höhenlage  der  beiden 
Wasserspiegel  erfordern  würden,  so  folgt  hieraus,  dass  die  beiden 

um  die  Höhe  h^  tiefer  liegenden 
Oberflächen  der  unter  Einwirkung 
des  atmosphärischen  Druckes  im 
Gleichgewichts  -  Zustande  befind- 
lichen Wassermasse  vorher  eben- 
falls in  einer  und  derselben  Hori- 
zontal-Ebene lagen.  Wenn  nur 
in  einem  der  beiden  Gefässe  auf 
solche  Art  der  atmosphärische  Druck  durch  eine  Wasserschicht 
von  gleichem  Druck  ersetzt  wird,  so  liegt  die  obere  Grenzfläche 
derselben  um  die  Höhe  h^^^XG^^^iQ  höher  als  der  Wasserspiegel 
in  dem  anderen  Gefässe.  Wenn  also  das  eine  Gefäss  oben  ge- 
schlossen, und  der  Raum  oberhalb  des  Wasserspiegels  in  dem- 
selben luftleer  gemacht  wird,  während  in  dem  anderen  Gefässe 
der  Wasserspiegel  dem  atmosphärischen  Drucke  ausgesetzt  bleibt 
(Fig.  719),  so  wird  in  den  beiden  Gefässen  eine  Niveau-Differenz 
von  10»,336  sich  einstellen. 
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Da  das  Gewicht  eines  Cubikmeten  Qnecksilber  gleich  13  600  Kil.  ist,  so 
würde  für  Quecksilber  die  dem  atmosphärischen  Drucke  entsprechende  Druck- 

4  /\  O  O  ^ 

höhe  Ao  zu  berechnen  sein  aus  der  Oleichung  ^^  »*■  4no,Mx  "**  O*" J60. 

lo  oOO 

Jede  Aenderang  des  atmoBphärischen  Druckes  wird  durch 
eine  Aenderung  jener  Niveau  -  Differenz  sich  bemerkbar  machen. 
Es  kann  daher  der  in  Fig.  719  dargestellte  Apparat  (als  Wasser- 
oder Quecksilber  -  Barometer)  benutzt  werden:  einerseits  zur 
Messung  der  im  Laufe  der  Zeit  erfolgenden  Veränderungen  des 
atmosphärischen  Druckes,  andererseits  zur  Messung  der  gleich- 
zeitig an  Orten  von  verschiedener  Höhe  fiber  der  Meeresfläche 
stattfindenden  Unterschiede  des  atmosphärischen  Druckes  —  also 
nach  §  179  indirect  auch  zur  Messung  der  Höhen-Differenz  dieser 
Orte. 

H&tte  man  z.  B.  an  zwei  verschiedenen  Orten  gleichzeitig  die  (Queck- 
silber-) Barometerstände  B  »  O'bJSO  und  l^  —  O^fiOO  beobachtet,  so  würde 
hieraus  (bei  Voraussetzung  einer  überall  gleichm&ssigen  Temperatur  von  0®  (C.) 
und  ohne  Berücksichtigung  des  in  der  Atmosph&re  verbreiteten  Wasserdampfes) 
nach  Gleichung  972)  für  die  Höhen-Differenz  jener  beiden  Orte  der  Werth  sich 
ergeben: 

z,  —  z  -=  7992  lg  f  -— J  =  7992  lg  1,25  =-  1783»,3. 

Dem  mittleren  (Quecksilber-)  Barometerstande  b«  "^  0",760  in  der  Höhe 
Null  über  der  Meeresfl&che  entspricht  der  Druck  p^^^lO  336  Eil.  pro  D" 
und  der  Wasser- Barometerstand  Aoa»l0",336.  An  einem  2300  Meter  hoch 
über  dem  Meere  liegenden  Orte  würden  statt  dessen  resp.  die  Grössen 
^,  «r  0"»,570,  pi  —  7752  Kil.  pro  D°  und  Ä,  =  7«',752  in  Rechnung  zu 
bringen  sein.  Im  Folgenden  ist  unter  dem  atmosphärischen  Drucke  stets  der 
dem  mittleren  Barometerstande  von  0'",760  in  der  Höhe  der  Meeresfl&che  ent- 
sprechende Druck  von  10  336  Eil.  pro  D>"  zu  verstehen. 

Die  dem  atmosphärischen  Dmeke  entsprechende  Druckhöhe 
(für  Wasser)  ho »  lO^^^dSG  bildet  die  Grenze  der  Steighöhe,  bis 
zu  welcher  der  Wasserspiegel  in  einem  luftleeren  Rohre  über  den 
äusseren  der  Einwirkung  des  atmosphärischen  Druckes  ausge- 
setzten Wasserspiegel  sich  erheben  kann.  Dem  aufsteigenden 
Kolben  einer  Saug-Pumpe  wird  daher  das  vom  atmosphärischen 
Drucke  getriebene  Wasser  nur  so  lange  folgen,  als  die  Höhe  der 
unteren  Fläche  des  Kolbens  tlber  dem  äusseren  Wasserspiegel  die 
Höhe  Ao  «"  lO^'ySSß  nicht  Überschreitet  Bei  fernerem  Steigen  des 
Kolbens  wtlrde  unterhalb  desselben  ein  leerer  Raum  sich  bilden. 
Zum  Heben  des  Kolbens  ist  bei  der  in  Fig.  720  angegebenen 
Kolben-Stellung  die  Kraft  erforderlich: 

1017)     K  =  poF-y(h.—  z)F=yzF  =  PoF(^j> 
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Dieae  Kraft  wird  gleich  p^  F,  wenn  s^  h^  wird,  und  behält  diese 
Grösse  aach  dann  noch,  wenn  s  grosser  als  k^  wird,  wie  bei  der 
in  Fig.  721  dargestellten  Lage  des  Kolbens. 

Wenn  ein   geschlossenes  mit 
Fig.  !S0.  Fig.  721.  Wasser  gefWltes  GefÄss  nach  un- 

ten  hin  mit  einem  Ansatzrohre 
rersehen  ist,  dessen  ontere  Mttn> 
dang  in  eine  dem  atmosphärischen 
Dmcke  ausgesetzte  Wassermasse 
eingetancht  ist,  so  wird  die  in 
dem  Gefässe  enthaltene  Wasser- 
maase  so  lange  nicht  ansfliessen, 
als  die  Hübe  des  bBchsten  Fnnk- 
tes  desselben  Über  dem  äusseren 
Wasserspiegel  kleiner  ist  als  A,.  Sobald  dagegen  jene  HOhe  grosser 
wird  als  K,  fäogt  das  Wasser  an,  unten  anszufliessen,  während  in 
dem  oberen  Theile  des  Gefässes  ein  leerer  Raum  sich  bildet    Um 
einen  luftleeren  Baum  herzustellen,  ist  es  daher  nur  erforderlich, 
das  mit  einem  Ansatzrohre  von  der  Länge  /^  A,  versehene  Oefltss 
auf  die  in  Fig.  722  dargestellte  Weise 
^- 122.  successiTe  in  die  mit  I,  II,  UI  bezeich- 

neten Stellungen  zu  bringen.  EKe  min- 
destens erforderliche  Länge  des  Ansatz- 
rohres würde  itlr  Wasser  10»,336  (flir 
Quecksilber  dagegen  nur  O^iVeO)  be- 
tragen. 

Wean  mu  das  nai  Bolcbe  Art  laß-  und 
waaserleer  gemachte  Uef&ss'  venchlieast  uad 
sp&ter  durch  ein  kOrzeri»  Ansaterohr  mit 
eioer  unterhalb  befindlichen,  dem  atmospblri- 
schen  Dmcke  ausgesetzten  Waasermaue  in 
Terbindang  briagt,  so  wird  das  Wasser  wieder 
in  dageelbe  hinaufsteigen.  Eb  kann  daher  mit 
Hülfe  einer  solchen  Vorrichtung  der  atmo- 
sphärische Druck  benutzt  werden,  nm  Wasser 
oder  andere  FtOssigkeiten  aus  einem  tiefer  liegenden  Beh&lter  in  ein  höher- 
li^^ndet  Gef&ss  hineinzutreiben. 

In  jedem  der  beiden  verticalen  Rohrenschenkel  des  in  Fig.  72S 
dargestellten  Hebers  steigt  das  Wasser  bis  zur  HOhe  k,  über  dem 
Wasserspiegel,  in  welchem  das  untere  Ende  desselben  eintaucht, 
wenn  der  Heber  (etwa  auf  die  in  Fig.  722  dargestellte  Art)  vor- 
her luftleer  gemacht  wurde.    Die  Höhenlage  eines  jeden  der  vier 
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Fig.  723. 


k 


,.-5t^'«!,Sfe^ 


JZÜyii 


Wasserspiegel  ist  unabhängig  von  der  Höhenlage  des  Hebers  und 
bleibt  unverändert,  während  der  ganze  Heber  um  eine  gewisse 
Grösse  gesenkt  oder  gehoben  wird.    Sobald  jedoch  der  Heber  so 

tief  gesenkt  wird,  dass  das  horizontale  Yerbin- 
dungsrohr  mit  dem  höchsten  der  vier  Wasser- 
spiegel in  gleiche  Höhe  gelangt,  tritt  eine  Störung 
des  Gleichgewichtes  ein,  und  das  Wasser  beginnt 
durch  das  horizontale  Verbindungsrohr  nach  dem 
tiefer  liegenden  Behälter  hin  abzufliessen,  wobei 
das  abfliessende  Wasser  beständig  durch  das  aus 
dem  höher  liegenden  Behälter  zufliessende  Wasser 
ersetzt  wird.  Wenn  also  ein  solches  continuir- 
liches  Ueberfliessen  des  Wassers  aus  dem  höher 
liegenden  nach  dem  tiefer  liegenden  Behälter  hin- 
über stattfinden  soll,  so  darf  die  Höhe  des  hori- 
zontalen Verbindungsrohres  über  dem  höher  liegen- 
den der  beiden  Wasserspiegel  nicht  grösser  sein  als  ko. 

Fig.  724  zeigt:  auf  welche  Weise  erreicht  werden  kann,  dass 
bei  dem  Ausschöpfen  des  Wassers  aus  dem  Gefässe  A  trotz  des 
allmählichen  Abnehmens  der  Wassermenge  die  Wasserstandshöhe 
in  diesem  Gefässe  stets  unverändert  erhalten  wird.  Der  Wasser- 
spiegel im  Gefässe  A  mass  stets  in  gleicher 
Höhe  mit  dem  Wasserspiegel  in  dem  Rohre 
C  liegen,  da  an  beiden  Stellen  die  Ober- 
fläche des  Wassers  dem  atmosphärischen 
Drucke  Po  ausgesetzt  ist.  Wenn  durch  das 
Wegnehmen  einer  gewissen  Wassermenge 
aus  dem  Gefässe  A  gleichzeitig  an  beiden 
Stellen  ein  Sinken  des  Wasserspiegels  her- 
vorgebracht wird,  so  tritt  an  dem  unteren 
Rande  des  Rohres  C  eine  Luftblase  in  das 
Wasser  ein,  welche  nach  oben  steigend  den 
Druck  p  der  in  dem  oberen  Theile  des 
Gefässes  B  befindlichen  (verdttnnten)  Luft  so  weit  steigert,  dass 
die  beiden  Wasserspiegel  wiederum  bis  zu  der  früheren  gleichen 
Höhe  mit  dem  unteren  Theile  des  Rohres  C  steigen.  Denn  die 
dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  A,  und  die  Höhen-Differenz 
z  der  Wasserspiegel  in  den  beiden  Gef  ässen  A  und  B  bleiben  zu- 
sammengenommen stets  gleich  der  dem  atmosphärischen  Drucke  Po 
entsprechenden  Druckhöhe  A^    Es  muss  daher  die  Niveau-Differenz 


Fig.  724. 


Kitt  er,  MeehAnik.    S.  Atifl. 
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s  um  ebenso  viel  abnehmen,  als  die  dem  Drucke  p  entsprechende 
Drackhöhe  h  zunimmt. 

§  186. 
Manometer. 

Als  Maass  des  Druckes  p^  welchen  die  in  einem  Gefässe  ein- 
geschlossene comprimirte  Luft  auf  jede  Flächeneinheit  der  Wand- 
fläche  ausübt,  kann  die  Verhältnisszahl: 

1018)    -^  =  » 
Po 

betrachtet  werden,  welche  angiebt:  wie  oft  der  einfache  atmo- 
sphärische Druck  Pq  in  dem  Drucke  p  enthalten  ist  Setzt  man 
j9o  s»  1,  so  wird  p  ^=^n^  d.  h.  wenn  der  einfache  atmosphärische 
Druck  /»o-»  10336  KU.  pro  G>"  als  Einheit  des  Druckes  gewählt 
wird,  so  ist  der  Druck  p  durch  die  Zahl  n  als  ein  Vielfaches 
dieses  Atmosphären  -  Druckes  unmittelbar  gegeben  und  kann  in 
abgekürzter  Redeform  als  ein  ^  Druck  von  n  Atmosphären '^  be- 
zeichnet werden. 

Wenn  über  den  Wasserspiegeln  der  drei  mit  einander  ver- 
bundenen Oefässe  Ay  Bj  C  (Fig.  725)  in  dem  ersten  comprimirte 
Luft  vom  Drucke  p  gleich  n  Atmosphären,  in  dem  zweiten  atmo- 

spärische  Luft  vom  Drucke  p^ 

B        C 


Fig.  725. 


gleich  1  Atmosphäre,  und  in 
dem  dritten  ein  luftleerer  Raum 
(vom  Drucke  Null)  sich  befin- 
det, so  ist  die  Höhen-Differenz 
zwischen  den  beiden  Wasser- 
spiegeln in  den  6ef  ässen  B 
und  C  gleich  der  atmosphäri- 
schen Druckhöhe  A^=10»  336, 
die  Höhen-Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den 
Oef  ässen  A  und  C  hat  die  Grösse  k  =  n .  h^  und  die  Höhen- 
Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserspiegeln  in  den  Gewissen  A 
und  B  hat  die  Grösse  ;>  ==  (n  —  1)  A^.  Der  Druck  der  compri- 
mirten  Luft  in  dem  Gefässe  A  kann  daher  aus  den  beobachteten 
Höhen-Differenzen  h  und  fs  bestimmt  werden  mittelst  der  Glei- 
chung: 

1019)    n  =  -J-  =  l+.^, 


oder: 


"-'-»: 


Die  Druckhöhe  A  und  die  Atmosphären-Zahl  n  entsprechen  dem 


Manometer. 
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absoluten  Drucke,  die  Drackhöhe  s  und  die  Atmosphären-Zahl 
n  —  1  dem  üeberschusse  dieses  Druckes  über  den  Druck  der 
äusseren  Atmosphäre  oder  dem  sogenannten  „  Ueberdrucke  *'.  Wenn 
Quecksilber  statt  des  Wassers  benutzt  wird,  so  ist  in  obiger  Glei- 
chung Äo  —  0",760  zu  setzen. 

Wenn  z.  B.  ein  offenes  Quecksilber-Manometer^^  die  Nivean-Differenz 
z  a»  1",14  zeigt,  so  hat  der  Dmck  der  eingeschlossenen  Luft  die  grosse: 
1,14 


n 


1  + 


0,76 


«  2,5  Atmosphären  oder  /r  -=  2,5  .  10  336  —  25  840  Kü.  pro  D' 


der  Ueberdruck  beträgt  1,5  Atmosphären  oder  15  504  Kil.  pro  D".  Ein  ge- 
schlossenes luftleeres  Quecksilber-Manometer  AC  würde  bei  gleichem  Drucke 
die  Niveau- Differenz  A  b«  l^^yO  zeigen. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  726  dargestellten  Manometer  der  Druck 
der  in  dem  Gefässe  A  enthaltenen  Luft  von  //q  his  p  zunimmt, 

und  in  Folge  dessen  das 


Fig.  72«. 


Fig.  727. 


\ 


-f] 


P 


X 


B 


Quecksilber  in  dem  Rohre 
B  um  die  Hohe  »  steigt 
(Fig.  727),  so  wird  da- 
durch der  Druck  der  in 
dem  oberen  Räume  des 
letzteren  enthaltenen  at- 
mosphärischen Luft  Yon 
Po  bis  auf  eine  gewisse 
Grösse  z^,  gesteigert,  flir 
welche  nach  demMariotte- 


1020)    -^  = 


sehen  Gesetze  die  Gleichung  sich  ergiebt: 

Po        •/  —  « 
Die  dem  Drucke  p  entsprechende  Druckhöhe  ^^  ist  um  die  Höhe 

z  ^  a:  =  h  grösser,  als  die  dem  Drucke  p,  entsprechende  Druck- 
höhe, also  ist: 

1021)    p^yk  +  p,. 

Der  Ihhalt  / .  ^  des  in  das  Rohr  B  eingetretenen  Quecksilbers  ist 
gleich  dem  Inhalte  F .  a:  des  aus  dem  Gefässe  A  ausgetretenen 
Quecksilbers,  folglich  ist: 

/ 


1022)     k  =  z  +x  =  z[l  + 


) 


Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  für  z  zu  entnehmenden  Werth 
in  Gleichung  1020)  und  den  aus  letzterer  füLr  p,  sich  ergebenden 
Werth  in  Gleichung  1021)  substitoirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

44» 
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1023)     p-,k+  _  ft      j,        , 


1 


welche  nach  SnbBtitntion  des  Werthee  Pu^yK  die  Form  anniiiiDit: 
1024)     -        ^'  '  *° 


'f^^Ilte]- 


Die  dem  Drncke  p  entsprechende  AtmoBpbären-Zabl  hat  also  die 
Grösse: 

1025)    n  =  ^  ^ ,  ■  '        p.    .  ■  ■ 

'•     '-(t)(?T7) 

Wenn  z.  B.  /  — Ag  — 0»,760  und  F=  4/ ist,  ho  entapricht  der  Nireaa- 
Differenz  h  —  0°>,570  ein  absoluter  Druck  von  3,25  Atmoeph&ren  oder  ron 
3,25  .  10  336  —  33  592  Eil.  pro  O",  und  ein  Deberdrnck  tod  2,25  Atmosph&ren 
oder  TOD  23  256  KiL  pro  D". 

§  187. 
CyUndrfsohe  Taucherglocke. 
Wenn  die  in  Fig.  728  dargestellte  Taucherglocke,  welche  in 
ihrer  Anfangslage  mit  Luft  von  atmoBphärischem  Drucke  gefttllt 
o:-  >»»  war,  bis  zn  einer  gewissen  Tiefe 

unter  den  Wasserspiegel  versenkt 
wird,  nnd  in  Folge  dessen  das 
Wasser  von  unten  her  in  den 
inneren  Baam  derselben  eindringt, 
so  erleidet  die  eingeschloBsene 
Lnft  eine  Compression,  nnd  Dach 
dem  Uariotte'sehen  Gesetze  erhält 
man  fllr  den  Dmck  der  compri- 
mirten  Luft  die  Gleichung; 
p_  I  ,  pj 

Po        t^  s'  '^    '-  P  *"  i_y  ■ 

Die  Wirkung  des  atmosphäri- 
scben  Druckes  anf  den  äusseren 
freien  Wasserspiegel  kann  man 
sich  auf  die  in  der  Figur  ange- 
deutete Weise  durch  die  Druck- 
httbe  A,  veranscbanlichen,  bis  zn 
welcher  in  einem  auf  dra  Wasser- 
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Spiegel  gesetzten  luftleeren  Bohre  das  Wasser  emporsteigen  wfirde. 
Wenn  also  mit  y  das  Gewicht  eines  Gubikmeters  Wasser  bezeich- 
net wirdy  so  ergiebt  sich  für  den  Druck  der  eingeschlossenen  Luft, 
insofern  derselbe  dem  Gewichte  einer  Wassersäule  von  der  Höhe 
Ao  +  ^  —  ^  das  Gleichgewicht  hält,  der  Werth : 

Indem  man  die  obigen  beiden  Werthe  von  f  einander  gleichsetzt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes :  p^^^yK  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 


;r  =  ;5  + 


l—x 


^  Wenn  z.  B.  /  <=  4?  gesetzt  wird,  so  erh&lt  man  nach  Snbstitntion  des  dem 

gewöhnlichen  atmosphärischen  Drucke  entsprechenden  Werthes :  Ao»10'",336y 
für  diejenige  Tiefe,  bis  zu  welcher  der  untere  Rand  unter  den  Wasserspiegel 
gesenkt  werden  mOsste,  wenn  das  Wasser  bis  zu  der  Höhe  z  =»  2'°  im  Inneren 
emporsteigen  soll,  den  Werth: 

4  —  2 

Die  oben  gefundene  Gleichung  nimmt,  fttr  z  aufgelöst,  die 
folgende  Form  an: 


_!/(*: 


2  ^    \         2 

und  würde  in  dieser  letzteren  Form  zu  benutzen  sein,  wenn  aus- 
dem  gegebenen  Werthe  von  a?  der  zugehörige  Werth  von  9  be- 
rechnet werden  soll. 

§  188. 
Gleichgewicht  echwimmender  LuflbehäKer. 

Wenn  ein.  mit  Luft  gefülltes,  oben  geschlossenes,  unten  offenes 
verticales  cylindrisches  Rohr  in  Wasser  eingetaucht  wird,  und  bei 
der  Eintauchungstiefe  a  der  Wasserspiegel  im  Inneren  des  Rohres 
in  gleicher  Höhe  mit  dem  äusseren  Wasserspiegel  liegt  (Fig.  729), 
so  ist  bei  dieser  Stellung  des  Rohres  der  Druck  der  eingeschlos- 
senen Luft  gleich  dem  Drucke  der  äusseren  atmosphärischen  Luft. 
Bei  einer  Vergrösserung  der  Eintauchungstiefe  wächst  der  Druck 
der  eingeschlossenen  Luft,  während  der  Druck  der  äusseren  Luft 
unverändert  bleibt,  und  es  entsteht  in  Folge  dessen  eine  Höhen- 
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Differenz  zwischen  den  beiden  Wasserapiegeln.    Für  den  Drnck  p, 

welchen  die  eingeBchloasene  Luft  bei  der  in  Fig.  780  dai^estellten 

„  Lage  des  Gefltas^ 

Fig.  m  Flg.  780.  annimmt,erhältman 

g  nach  dem  Hariotte- 

schen  Gesetze    die 

Gleichung : 

':f  1026)  —  —  1^- 

Die  Druck- Differenz 
(oder    der    Ueber- 
'  druck)  p  —  p^  ver- 

hält  sieb    zu   dem 

atmosph&riscben 
Drucke  p^,  wie  die 
dem  Ueberdrucke  entsprechende  Druckhöhe  a-  —  z  zn  der  atmo- 
sphärischen DrackhShe  /'«,  also  ist: 

1027)      PnPL  =  ±^,    oder:     A^i  +  .£^. 

p,  A«  p«  K 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  das  Dnickverhältniss  —  ge- 
fundenen Werthe  erhält  man  die  Gleichung:  ^' 

1028}     ^^=.1+,—^, 

welche,  jenachdem  dieselbe  fUr  a:  oder  s  aufgelöst  wird,  die  For- 
men annimmt: 

1029)     x  =  s  +  f4^)  A., 


1030)    s  =  -l-(/  +  A,  +  j7)  — ]/^(/-|- A„  4- j:)*  — /:»•  —  «*,. 

Um  die  Gleichgewichte-Bedingung  fUr  die  in  Fig.  730  darge- 
stellte Lage  des  Geftteses  zu  finden,  bat  man  die  in  demselben 
befindliche  Wasser-  oder  Luftmasse  als  mit  dem  Gefässe  zu  einem 
Ganzen  verbunden  zu  betrachten  und  die  algebraische  Summe 
der  auf  das  Ganze  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  zu  setzen. 
Wenn    G   das   absolute   Gewicht  des  Gefässes  fllr  sich   allein, 

s  i=   '    .  1  das  specifiscbe  Gewicht  der  äusseren  atmosphärischen 

Luft  und  5,  das  specifiscbe  Gewicht  der  eingeschloBseoea  Lnil 
bezeichnet  —  gemessen  bei  atmosphärischem  Drucke  oder  bei 
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« 

dem  in  Fig.  789  dargestellten  Zustande  derselben  —  so  erhält 
man  die  Bedingangs-Oleichung: 

1031)     O  =  yi?7r(^  +  Ao)  —  [y/2*7rAo  — «yÄ'7r(/  — ^  +  6)] 

—  *,  y  ;■*  TT  (/  —  a)  —  yt^n  x  —  ß. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  das  erste  Glied  den  von  der  un- 
teren Seite  her  auf  das  Ganze  ttbertragenen  Druck,  das  zweite 
Glied  den  von  der  äusseren  atmosphärischen  Luft  auf  das  Ganze 
von  oben  her  ausgeübten  Druck  (welcher  in  der  Höhe  /  —  a?  -f-  d 
über  dem  Wasserspiegel  um  das  Ge¥ncht  einer  Luftsäule  von 
dieser  Höhe  kleiner  ist,  als  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels  selbst), 
das  dritte  und  vierte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  eingeschlossenen 
Luft-  und  Wasser-Masse.  Aus  der  obigen  Gleichung  ergiebt  sich 
für  das  der  Eintauchungstiefe  x  entsprechende  Gewicht  G  der 
Werth: 

1 032)     G  '^  y  7t  {R^[x  +  s  (l  —  X  +  S)]  —  r'lz  +  s,{l  —  a)]]' 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Fall,  dass  das  Gewicht  des  Ge- 
fässes  allein  nicht  ausreicht,  auch  benutzt  werden  zur  Berechnung 
des  erforderlichen  Uebergewichtes,  mit  welchem  das  Gefäss  noch 
beschwert  werden  milsste,  um  bis  zu  der  vorgeschriebenen  Tiefe 
X  einzutauchen. 

Setzt  man  z.  B.  /  •«  5°*,  a  »  0  und  z  »  0">,t,  so  erhält  man  aus  Glei- 
chung 1029)  für  X  den  Werth:  a:  —  0,1  +  ^  •  10.336  —  0™, 311.  Wenn  femer 
r  »  4",  R  —  4'B,005,  9  —  0",005  gesetzt  wird ,  und  das  Gef&ss  mit  reinem 
Wasserstoffgase  gefQllt  war  vom  specifischen  Gewichte  ^i  «    '        »  so  ergiebt 

sich  aus  Gleichung  1032)  für  das  zum  Hervorbringen  der  Eintauchungtiefe 
;r«-0",311  erforderliche  Gewicht  des  Gefässes  der  Werth:  0  »  10  928,5  Kil. 
Wenn  das  specifische  Gewicht  des  Materials  der  Gefltesw&nde  gleich  8  ist, 
so  würde  bei  den  angenommenen  Dimensionen  das  Gewicht  desselben  nur 
7042,2  Kil.  (— 8000[Ä'?r(/+^  — r*7r/])  betragen,  und  es  würde  daher  zum 
Hervorbringen  jener  Eintauchungstiefe  erforderlich  sein,  das  Gef&ss  noch  mit 
einem  Uebergewichte  von  3886,3  Kil.  zu  beschweren. 

Setzt  mau  ein  anderes  Mal  a  <—  -—  /  -a  2",5  und  a;  »■  0,  so  erh&lt  man 

nach  Gleichunng  1030)  z  -» l'°,927  und  nach  Gleichung  1032)  (?«— 96  592,9  KU. 
Es  würde  also  in  diesem  Falle  die  vertical  aufw&rts  wirkende  Kraft  96  592,9 
4-  7042,2  aa  103  635,1  Kil.  erforderUch  sein,  um  das  Gef&ss  so  weit  emporzu- 
heben, dass  der  untere  Rand  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Wasserspiegel  sich 
befindet. 

Die  beiden  Gleichungen  1029)  und  1030)  bleiben  auch  dann 
noch  gültig  I  wenn  die  Eintauchungstiefe  x  grösser  ist  als  die 
ganze  Höhe  des  Gefässes,  d.  h.  wenn  das  letztere  ganz  unterhalb 
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Flg.  781. 


des  Wasserspiegels  sieb  befindet  (Fig.  7S1).  AU  Gleicbgewichts- 
Bedingung  des  eingetauchten  Gefässes  ergiebt  sieb  fUr  diesen  Fall 
(statt  1032)  die  Oleicbnng: 

1033)  G  =  y  R*  71  H  +  d)  —  yr^  fi  s  -^  s^yr'  fc  (l  —  a), 
in  welcher  das  erste  Glied  anf  der  recbten 
Seite  den  ganzen  Anftrieb  des  mit  Lnft  und 
Wasser  gefüllten  Gefässes,  das  zweite  nnd 
dritte  Glied  resp.  das  Gewicht  der  in  dem 
Gefässe  entbaltenen  Wasser-  und  Lnftmasse, 
nnd  G  das  absolate  Gewicht  des  Gefässee  fUr 
sich  allein  bezeichnet 

Seiet  man  «.  ß.  a— O,  /— l",  r— «».a,  Ä-=0»,21, 
A=0°>,01  und  z=-0'°,2,  so  erhält  man  nftch  GleichiiDg 
1029)  a;  — -2'°,T84,  und  wenn  das  GefäSB  mit  gewöhn- 
licher atmosphariecher  Luft  gefüllt,  also  f,  —  — .-»qj,- 
irt,  so  vOrde  das  Gewicht  desselben  nach  Gleichung 
103;t)  die  GrQgse  G  =  tu,B3  Kit.  haben  mOsEen,  um 
bei  dieser  Eintauchungsüefe  im  Gleichgewicht  sieb  in 
befinden.    Wenn  das  specifiache  Gewicht  des  Hateriala 
der  Gefässwände  gleich  8  ist,  so  würde  b«d  den  ange- 
nommenen Dimensionen  das  wirkliche  Gewicht  der- 
selben nur  114,13  Eil.  betragen.    Ea  würde  also,  nm 
bei  dieser  Eintanchnngetiefe  das  Oefftss  im  Gleichgewicht  zn  halten,  erforder- 
lich sein,   dasselbe  mit  einem  Debergewichte  zu  beschweren,  dessen  relaüfes 
Gewicht  im  Wasser  0,5  Eil.  betr&gt. 

Die  obige  Gleichung  kann  anch  in  umgekehrter  Weise  be- 
nutzt werden,  nm  ans  einem  gegebenen  Wertbe  von  G  den  zu- 
gehörigen Wertb  von  s  zu  berecbnen.  Wenn  allgemein  mit  «, 
das  specifiscbe  Gewicht  des  Sfaterials  der  Gefässwände  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

1034)  G  =  S„-/  [R'  n  (l+d)  —  r» .c  /] 

in  Gleichung  tö33)  zu  substituiren,  welche  alsdann  fUr  s  aufge- 
löst die  Form  annimmt: 

1035)  z  =  {s^  —  s,)t  +  s,a  —  (s„  —  D  (y  )  V  +  i). 

Bei  den  oben  angenommenen  Zahlenwertben  x.  B.  würde  hieraas  der 
Werth  2—  D'',204  sich  ergeben,  welchem  nach  Gleichung  1029)  die  Eintau- 
chnngstiefe  :r—  2'',Sä6  entspricht.  Der  Oleicbgewichtsanstand  eines  unter- 
halb des  Wasserspiegels  schwimmenden  LuftbehUters  ist  in  allen  Pftllen  ein 
labiler  Gleichgewichtsinstand.  Die  geringste  TergrOsserung der  Eintaacfauop- 
tiefe  würde  eine  Terldänemng  des  Inhaltes  der  eingeBchtossenen  Lnft  und  in 
Folge  dessen  eine  Tendenz  zum  Sinken  herbeifohren,  welche  iHkhrend  des 
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Sinkens  noch  zunimmt.  Die  geringste  Yenninderong  der  Eintauchungstiefe 
dagegen  würde  eine  Ausdehnung  der  eingeschlossenen  Luft  und  in  Folge 
dessen  eine  Tendenz  zum  Steigen  herbeiführen,  welche  während  des  Steigens 
noch  zunehmen  würde,  so  lange  bis  das  Gefäss  die  Oberfläche  erreicht.  Auf 
ähnliche  Weise  würde  bei  Aenderungen  des  auf  den  Wasserspiegel  wirkenden 
atmosphärischen  Druckes  (oder  des  demselben  entsprechenden  Barometer- 
standes) das  Gleichgewicht  in  der  einen  oder  anderen  Richtung  gestört  werden. 
Ein  Steigen  des  Barometerstandes  würde  das  sofortige  Sinken  des  Apparates 
bis  auf  den  Boden,  ein  Fallen  des  Barometerstandes  dagegen  würde  das  so- 
fortige Steigen  desselben  bis  an  die  Oberfläche  zur  Folge  haben. 


§  189. 
DilRBrenzial-Baroineter. 

Das  Gleichgewicht  der  in  einem  luftleeren  verticalen  Rohre 
vom  atmosphärischen  Drucke  getragenen  Wassersänie  würde  nicht 
gestört  werden,  wenn  ein  Theil  derselben  durch  einen  anderen 
Körper  von  gleichem  dpecifischen  Gewichte  ersetzt  würde.  Wäre 
das  Gewicht  P  dieses  Körpers  kleiner  als  das  Gewicht  yJ  einer 
Wassermasse  von  gleichem  Inhalt,  so  würde  zur  Anfrechterhaltnng 
des  Gleichgewichtsznstandes  erforderlich  sein,  an  diesem  Körper 
noch  eine  vertical  abwärts  wirkende  Kraft  K  hinzuzufügen,  welche 
gleich  der  Differenz  jener  beiden  Gewichte  ist.  Wenn  man  in 
diesem  Falle  den  Körper  durch  einen  Faden  mit  einem  unterhalb 
gelegenen  festen  Punkte  verbindet  (Fig.  782),  so  wird  der  Wider- 
stand dieses  festen  Punktes  jene  zum  Gleichgewichte  erforderliche 
Kraft  darstellen,  und  die  Spannung  des  Fadens  ist  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

1036)  K  =  yJ—P. 

Der  Aufhängepunkt  eines  bis  zur  Höhe  h  mit  Wasser  ge- 
füllten cylindrischen  Gefässes  von  der  Grundfläche  F  hat  das  Ge- 
wicht Q  des  Gefässes  und  das  Gewicht  yFh  der  in  demselben 
enthaltenen  Wassermasse  zusammengenommen  zu  tragen  (Fig.  738), 
leistet  also  den  Widerstand  : 

1037)  ir,  =  Q  +  yFA. 

Dieselbe  Grösse  wird  dieser  Widerstand  auch  dann  noch  bei- 
behalten, wenn  ein  beliebiger  Körper  in  das  Wasser  eingetaucht 
wird,  sobald  gleichzeitig  auf  irgend  eine  Art  bewirkt  wird,  dass 
die  Wasserstandshöhe  h  dabei  ungeändert  bleibt.  Wenn  das  Ganze 
von  atmosphärischer  Luft  umgeben  ist,  so  wird  zwar  ein  Theil 
des  ganzen  Gewichtes  von  dem  atmosphärischen  Auftriebe  getragen, 
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und  in  Folge  dessen  wird  die  Kraft  Ä",  eine  etwas  geringere 
GrBase  annehmen  j  da  indessen  der  atmosphtlrtsche  Aaftrieb  eine 
TerhältnissrntUeig  sehr  geringe  Grösse  hat,  so  kann  derselbe  in 
diesem  Falle  nnberackeichtigt  gelassen  werden. 


flg.  3S2. 


Fig.  J88. 


Fig.  734. 


Ik 


'Q*tFA 


Denkt  man  sich  in  Fig.  732  den  unteren  Wasserbehälter,  in 
welchen  das  luftleere  (nobeweglicbe  befestigte)  Rohr  eintaucht, 
ersetzt  durch  das  in  Fig.  733  dargestellte  Wasaergefäss  und  zu- 
gleich die  GrSsscn  J  tiuA  P  so  gewählt,  dass  K=K,  wird,  so 
erhält  man  als  Bedingnngs-Gleiohung  für  die  in  Fig.  734  darge- 
stellte Gleichgewichtslage,  bei  welcher  das  untere  Wassergefäss, 
an. dem  eingetauchten  KOrper  aufgehängt,  durch  den  Ueberschnss 
des  Auftriebes  über  das  Gewicht  desselben  im  Gleichgewichte 
schwebend  erhalten  wird,  die  Gleichang: 

1038)  yJ— (P-|-Q)  +  yf'A. 

Dieselbe  Gleichung  bleibt  anch  dann  noch  gUltig,  wenn  der  ein- 
getauchte KOrper  in  Fonn  eines  Cjlinders  tou  der  Querschoitts- 
fläche  /  und  der  Länge  /  mit  dem  Boden  des  hängenden  Gefässes 
zu  einem  Stücke  vereinigt  wird,  wobei  alsdann  durch  eine  im 
Inneren  dieses  Cylioders  angebrachte  Aushöhlung  bewirkt  werden 
kann,  dass  der  Ueberscbuss  des  Auftriebes  tiber  das  Gewicht  des- 
selben die  erforderliche  GrBsse  erhält  (Fig.  736).  Wenn  ftlr  diesen 
Fall  die  Grösse  /"  +  (3  als  Totalgewicht  der  Wände  des  achwe- 
benden Gefässes  mit  G  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  fUr  die 
äassereo  Dimensionen  des  Hohlcylinders  die  Bedingungs  Gleichung: 

1039)  Yjl=G+yFh. 
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Keine  tod  den  OrOesen  y,  f,  /,  G,  F  ändert  sich,  wenn  in 
der  GrSsse  p„  des  atmosphärischen  Brackcis  eine  Aendening  ein- 
tritt, und  die  demselben 


Fig.  185-  Fig.  TM. 


entsprechende  Drnckhöhe 


abnimmt  von  der 
Grösse  h^  bis  zn  der 
Grösse  A„  — a^.  Es  mnss 
daher  anch  die  Wasser- 
standshOhe  h  in  dem  hän- 
genden Gefässe  unver- 
ändert bleiben,  während 
dasselbe  in  diejenige 
Gleichgewichtslage  über- 
geht, welche  diesem  ver- 
minderten Drucke  ent- 
spricht (Fig.  736).  Die 
BestimmoDg  dieser  neuen 
Gleichgewichtslage  ist  da- 
her eine  rein  geometrische 
Aufgabe,  insofern  es  sich  darum  handelt,  diejenige  Lage  des  6e- 
fässes  aufzufinden,  bei  welcher  das  Wasser  auf  solche  Art  in  den 
beiden  Gefässen  sich  vertheilt,  dass  ßlr  den  Höhenunterschied  der 
beiden  Wasserspiegel  die  Grösse  *„  —  -r  sich  ergiebt.  Man  findet 
die  Grösse  s,  um  welche  das  hängende  Gefäss  bei  solcher  Druck- 
Verminderung  sich  senkt,  indem  man  den  bei  dieser  Senkung 
in  demselben  frei  werdenden  mit  Wasser  sich  füllenden  Raum 
-j-ilP  —  d^fis  der  Grösse  -^d'Ttx  gleichsetzt,  um  welche  der 
Rauminhalt  der  Über  dem  unteren  Wasserspiegel  stehenden  Wasser- 
säule in  dem  luftleeren  Rohre  gleichzeitig  sich  vermindert,  also 
aus  der  Gleichung; 

1040}     ^{Iß-d^),tz  =  ^d'7tx,     oder:     *  =  ^öS^. 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  —r'=»  die  Form  annimmt: 

1041)    s-=-^^-— . 

Zugleich  ergiebt  sich  fUr  die  totale  Senkung  des  oberen  Wasser- 
spiegels der  Werth: 

1«42)    s  +  a-=    f'^,  ■ 
ir —  1 
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Diese  beiden  Gleichungen  gelten  fllr  negative  bowoU  als  fUr 
positive  Werthe  von  x,  ebeneo  aach  fUr  den  Fall,  in  welchem 
statt  des  Wassers  eine  beliebige  andere  tropfbare  Flüssigkeit,  z.  B. 
Quecksilber,  benutzt  wird.  In  Gleichung  103S)  wtlrde  fUr  diesen 
letzteren  Fall  /=  13600  (statt  y  =  1000)  zu  substituiren  sein. 

Wenn  ».  B.  n  =  1,02  iat,  so  wird  z  +  x^  25,75  x  und  r  —  24,76  x\  es 
würde  kIbo  eine  Luftdruck-Teränderung,  welche  bei  einem  gewöhnlichen  Qaeck- 
Bilber-Barometer  einer  HOben-Aendernog  der  QueckBÜber- Säule  von  20  Milli- 
metern entspricht,  in  diesem  Falle  bei  dem  hier  beschriebenen  Differennai- 
Barometer  bewirken,  daBB  in  dem  luftleeren  Rohre  die  Höhenlage  der  Qneck- 
silber- Oberfläche  um  515  Millimeter  eich  ändert.  Gleichzeitig  würde  dne  ganse 
unten  hängende  OeßlSB  dabei  in  verticaler  Richtung  eine  W^eal&nge  von 
495  Millimetern  znrOcklegen  —  und  zwar  bei  steigendem  Luftdrücke  aufwärts, 
bei  abnehmendem  Dracke  abw&rls. 


EINUNDDREISSIGSTES  CAPITEL. 

Matives  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 

§190. 
RetitiVM  SIeiohgflwiGht  !■  beschlaiiafgt  tbrtaohraitendei  Runa 

Um  die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichtes  zu  finden 
für  eine  Wassermasse,  welche  nuter  Einwirkung  der  Schwerkraft 
in  einem  mit  der  Beschleunigung  n .  rr  fortschreitenden  Oefässe 
sich  befindet,  hat  man  sich  an  jedem  Massentheilchen  m  zu  den 
wirklich  vorhandenen  Kräften  noch  die  jener  Beschleunigung  ent- 
■p.    -g.  sprechende    in    entgegengesetzter 

Richtung  genommene  Kraft  m.ng 
yng    hinzugefügt  zu  denken,  nnd  auf  die 
•^' nunmehr  als  ruhend  zu   betrach- 
tende Wasaermasse  die  Bedingun- 
gen des  absoluten  Gleichgewichtes 
anzuwenden  (Fig.  787).     Für  die 
horizontale   und  verticale  Seiten- 
kraft der  Mittelkraft  k   aus  den 
beiden  Kräften  mg  und  m  ,  ng  er- 
hält man  (auf  ähnliche  Weise  wie 
die  Gleichungen  565)  und  566)  mit  Bezug  anf  Fig.  474  gefunden 
wurden)  die  Gleichungen: 
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1043)  k  Bin  ß  ='  mng  cos  a, 

1044)  k  Qosß  =  mng  sin  a  +  mg. 

aus  denen  für  die  Grössen  ß  und  k  resp.  die  Werthe  sich  ergeben : 

1045)    tg^  =  -T-4-^^^^>      1046)     k  =  mgyi'{-n'  +  2nBina. 
^  ^         1  +  71  sm  a 

Da  die  Grössen  a  und  n  unabhängig  sind  von  der  Lage  des 
betreffenden  Wassertheilchens,  so  hat  die  Mittelkraft  k  an  allen 
Stellen  dieselbe  Richtung,  und  da  nach  §  171  die  Oberfläche  einer 
im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Wassermasse  überall  recht- 
winkelig zur  Kraftrichtung  steht,  so  bildet  die  Oberfläche  in  die- 
sem Falle  eine  Ebene,  welche  den  Winkel  ß  mit  der  Horizontalen 
einschliesst. 

Für  das  Verhältniss  der  Mittelkraft  k  zu  dem  Gewichte  mg 
des  Wassertheilchens  ergiebt  sich  aus  Gleichung  1046)  der  Werth: 

1047)  t>  =  yi  +71» +  271  sin«. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  vom  Wasserspiegel  befind- 
liches Flächentheilchen  ist  b-mal  so  gross  als  derselbe  sein  ivürde, 
wenn  statt  der  Kräfte  k  nur  die  Gewichte  mg  auf  die  einzelnen 
Wassertheilchen  wirkten,  hat  also  pro  Flächeneinheit  (nach  Glei- 
chung 910)  die  Grösse: 

1048)  p  =  tf  .yz  =  yzyi  -+■  71»  +  2 71  sin  a. 

Für  a  «  90®  wird  ^  =  0  und  p^{i'}-n)yz,  also  f ür  n  =  1  wird 
ps=z2y2,  d.h.  in  einem  mit  der  Beschleanigang  g  vertical  aufwärts  bewegten 
Gefässe  bildet  der  Wasserspiegel  bei  relativem  Qldcbgewicbtszustande  eine 
horizontale  Ebene,  und  der  Druck  im  Innern  der  Wassermasse  ist  überall 
doppelt  so  gross,  als  derselbe  beim  Ruhezustande  4e8  Qef&sses  sein  würde. 
Für  flt  =.  —  90®  und  » «-  2  wird  /?  «  180®  und  p^^yz,  d.  h.  die  freie  Ober- 
fläche ist  in  diesem  Falle  eine  horizontale  Ebene,  welche  die  untere  Grenz- 
fläche der  Wassermasse  bildet,  und  der  Druck  in  der  Höhe  z  oberhalb  dieses 
Wasserspiegels  ist  ebenso  gross,  als  derselbe  beim  Ruhezustände  des  Gefässes 

in  der  Tiefe  z  unterhalb  des  Wasserspiegels  sein  würde.    Für  a  »  —  90 <> 

1 
und  n  a  1  wird  überall  der  Druck  p  gleich  Null.   Wenn  sin  a  »t ist,  so 

wird  /9»  90®;  die  freie  Oberfläche  bildet  also  in  diesem  Falle  eine  verticale 
Ebene. 

Die  Druckvertheilung  im  Inneren  eines  geschlossenen  lufl- 
erfllllten  Rohres ,  welches  mit  der  Beschleunigung  n  ,  g  ia  seiner 
Achsenrichtung  fortschreitet,  ist  auf  gleiche  Weise  wie  bei  der 
in  Fig.  709  dargestellten  verticalen  atmosphärischen  Luftsäule  ge- 
schehen,  zu  ermitteln,  sobald  man  überall  statt  der  Gewichte  die 
»-fachen  Gewichte  in  Rechnung  bringt,  also  statt  der  Grössen  y 
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und  /o  rösp«  die  Grössen  ny  nnd  n/o,  statt  des  Quotienten  ——7992 

den  Werth  -J^  =  -^^^  substituirt.    Statt  Gleichung  972)  erhMt 

man  also  nach  der  in  Fig.  738  gewählten  Bezeichnungsweise  für 
diesen  Fall  die  Gleichungen: 

Fig.  788.  •         1«49)     /-.  =  I^,g(A), 


1 

l 

z 


«  [P      « 


1050)  ^  =  2^1g^A^,  oder: 
na  nKi-t\  -nt 

1051)  p=Pi.e  =Po-^ 

Wenn  z.  B.  in  einem  mit  der  Beschleunigung  n  .  ^=t  10  .  ^»-98",1  in 
seiner  L&ngenrichtung  fortschreitenden  Rohre  von  lOO"*  L&nge  am  Vorderende 
der  Druck  1  Atmosphäre  betrüge ,  so  würde  am  entg^engesetzten  Ende  der 

lO.tOO 
7902 

Druck  tf  SS  1,133  Atmosphären  betragen,  und  wenn  umgekehrt  an  diesem 
letzteren  Ende  der  Druck  1  Atmosphäre  betrüge,  so  würde  am  Vorderende 

der  Druck  von  a«  0,8824  Atmosphären  stattfinden. 

l,loo 

§  191. 
Relatives  Gleichgewicht  Im  gleichförmig  rotirenden  Ranme. 

Denkt  man  sich  statt  der  in  Fig.  651  dargestellten  rotirenden 
Stange  ein  Rohr  in  horizontaler  Drehungsebene  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit w  um  einen  seiner  Endpunkte  rotirend,  nnd  in 

diesem  Bohre  eine  horizon- 
^'  ^^-  tale  Wassersäule  befindlich, 

a?j  -:        welche  mittelst  zweier  gegen 

Ul,.b^=^^"  ''^' i  ^o>  ^^^   Enden    derselben   ge- 

1^^^^^^^  Pf       -^     drückten  Kolben  im  rela- 

\  ^»®     '  tiven  Ruhezustande  erhalten 

,(0^  wird,   so  findet  man  nach 

der  in  Fig.  789  gewählten 
Bezeichnungsweise  als  Be- 
dingung des  relativen  Gleichgewichtes  dieser  Wassersäule  die 
Gleichung: 

1052)    pJ-pJ^Mx,aß\ 

welche  ausdrückt:  dass  der  Ueberschuss  des  gegen  die  äussere 
Endfläche  der  Wassersäule  wirkenden  Druckes  über  den  gegen 
die  innere  Endfläche  wirkenden  Druck  gleich  der  Centrifugalkraft 


XtW 
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der  Wassersäule  sein  mnss.  In  dieser  Gleichung  ist  (als  Abstand  des 
Schwerpunktes  der  Wassersäule  vom  Drehpunkte)  ^o=-o"  (^i  +  ^^ 

zu  setzen,  und  wenn  mit  y  das  Gewicht  —  also  mit  —  die  Masse 

9 
—  eines  Cubikmeters  Wasser  bezeichnet  wird,  so  ist  als  Masse 

der  ganzen  Wassersäule  3/ =  -^/(a?, — a?,)  zu  setzen.    Man  erhält 

also  die  Gleichung: 

P./-;'./=fy(^.-^.)(^^' 


CO' 


oder: 


1053)    •^  — 


h 

r 


Ex 


(iF,  o»)*        (a?,  w)* 


1d  2j 

P  P 

Wenn  hierin  die  Grössen  ^^-^  und  ^-^  als  die  den  Drücken 

y         y 

p^  und  77,  entsprechenden  Druckhöhen  resp.  mit  x^  und  x^ ,  femer 
die  Grössen  x^o)  und  x^w  als  Peripherie  -  Geschwindigkeiten  der 
Endpunkte  der  Wassersäule  resp.  mit  v,  und  v^  bezeichnet  werden, 
so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


1054)    z,  —  z,= 


v\ 


V 


Fig.  740. 


2»  2(/ 

und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  die  Differenz  der  beiden  Druck- 
höhen gleich  der  Differenz  der  den  beiden  Peripherie-Geschwin- 
digkeiten entsprechenden  Geschwindigkeitshöhen  sein  muss.  Wenn 
also  auf  dem  horizontalen  Rohre  an  den  Endpunkten  jener  Wasser- 
säule yerticale  mit  Wasser  gefttllte  Anzatzröhren  sich  befänden, 
so  würde  bei  relativem  Gleichgewichtszustande  der  ganzen  Wasser- 
masse die  Höhen-Differenz  der  beiden 
Wasserspiegel  in  diesen  verticalen 
Röhren  ebenfalls  gleich  der  Differenz 
der  ihren  Peripherie-Geschwindigkeiten 
entsprechenden  Greschwindigkeitshöhen 
sein  (Fig.  740). 

Betrachtet  man  diese  Wassermasse 
als  einen  Theil  der  in  Fig.  741  dar- 
gestellten um  eine  yerticale  Drehachse 
rotirenden  Wassermasse,  so  findet  man, 
dass  der  obige  Satz  zur  Bestimmung 
der  Höhen-Differenz  zweier  in  den  Abständen  x^  und  x^  von  der 
Drehachse  befindlicher  Punkte  des  Wasserspiegels  benutzt  werden 


(O 
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kann,  und  dass  diese  HOheu-Differenz  auch  bier  gleich  der  Diffe- 
renz der  GesehTrindigkeitBhßben  jener  beiden  Punkte  sein  muss. 
Setzt  man  Xi  =0,  t,— ar 
Fig.  711.  UD^  xio  =  v\  ferner  z,— 0 

und!)--:,  BO  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  Form  an: 


o'der :    X*  = 


11, 


und  Eeigt,  daai  der  Wuser- 
Bpiegel  eine  krumme  Flkcbs 
bildet,  welche  als  Ober6ilche 
eines  Rotationa-Pu&boloides, 
oder  als  die  *on  dner  Pft- 
rabel    bei    der   Umdrehung 
um  ihre  Acbse  beschriebene 
Kotationsfl&che     betrxcht«t 
werden    kann    (vergl.    Glei- 
chung 107)  und  Fig.  124). 
Wenn  ein  um  seine  rerticale  Achse  rotirendes  cyliudrisches 
Geflleg  durch  ein  in  der  Mitte  des  Gefässbodens  einmttndendea 
AnBBtzrohr   in  Verbindimg  gesetzt  wird    mit  einem   ausserhalb 
liegenden  ruhenden  Wasserbehälter  (Fig.  742),  so  wird  der  tiefste 
Punkt,  d.  h.  der  in  die  Drehachse 
Fig.  7«.  fallende   Scheitelpunkt    des    parabo- 

loidiscben  Wasserspiegels  in  gleiche 
Hohe  mit  dem  äusseren  ruhenden 
Wasserspiegel  sich  einstellen,  wäh- 
rend die  an  der  Peripherie  des  roti- 
renden  Oef  ässes  liegenden  Punkte  des 
Wasserspiegels  um  die  der  Peripherie- 
Geschwindigkeit  entsprechende  Ge- 
schwindigkeitshohe 3  fiber  den  äusse- 
ren Wasserspiegel  sich  erheben. 

Es  würde  s.  fi.  bei  einer  Feripberie* 
Qesch windigkeit  des  rotirenden  Oeftssei  Ton 
'IH  Metern  pro  Becunde  das  Wasser  am  Bande 

.  desselben  um  die  HOhe  x  -^  >—  40" 

Ober  den  äusseren  Wasserspiegel  sich  er- 
heben. Wären  In  der  Wand  des  rotirenden  GeAsses  Oeffnungen  angebracht 
in  einer  Hohe  von  weniger  als  40  Hetero  über  dem  ftasseren  Wasserspiegel, 
so  wQrde  das  Wasser  durch  diese  Oeffnungen  ausfliesBen.  Ks  kann  daher  an 
solches  rotiroDdes  Gefiss  (als  Centrifngalpumpe)  benutzt  werden,  um  Wasser 
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Fig.  74S. 


St 


-B 


aus  einem  tiefer  liegenden  in  einen  höher  liegenden  Beh&lter  hinüber  zu  be- 
fördern. Den  gleichen  Zweck  würde  man  auch  dadurch  erreichen  können, 
dass  man,  anstatt  das  ganze  G,eft£s  rotiren  zu  lassen,  nur  die  in  demselben 
befindliche  Wassermasse  in  Drehbewegung  versetzt  —  etwa  mittelst  einer  inner- 
halb des  ruhenden  Gef&sses  rotirenden  Welle,  welche,  mit  Armen  oder  Flügeln 
versehen,  die  Wassermasse  zwingt,  an  der  Drehbewegung  mit  theilzunehmen. 

Denkt  man  sich  zwei  feste  Horizontal-Ebenen  durch  die  roti- 
rende  Fltlssigkeit  hindurch  gelegt,  so  findet  man,  dass  der  Gleich- 
gewichtszustand des  zwischen  den  beiden  Ebenen  befindlichen 
T^eiles  der  Fltlssigkeit  keine  Störung  erleiden  würde,  wenn  die 
oberhalb  der  oberen  und  unterhalb  der  unteren  Ebene  liegenden 

Theile  der  Flüssigkeit  ganz  hinweggenommen 
würden.  Es  können  daher  zur  Bestimmung 
des  an  irgend  einer  Stelljs  im  Innern  der  roti- 
renden Wassermasse  stattfindenden  Druckes 
die  Gleichungen  1053)  und  1054)  auch  dann 
noch  benutzt  werden,  wenn  die  obere  Rand- 
linie und  der  Scheitelpunkt  der  paraboloidi- 
schen  Oberfläche  resp.  oberhalb  und  unter- 
halb —  also  beide  ganz  ausserhalb  —  des 
rotirenden  Gefässes  liegen,  wie  bei  dem  in 
Fig.  748  dargestellten  Falle.  Der  Druck- 
Differenz  zwischen  den  beiden  in  der  Figur 
durch  ihre  Peripherie -Geschwindigkeiten  V 
und  V  bezeichneten  Stellen  entspricht  eine 
Druckhöhe  js,  welche  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Geschwindigkeitshöhen  ist,  und  da  an  der  mit  v  be- 
zeichneten Stelle  als  einem  in  der  Oberfläche  liegenden  Punkte 
der  Druck  gleich  Null  ist,  so  hat  an  der  mit  V  bezeichneten  Stelle 
der  Druck  die  Grösse: 


•« 


H\ 


I 


yv 


^h 


/ 


1056) 


Wenn  z.  B.  ein  cylindrisches  Gef&ss  vom  Balbmesser  R  »0",6  mit  einer 
Geschwindigkeit  von  1200  Umdrehungen  pro  Minute  oder  mit  der  Peripherie- 
Geschwindigkeit  V  »  75",4  pro  Secunde  um  seine  Achse  sich  dreht,  so  hat 
die  der  Peripherie -Geschwindigkeit  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  die 

Grösse  tt  =  -ttt-  »  290",  und  wenn  das  Gef&ss  so  weit  gefallt  ist,  dass  am 


2^ 


1 


Boden  desselben  die  Dicke  der  Wasserschicht  die  Grösse  i?  —  r  =  y  -'^  —  ^"»^ 
hat,  80  entspricht  der  Druck  an  der  Peripherie  des  Gefftssbodens  einer  Wasser- 
säule von  der  Höhe  2  =  290  f  i  —  —  j  =  217"  5.    Wenn  dagegen  die  Dicke 
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dieaer  Waaaerschicht  nar  ein  Zehntel  des  H&lbmeaBers  betrüge,  eo  würde  der 

Druck  einer  WaBsersiale  von  der  Höhe  i  =  290  f  1  — ^)  —  55".l  entsprechm. 

Da  die  DrackhOhe  :  nar  von   den  Peripherie -Qeachvindigkeiten  der 

ftiUBeren  und  inneren  Peripherie  des  flaBsigen  Ringes  abh&ngt,  bo  k&tm  die 

obige  Qleichitng  zur  Bestim- 

Fig.  la.  mung  dieser  DrackhOhe  auch 

dann    noch    benutzt    werden, 

wenn    das    rotirende    G<0«s 

statt  des  Wassers  irgend  eine 

tmdere  tropfbare  Flossigkeit 

wie  z.  B.  flüssiges  Metall  oit- 

h&lt.    Wenn  bei  dem  Gieasen 

eines     metaUenen    Radreifen 

vom     äusseren     Halbmeaaer 

R  mr  o^.e  in  einer  rotirenden 

QuBsform,  welche  pro  Hinute 

l!00  Umdrehungen  nacht,  der 

flOssige  Bing  die  Dicke  S  —  r-~  D^fiG  erreicht  hat  (Fig.  3U),  so  ist  der 

Druck  an  der  äusseren  Peripherie  desselben  ebenso  gross  als  derselbe  sein 

wOrde,  wenn  aber  der  ruhenden  Gnesform  eine  flüssige  Metalls&ule  von  der 

Hohe  z  =  &5°>,1  stände. 

Denkt  man  sich  das  in  Fig.  739  dai^stellte  Rohr  mit  Laft 
statt  mit  Wasser  gefüllt,  so  findet  man,  dass  die  Gleicbnngen  1053) 
und  1054)  anch  fUr  diesen  Fall  noch  gültig  bleiben  würden,  so- 
bald der  dem  Druekuntersehiede /»,—;>,  entsprechende  Unterschied 
der  Dichtigkeit  klein  genng  ist,  um  vernachlässigt  werden  zn 
können,  d.  h.  sobald  die  Drehgeschwindigkeit  nnd  die  Länge  der 
Lnftsänle  verbältnissmässig  klein  sind.  Fflr  den  Fall,  dass  diese 
Bediiignng  nicht  erftlllt  ist,  bat  man  sich  die  ganze  Länge  der 
LnftBänle  in  ihre  nnendlich  kleinen  Theile  A  zerlegt  za  denken, 
nnd  zunächst  fHr  die  in  einem 


Fig.  345. 


solcheuTheile  enthaltene  Masse 
m=  -^/A  die  Gleichgewichts- 
Bedingnng  aniznstellen,  indem 
man  die  Dmck- Differenz  tf 
gleich  der  Centrifbgalkrafl 
mxta*  setzt  (Fig.  745).  Man 
-^  erhält  dann  die  Gleicbting: 

1057)     eJ—-^ft,xto\    oder:— — -^^A, 
9  '  y  9  ' 

welche  nach  Substitution  des  aus  dem  Hariotte'schen  Gesetze  sich 

ergebenden  Werthes  '/  —  —-yt  die  Form  annimmt: 


1 ;r^-'v 

P * 
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1058)  A'l   =iÜ-(^A). 

Durch  Summation  der  auf  gleiche  Weise  für  alle  einzelnen 
Abschnitte  A  aufzustellenden  Gleichungen  erhält  man  alsdann  die 
Gleichung: 

1059)  ^2(A-^2{a:A)% 
70      \PJ        9 

in  welcher  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  auf  gleiche 
Weise  wie  in  §  179  zu  bestimmen  ist,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Grösse  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  die  in  Glei- 
chung 1053)  auf  der  rechten  Seite  stehende  Grösse.  Es  gilt  also 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

1060)  AigfA)=(^_(^,    oder: 

70    ^  \PiJ  ^9  ^9 

79921g  f^U^-^.    - 
^\PiJ       2y        2g 

Setzt  man  t;i  =  0  und  —  wie  bei  den  vorigen  Z&hlenbeispielen  —  die 
der  Peripherie -Geschwindigkeit  des  Gefässes  entsprechende  Geschwindigkeits- 

a 

höhe  -^ »  290»,  80  erhält  man  für  das  Yerh&ltniss  des  Druckes  an  der 

880 

Peripherie  zu  dem  Drucke  in  der  Mitte  den  Werth:   -^  «  e'"^  —  1,0369, 

während  aus  Gleichung  1053)  —  welche  ftlr  diesen  Fall  die  Form  annimmt 

^ — ^*-  =  290,  oder:  J^JL  (  £3 —  1]=^  290  —  der  nur  wenig  von  dem  obigen 

rx  /i  \Pi        J 

0  290 

abweichende  Werth  ^^  —  1  +-;:r7rr  «-  1,0363  sich  ergeben  würde: 

p^  '    7992 


*)  Nach  der  Bezeichnungsw6ise  der  Integral-Rechnung: 

^f  *«iü!Lrf^,    oder:     £<>lgf£L)»^f£L=:£l). 
70  J     P  ff  J  To       \Px  J  ff    \        2        ; 
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ACHTER  ABSCHNITT. 

Dynamik  flüssiger  Körper. 


ZWEIÜNDDREISSIGSTES  CAPITEL. 

Änsflnss  des  Wassers. 


Ausflussgewhwfidfakelt 

Der  GleichgewichtBznatand  einer  anter  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft befindliches  Wassennasee  erfordert,  dass  eämmtliche  Pankte 
ihrer  freien  Oberfläche  in  einer  und  derselben  Horizontal -Ebene 
liegen.  Wenn  zwei  Wasserbehälter,  deren  Waseerspiegel  in  ver- 
schiedenen Hohen  liegen,  durch  ein  horizontales  Zwischenrohr 
mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden  (Fig.  746),  bo  wirken 
Fig..  748  auf  die  beiden  Endflächen  der 

in  letzterem  enthaltenen  hori- 
zontalen Wassersäule  ungleiche 
Drücke  -^fH  nnd  yfh.   Dnrch 
die    Differenz    dieser    beiden 
Drücke     wird     die     an&ngs 
>   rahende   Wassersänle   in  Be- 
wegung gesetzt,  also  eine  be- 
schleunigte Bewegung  hervor- 
gebracht,  und  die   Beschleu- 
nigung dieser  Bewegung  ist  im 
Anfiinge  gleich  dem  Druck -üeberschnss  yfH  —  yfh   dividirt 
durch  die  Masse  jener  Wassersäule. 

Bei  dem  Vorrtlcken  der  Wassersäule  längs  des  horizontalen 
Verbindungsrohres  treten  am  Vorderende  derselben  fortwährend 
Wassertheilcben  ans  dem  Bohre  heraus,  während  am  anderen 
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Ende  stets  ebenso  grosse  Quantitäten  in  das  Rohr  hineintretend 
an  die  in  Bewegung  begriffene  Wassersäule  sich  anschliessen.  In 
Folge  dessen  'sinkt  der  höher  liegende ,  und  steigt  der  tiefer 
liegende  von  den  beiden  Wasserspiegeln.  Wenn  jedoch  —  wie 
hier  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Querschnittsfläche  /  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  zu  den  beiden  Wasserspiegel-Flächen^  so 
dürfen  die  beiden  Druckhöhen  H  und  h  während  der  Ausfluss- 
bewegung als  unveränderliche  Grössen  betrachtet  werden ,  und 
man  darf  in  diesem  Falle  annehmen,  dass  trotz  der  partiellen 
Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Rohres  und  in  der  Nähe 
der  beiden  Enden  desselben  doch  im  Innern  jedes  der  beiden 
Wasserbehälter  der  Druck  dieselbe  Grösse  behält,  wie  wenn  die 
Wassermasse  daselbst  im  Ruhezustande  sich  beflüide;  dass  also 
die  treibende  Kraft  yf(H  —  ä)  während  der  Ausflussbewegung 
unverändert  bleibt. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  der  in  dem  Rohre  sich  bewegenden 
Wassersäule  (oder  die  Ausflussgeschwindigkeit)  zu  einer  gewissen 
Zeit  die  Grösse  v  erreicht  hat,  so  ist  die  in  dem  nächstfolgenden 
Zeittheilchen  r  von  derselben  zurückgelegte  Wegeslänge  gleich 
V  .  T,  und  die  von  jener  treibenden  Kraft  während  dieses  Zeit- 
theilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit  hat  die  Grösse: 

1061)  ^^yf(H—h)vT. 
Da  nach  §  166  das  Wasser  als  eine  Flüssigkeit  von  unveränder- 
lichem Rauminhalt  betrachtet  werden  darf,  und  demgemäss  die 
Summe  der  von  den  inneren  Kräften  (nämlich  von  den  Druck- 
kräften zwischen  den  benachbarten  Wassertheilchen)  verrichteten 
mechanischen  Arbeiten  stets  gleich  Null  zu  setzen  ist  (vergl.  §  105), 
so  darf  man  annehmen,  dass  jene  mechanische  Arbeit  lediglich 
auf  Erzeugung  einer  gleich  grossen  Quantität  von  lebendiger  Kraft 
verwendet  wird. 

An  der  Stelle,  wo  das  Wasser  in  das  horizontale  Rohr  ein- 
tritt, gehen  beständig  Wassertheilchen  aus  dem  Ruhezustande  in 
Bewegung  über,  wird  also  fortwährend  neue  lebendige  Kraft  er- 
zeugt. Die  während  jenes  Zeittheilchens  t  in  das  Rohr  eintre- 
tende Wassermenge  hat  den  Inhalt  t=fvT  und  das  Gewicht 

mg  =  y/vTy  also  die  Masse  »i  =  — /üt.  Es  wird  daher  an 
dieser  Stelle  während  der  Zeit  r  die  lebendige  Kraft  erzeugt: 


710  Achter  Abschnitt.   Cap.  XXXII.  §  192. 

Die  ganze  während  der  Zeit  r  verrichtete  mechanische  Arbeit  9 
kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt  denken ,  von  denen  der 
eine  darauf  verwendet  wird,  die  lebendige  Kraft  der  bereits  in 
Bewegung  begriffenen  Wassermasse  za  vermehren,  und  der  andere 
Theil  darauf  verwendet  wird,  den  in  das  Rohr  eintretenden  vor- 
her ruhenden  Wassertheilchen  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen. 
Dieser  letztere  Theil  wird  einen  um  so  grösseren  Brnchtheil  des 
Ganzen  bilden,  je  grösser  die  Ausflussgeschwindigkeit  v  bereits 
geworden  ist,  kann  aber  niemals  grösser  als  das  Ganze  werden. 
Die  Ausflussgeschwindigkeit  v  kann  daher  diejenige  Grösse  nie- 
mals überschreiten,  bei  welcher  die  an  der  Eintrittsstelle  zu  er- 
zeugende lebendige  Kraft  ftlr  sich  allein  schon  die  ganze  gleich- 
zeitig verrichtete  mechanische  Arbeit  in  Anspruch  nimmt.    Durch 

Gleichsetzung  der  beiden  für  — ^  und  für  ä  gefundenen  Aus- 
drücke erhält  man  demnach  für  diese  Grenze  der  Ausflussge- 
schwindigkeit die  Gleichung: 

1063)    ^fvT^^yf{H—h)vT,  oder:  v=^y2g(H—k). 

Die  anfangs  beschleunigte  Bewegung  der  Wassertheilchen  längs 
des  Ausflussrohres  geht  allmählich  in  eine  gleichförmige  Bewegung 
über;  es  tritt  ein  Beharrungszustand  ein,  bei  welchem  ein  ferneres 
Wachsen  der  Ausflussgeschwindigkeit  nicht  mehr  stattfindet,  und 
die  diesem  Beharrungszustande  entsprechende  Ausflussgeschwindig- 
keit ist  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welche  ein  frei  fallender 
Körper  erlangen  würde  beim  Herabfallen  von  einer  Höhe,  welche 
gleich  der  Differenz  der  beiden  Druckhöhen  ist. 

Wenn  man  in  der  oben  gefundenen  Gleichung  statt  der 
Druckhöhen  H  und  h  resp.  die  denselben  entsprechenden  Drücke 
P=yH  und  p  =  yk  einführt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 


1064)     t,  =  ]/2 <,  (|- - -2-) 


und  kann  in  dieser  Form  zur  Bestimmung  der  Ausflussgeschwin- 
digkeit auch  dann  noch  benutzt  werden,  wenn  zugleich  in  jedem 
der  beiden  Wasserbehälter  auf  die  Oberfläche  des  Wassers  noch 
ein  gewisser  Druck  wirkt:  sobald  mit  P  und  p  resp.  die  wirk- 
lichen —  d.  h.  die  mit  Berücksichtigung  jener  auf  die  Oberflächen 
wirkenden  Drücke  zu  bestimmenden  —  Drücke  pro  Flächenein- 
heit gegen  die  verschlossen  gedachte  Ausflussmündung  bezeichnet 
werden.    Die  Gleichung  1063)  kann  ebenfalls  für  diesen  letzteren 
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Fall  als  ^Itig  bleibend  betrachtet  werden:  sobald  darin  einer 
jeden  von  den  beidefa  OrSsBen  Hand  k  resp.  die  Bedeatnng  „der 
dem  Totaldmcke  entBprechendeu  Dmckböhe"  beigelegt  wird,  d.  h. 
der  wirklichen  Höhe  des  betreffenden  Wasserspiegels  Über  der 
ÄnsflossnaaDdung  vermebit  nm  diejenige  Höbe,  welche  eine  anl 
dem  Wasserepiegel  rahende  Waeeerachicht  haben  mUsste,  nm  den 
anf  die  Oberfläche  wirkenden  Drnek  hervor^nbringen. 

Wenn  man  statt. dessen  mit  H  und  k  —  wie  Mher  —  die 
wirklieben  Hohen  der  beiden  Wasserapiegel  Aber  der  Ansflnss- 
mtlndnng  bezeichnet,  und  mit  /'  und  f  resp.  die  anf  die  Ober- 
flächen wirkenden  Drtleke,  so  erhält  man  ftlr  die  Änsflnssge- 
schwindigkeit  die  allgemeine  Gleicbnng: 


1065) 


'V^9[{h 


+    - 


Fin.  747. 


Dasselbe  BeweisTerfahren,  welches  znm  Auffinden  dieser  all- 
gemeinen Gleichang  fUhrte,  lässt  sieb  anch  anf  den  in  Fig.  747 
dargestellten  Fall  anwenden,  bei  welchem  die  Ansflnes-Oeflnnng 
in  der  horizontalen  Bodenwand  ~  statt 
.,  in  der  rerticalen  Seitenwand  —  des 
^  AusflasB-Geräsees  sich  befindet  Die 
'  obige  Gleichung  kann  daher  anch  für 
diesen  Fall  als  gtlltig  betrachtet  wer- 
E  den  und  nimmt,  wenn  die  Differenz 
P  der  beiden  totalen  DmckhOhen  mit 
1 5    bezeichnet    wird ,    die    einfachere 

[  Fonn  an:  

1066)  r  =  y^gs. 
Die  in  dem  Zeittheilcben  t  ansflies- 
4  sende  Wassermenge  bildet  eine  Wasser- 
säule Ton  der  Länge  vt  ond  vom 
Querschnitte/,  hat  also  den  Rauminhalt/i' t.  Um  dieselbe  Grösse 
nimmt  die  in  dem  Gefäese  enthaltene  Wassermenge  während  dieses 
Zeittheilchens  ab.  Flir  die  Geschwindigkeit  u;  mit  welcher  der 
Wasserspiegel  in  dem  Ansflnssgefässe  sieh  senkt,  erhält  man  also, 
wenn  mit  F  der  Flächeninhalt  dieses  Wasserspiegels  bezeichnet 
wird,  die  Gleich,ung: 

1067)  Fw%  -=/vi,  oder:  "■  =  ^  i-- 
Unter  Voraussetzung  einer  prismatisciien  oder  cylindrischen 
Form  des  Gefässes  (Fig.  748)  darf  man  annehmen,  dass  die  im 
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Innern  desBelben  unterhalb  des  WaseerBpiegels  befindlichen  Wasser- 
theilchen  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  w  sinken.    Die  obige 
F'D  74K  Gleichung  zeigt  daher:  dass  die  Geschwindigkeit, 

mit  welcher  die  Wassertheilcben  sich  bewegen, 
m  bevor  dieselben   zum  Anaflusae  gelangen,   nnr 
dann  als  verschwindend  klein  betrachtet  wer- 
den darf,  wenn  den  früher  gemachten  Voraua- 

f 
setznngeD  entsprechend  das  Verhältniss  -4;  einen 

sehr  kleinen  Werth  hat.  FQr  den  Fall,  dass  diese 
^  Bedingung  nur  nngenQgend  erfllllt  ist,  wttrde  für 

die  während  der  Zeit  r  an  der  Ansflnssstelle  er- 
zengte lebendige  Kraft  statt  des  in  Gleichung  1062)  angegebenen  - 
Werthes  ~  —  0  der  Werth: 


1068)     -^-■^=■^[1. 


-  2  [^  F^j 
zn  aubstitniren  sein,  und  nach  Gleichung  1061)  wttrde  —  wenn 
darin  die  GrBsse  yfvx  als  das  Gewicht  der  während  des  Zeit- 
theilchens  t  ansfliessenden  Waasermenge  gleich  mg  gesetzt,  und 
die  Druckhöhen-Differenz  H—  k  mit  »  bezeichnet  wird,  —  die 
während  dieses  Zeittheilchens  verrichtete  mechanische  Arbeit 
•^^mgz  zu  setzen  sein.  Durch  Gleichsetznng  dieser  beiden 
Wertbe  erhält  man  die  Gleichnng: 

1069)     moz~~~^ ^ ^/t_^j,  oder: 

~^2g7 

Die  Bedingnng  des  UnveräDderlichbleibens  der  Dmckhßhe  s  wttrde 
man  sich  in  diesem  Falle  dadurch  erfüllt  denken  kttanen:  dass 
in  dem  Gef^e  oben  ein  Znflnsa  stattfindet,  durch  welchen  die  in 
dem  Ge&sse  enthaltene  Wassermenge  anveränderlich  erhalten  wird. 

§  193. 


Wenn  die  Dnickhßhen  —  and  in  Folge  dessen  auch  die  Ans- 
flussgeschwindigkeiten  —  an  allen  Stellen  der  AnsflussCffnnng 
gleiche  Grössen  haben,  so  findet  man  die  in  jeder  Zeiteinheit 
ansfliessende  Wassermenge,  indem  man  den  Inhalt  einer  prisma- 
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tischen  WasserBäole  berechnet,  deren  Länge  .gleich  der  Ansflnss- 
geschwindigkeit,  und  deren  Querschnitt  gleich  der  Mündungsfläche 
ist  Wenn  dagegen  die  Druckhöhen  an  verschiedenen  Stellen  der 
Ausflussöffhung  verschiedene  Grössen  haben  —  wie  z.  B.  bei  dem 
Ausfluss  in  den  leeren  Saum  aus  einer  Oeffnuug  der  verticalen 
Seitenwand  des  Ausflussgefässes  (Fig.  749  und  Fig.  750)  —  so  hat 
man  sich  die  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasserstrahles 
in  ihre  unendlich  kleinen  Theile  zerlegt  zu  denken,  und  für  jeden 
Theil  einzeln  genommen  die  Ausflussmenge  nach  der  obigen  Kegel 
zu  bestimmen ;  durch  Summation  der  auf  solche  Weise  gefundenen 
Grössen  erhält  man  alsdaun  die  totale  Aueflussmenge. 


Fig.  749. 


Fig.  750. 


*^mäüiLM 


An  der  Stelle  P  (Fig.  749)  hat  die  Ausflussgeschwindigkeit 
nach  Gleichung  1066)  die  Grösse  r  -«  y^gz^  und  ein  in  dieser 
Höhe  befindlicher  horizontaler  Flächenstreifen  von  der  Breite  b 
und  der  unendlich  kleinen  Höhe  X  (Fig.  750)  liefert  zu  der  ganzen 
Ausflussmenge  den  Beitrag  hX.v.  Bei  der  angenommenen  Becht- 
eckform  der  Ausflussöffnung  bildet  die  Grösse  b  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  der  von  sämmtlichen  Flächenstreifen  gelieferten 
Beiträge;  die  ganze  pro  Zeiteinheit  ausfliessende  Wassermenge  hat 
also  den  Inhalt: 

1070)  J=.^(iXt?)  =  *^(ri).*) 

Wenn  man  zur  Bestimmnng  des  Ausdrackes  2 {vi)  das  Gesetz,  nach 
welchem  v  mit  z  sich  ändert,  auf  die  In  Fig.  751  angedeutete  Weise  graphisch 


*)  Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral-Rechnung  würde  diese  Glei- 
chung die  Form  annehmen: 

J^bl  vdfb  jVY^dz  ^bV2gl  z^ dz  =  j * V27(Ä*  —  A*). 


t  =  h 
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darstellt,  so  findet  man,  dass  die  Gnrve  ÄEF^  welche  das  Wachsen  der  Ge- 
schwindigkeit mit  zunehmender  Tiefe  yeranschaulicht,  eine  Parabel  bildet, 
deren  Scheitelpunkt  A  in  der  Ebene  des  Wasserspiels  liegt,  und  dass  in 
dieser  Figur  die  Grösse  ^(vA)  als  Summe  der  zwischen  den  Horizontalen  j?^ 
und  DF  liegenden  horizontalen  Fl&chenstreifen  durch  die  Fl&che  BEFD  dar- 
gestellt erscheint,  so  wie  der  Ausdruck  JSizL)  als  Summe  der  zugehöiigeo, 
zwischen  den  Verticalen  ME  und  NF  liegenden  verticalen  Fl&chenstreifai  in 
gleicher  Weise  durch  die  Fl&che  MEFN  repräsentirt  wird.  Nach  der  in 
Fig.  751  angegebenen  Bezeichnung  ist  also: 

1071)  2(vX)^CH  '-'Ch  —  2(z^). 

Zur  Bestimmung  des  Ausdruckes  ^(zA)  hat  man  z  »  ^—  zu  substitairen  und 

erhält  (mit  Benutzung  der  in  §  109  gefundenen  Summationsformel  461)  die 

Gleichung: 

1  1    /  C*       f '  \ 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  C*^2gH  und  <?*  =  2^ä  die  Form 
annimmt: 

-2'(zA)«|-(6^i5r-rÄ). 

Aus  Gleichung  1071)  ergiebt  sich  hiernach  für  die  gesuchte  Grösse  der  Werth: 

1072)  S{vk)^j{CB  —  ch). 

Wenn  man  den  hier  gefundenen  Werth  in  Gleichnng  1070) 
substituirt,  so  erhält  man  fUr  die  in  jeder  Zeiteinheit  ansfliessende 
Wassermenge  die  Gleichung: 

1073)    J=yA(CÄ^— cA)  =  y  *1/2^(ä1/ä— AVÄ), 

welche  fttr  den  Fall,  in  welchem  A  =  0  ist,  die  Form  annimmt: 


1074)    J  =  ~bHy2gH 

und  in  dieser  letzteren  Form  zeigt,  dass  die  bei  einem  U eber- 
falle ausfliessende  Wassermenge  so  gross  ist  wie  diejenige 
Wassermenge,   welche   sich   ergeben   würde,   wenn   sämmtliche 

Wassertheilchen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  '^y2gH  zum 

Ausfluss  gelangten. 

§194. 
Auafluaazeü 

Wenn  aus  der  horizontalen  Boden-Oeffnung  /  eines  cylindri- 
sehen  oder  prismatischen  Gefässes  (Fig.  752)  das  Wasser  mit  der 

Geschwindigkeit  v  ^=^y2gj5  ausfliesst,  während  oben  kein  Zufluss 


AusfluBszeit. 
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stattfindet,   so  vermindert   sich  die   in  dem  Gefässe   enthaltene 
Wassermenge  pro  Zeiteinheit  um  die  Grösse /r;  in  Folge  dessen 

sinkt  der  Wasserspiegel,   und  zwar  nach 
Gleichung  1067)  mit  der  Geschwindigkeit: 


Fig.  752. 


A 


H 


^   Z 


\  ■•«Sü' 


1075)     w=^v^y^(g^'^z. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  eine  gleich- 
förmig verzögerte  Bewegung  ausführt,  und 
seine  Geschwindigkeit  in  jeder  Secunde  um 
p  abnimmt,  so  wird  in  dem  Augenblicke, 
wo  derselbe  noch  um  die  Strecke  s  von  dem 
Endpunkte    seiner  Bewegung   entfernt  ist, 

seine  Geschwindigkeit  gleich  y^ps  geworden  sein,  und  die  Zeit, 
welche  der  Punkt  zum  Zurücklegen  der  noch  übrigen  Strecke  s 

r- 

Setzt  man  hierin  j»  =  /7^> 

so  erhält  man  für  die  Zeit,  nach^  welcher  der  Wasserspiegel  den 
Boden  des  Gefässes  erreicht,  die  Gleichung: 


•1/2  3 
braucht,  hat  die  Grösse  t=y 


1076)     t 


gr 


Fig.  758. 


i^ 


und  für  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  h 
abnimmt,  die  Gleichung:         

,o,„  ,_^(i/M_v/y). 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Zeit  berechnen,  in  welcher 
bei  den  in  Fig.  763  dargestellten  beiden  Gefässen  die  Wasserstands- 
höhe des  einen  so  weit  sinkt,  und  die 
des  andern  so  weit  steigt,  bis  die  bei- 
den Wasserspiegel  in  einer  und  der- 
selben Höhe  liegen.  Die  Ausfluss- 
geschwindigkeit hat  die  Grösse: 

v^y2o(x  +  z) 
und  für  die  Geschwindigkeit  des 
sinkenden    Wasserspiegels    erhält 
man  die  Gleichung: 


..  .vfi^  .  .1.  .fl   .. 


4? 


» 


1878)    w 


-^yv^V^gyri^  +  ^i 


Die  Wassermenge,  welche  aus  dem  einen  Gefässe  ausfiiesst,  ist 
dieselbe,  welche  in  das  ander^  hineinfliesst,  also  ist: 


716  Achter  Abschnitt.   Cap.  XXXTT.  §  194. 

F 

1079)  ga?  =  Fz,  oder:  x^-^s. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  für  x  nimmt  die  vorige  Glei- 
chung die  Form  an: 

1080)  ,v^y2\^g^{i+^y^z 

und  zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels 
in  jeder  Secunde  um  die  Grösse: 

abnimmt   Für  die  Zeit,  in  welcher  derselbe  die  Strecke  s  zurück- 
legt, erhält  man  also  die  Gleichung: 

/  _  l/^_  l/2^         F^% 

welche  nach  Substitution  des  Werthes  z  +  x^=  z  (i+-^\=:^h 
die  Form  annimmt: 

1081)  t  = 


F^      .]/?A 


f{F+^)'    9 
Wenn  F  so  gross  ist,  dass  das  Yerhältniss  -¥r  gleich  Null  gesetzt 

werden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  fttr  die  Füllungszeit  des 
kleineren  Gefässes  die  Gleichung: 

1082)  .=  !-]/?*, 

welche  auch  fttr  kleinere  Werthe  von  F  noch  gültig  bleibt,  so- 
bald die  Wasserstandshöhe  in  dem  Ausflussgefässe  durch  Zuflnss 
unveränderlich  erhalten  wird. 

Fttr  den  Fall,  dass  die  horizontale  Querschnittsfläche  des 
Ausflussgefässes  nach  oben  hin  proportional  der  Höhe  ttber  der 
Ausflussöffnung  zunimmt  —  wie  z.  B.  bei  einer  Schale  von  der 
Form  eines  Botations-Paraboloides  (Fig.  764)  oder  bei  einem  lie- 
genden dreiseitigen  Prisma  (Fig.  755)  —  wttrde  man.  nach  der  in 
den  Figuren  angegebenen  Bezeichnungsweise  zu  setzen  haben: 

1083)  -|f  —  -|-'    oder:  g  — -j-.«, 

und  fttr  die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  in  dem 
Augenblicke,  wo  derselbe  in  der  Höhe  z  ttber  der  AusflussOflfhung 
sich  befindet,  die  Gleichung  erhalten: 


i 
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1084)  w  =  I.y2gz  =  ^]/^. 

Die  Zeit  ty  in  welcher  der  sinkende  Wasserspiegel  bei  dieser  Ge- 
schwindigkeit die  unendlich  kleine  Strecke  A  zurücklegt,  ist  zn 
bestimmen  ans  der  Gleichung: 

1085)  WT  =  A,    oder:r=  — =^ — ^^  (A}/^ 

-         fh}/29 


w 


und  für  die  ganze  Ausflusszeit  erhält  man  einen  Ausdruck  von 
der  Form: 


1086)    ^  =  ^(t)== 


F 


:^(aV^). 


fhV^9_ 

Die  Bedeutung  des  Ausdruckes  ^(A)/;?)  kann  man  sich  auf  die 
in  Fig.  766  dargestellte  Weise  durch  die  Fläche  ABC  veran- 
schaulichen, deren  Begrenzungslinie  AB  die  Form  einer  Parabel 
hat,  und  für  deren  Flächeninhalt  man  (auf  gleiche  Weise,  wie 

mit  Bezug  auf  Fig.  761  erklärt  wurde)  die  Grösse  -^h^h  findet. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Ausflusszeit 
die  Gleichung:  

Diese  Gleichung  nimmt,  wenn  mit  c=y2gh  die  anfängliche 
Ausflussgeschwindigkeit  und  mit  J=  -^  Fh  der  ganze  Inhalt  des 
Gefässes  bezeichnet  wird,  die  Form  an: 

1088)    ^  =  4i-' 

6  Je 

4 
und  zeigt,  dass  die  Ausflusszeit  -^  mal  so  gross  ist  als  diejenige 

Zeit,  in  welcher  die  gleiche  Quantität  bei  constanter  Ansfluss- 
geschwindigkeit  c  ausfliessen  würde. 

Soll  die  Geschwindigkeit  w  =  ^4  V2<7^  des  sinkenden  Wasser- 
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Spiegels  während  des  Sißkens  unvertodert  bleiben,  so  muss  der 
Horizontal-Querschnitt  g  der  Grösse  V;^  proportional  sich  ändern, 
was  z.  B.  dann  der  Fall  sein  würde,  wenn  von  den  zwei  recht- 
winkelig zu  einander  durch  die  Achse  gelegten  Vertical-Durcli- 
schnitten  des  Gefösses  der  eine  die  Form  eines  Rechtecks  und  der 
andere  die  in  Fig.  764  dargestellte  paraboUsche  Form  hätte. 

§  195. 
Hydraulischer  Druck. 

Der  Druck,  welchen  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  die  in 
Bewegung  begriffenen  Wajssertheilchen  auf  die  Gefässwände  nnd 
auf  einander  gegenseitig  übertragen,  ist  im  Allgemeinen  verschie- 
den von  demjenigen  Drucke,  welchen  unter  sonst  gleichen  Umstän- 
den bei  verschlossener  Ausflussöffnung  das  im  Ruheznstande 
befindliche  Wasser  in  gleicher  Tiefe  unterhalb  des  Wasserspiegels 
ausüben  würde  —  d.  h.  verschieden  von  dem  hydrostatischen 
Drucke  —  und  wird  zum  Unterschiede  von  dem  letzteren  der 
„hydraulische  Druck"  genannt.  Um  die  Messbarkeit  und  die 
Grösse  des  hydraulischen  Druckes  sich  zu  veranschaulichen,  hat 
man  sich  an  der  betreffenden  Stelle  des  Ausflussgefässes  ein  ver- 
ticales,  oben  geschlossenes  luftleeres  Rohr  angesetzt  zu  denken: 
die  Höhe  der  Wassersäule,  welche  in  diesem  Rohre  stehend  dem 
hydraulischen  Drucke  das  Gleichgewicht  halten  würde,  ist  als 
die  dem  hydraulischen  Drucke  entsprechende  Druckhöhe  zu  be- 
trachten. 

Wenn  man  auf  die  bereits  in  Fig.  673  und  Fig.  747  ange- 
deutete Weise  den  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  auf  die  Wasser- 
oberfläche wirkenden  Druck  F^  ebenso  auch  den  ausserhalb 
des  Gefässes  auf  den  .Wasserspiegel  über  der  Ausflussmündung 
wirkenden  Gegendruck  /?,  beide  auf  Druckhöhen  reducirt  — 
d.  h.  wenn  man  sich  statt  dieser  Drücke  auf  jedem  der  beiden 
Wasserspiegel  eine  Wasserschicht  ruhend  denkt  von  derjenigen 
Höhe,  welche  dieselbe  haben  müsste,  um  durch  ihr  Gewicht  den 
betreffenden  Druck  hervorzubringen  —  und  wenn  die  auf  solche 
Weise  zu  ermittelnde  Differenz  der  beiden  Totaldruck-Höhen  über 
der  Ausflussmündung  mit  h  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  nach 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  (Gleichung  1069)  fttr  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit V  bei  der  in  Fig.  757  gewählten  Bezeichnnngs- 
weise  die  Gleichung: 
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Fig.  757. 


1  1 

1089)    —  wir* ^mc^  =  nigh^    oder:   «*  —  c*  +  2^A. 

Betrachtet  man  ein  anderes  Mal  die  in  der  Fignr  mit  f$  bezeich- 
nete horizontale  Querschnittsfläche  der  Wassermasse  als  freie  Ober- 
fläche derselben,  und  denkt  man  sich 
den  in  dieser  Fläche  wirkenden  (hydrau- 
lischen) Druck  ))  dargestellt  durch  eine 
auf  derselben  liegende  Wasserschicht, 
deren  Höhe  x  gleich  der  gesuchten 
hydraulischen  Druckhöhe  für  diese  Stelle 
ist,  so  wird  für  diesen  Fall  die  Grösse 
X  +  (h  —  s)  als  Differenz  der  beiden 
Totaldruck-Höhen  ttber  der  Ausflussmttn- 
dung  in  Rechnung  zu  bringen  sein,  und 
man  erhält  fllr  die  Ausflussgeschwindig- 
keit die  zweite  Gleichung: 

1090)  v^^-w'  +  lgix  +  h  —  z). 
Durch  Gleichsetzung  diejser  beiden  für  r* 
gefundenen  Werthe  erhält  man  eine  Glei- 
chung, aus  welcher  für  die  hydraulische 
Druckhöhe  x  der  Werth  sich  ergiebt : 

Die  hydraulische  Druckhöhe  an  einer  bestimmten 
Stelle  im  Inneren  des  Ausflussgefässes  ist  gleich  der 
hydrostatischen  Druckhöhe  an  derselben  Stelle:  ver- 
mindert um  den  Ueberschuss  der  Geschwindigkeits- 
höhe, welche  der  Geschwindigkeit  des  Wassers  an 
dieser  Stelle  entspricht,  über  die  Geschwindigkeits- 
höhe, welche  der  Geschwindigkeit  des  Wassers  an 
der  freien  Oberfläche  entspricht. 

Da  Fc=^ga?=/r  ist,  so  kann  der  obigen  Gleichung  die 
Form  gegeben  werden: 


1091)    ^ 


1092)    ^ 


=  s  —  —(—  —  l 


2^V5f 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  hydraulische  Druck- 
höhe a:  grösser  ist  als  die  hydraulische  Druckhöhe  z  an  solchen 
Stellen  des  Gefässes,  wo  $  >  Fist;  kleiner  dagegen  an  solchen 
Stellen,  wo  B  <  ^'  ißt. 
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Bei  einem  lon  atmosph&riacher  Luft  umgebenen  Gei&ase,   dwsen  hori- 
zontaler Querachnitt  g  an  irgend  einer  Stelle  ao  sich  Terengt,  dass  filt  die 
hydntuliache  DrnckhOhe  x    aus    der  obigen 
Flg.  7M.  Gleichnng  ein  Werth  sich   ergiebt,  welcher 

kleiner  ist  als  die  atmosphfthache  Druckhahe 

IAg~  lO^^SG,  wOrde  alBo  durch  eine  an  dieaw 
Terengnngs- Stelle  ic  der  Gef&ss wand  ange- 
brachte Oeffnung  das  Wasser  nicht  aosflieaaen, 
Bondem  vielmehr  tob  aussen  her  atmosphä- 
rische Lnft  tinstrOmen  wie  in  einen  loftrer- 
dUnntenRanm;  oder  wenn  statt  dessen  mittelst 
eines  nach  unten  hin  umgebogenen  Ansatx- 
rohrea  jene  Stelle  in  Terbindong  gesetzt  wird 
mit  einem  Wasserbehälter,  dessen  (gldchhlls 
,  dem  atmoBph&riscben  Drucke  anegesetiter} 
Wasserspiegel  um  die  Höhe  y  tiefer  liegt,  so 
wird  aus  diesem  WasserbehUter  das  Wasser, 
von  dem  atmosph&rischen  Drucke  getrieben, 
durch  das  Kobr  binaof  in  das  AusflossgeOsa 
hineinströmen  mit  der  Geschwindigkeit  u  =>  ^2^  [A«  —  (a;-|-y)l,  fQr  welche 
ein  positiver  Werth  sich  erglebt,  so  lange  ir  4-  y  <  Äo  ist  (Fig.  75S). 

Die  oben  gefandenen  Gletcbangen  bleibeo  indessen  nur  so 
lange  gtlltig,  als  dieselben  fUr  die  Otfisae  x  an  keiner  Stelle  des 
Ge^ses  einen  Werth  ergeben,  welcher  kleiner  ist  als  Nall ;  denn 
der  hydranlisebe  Drnck  kann  —  ebenso  wie  der  hydrostatische 
Druck—  niemals  negativ  werden.  Der  Grenrfallj  bis  za  wel- 
chem die  Gleichung  10S9)  noch  den  richtigen  Werth  fKr  die  Ans- 
änssgeschwindigkeit  angiebt,  ist  derjenige  Fall,  bei  welchem  der 
kleiuBte  von  den  nach  Gleichung  1092)  fUr  die  verschiedenen 
Stellen  des  GefUssea  zu  berechnenden  Werthen  der  bydntnlischen 
Drnckhöhe  x  die  GrOsse  Null  annimmt.  Ffir  die  Geschwindigkeit 
if,  mit  welcher  in  diesem  Grenzfalle  das  Wasser  durch  den  be- 
treffenden verengten  Querschnitt  %  hindurehfliessen  würde,  erhält 
man  ans  Gleichnng  1091)  oder  1092),  indem  man  darin  «-=0 
setzt,  den  Werth: 


1 


1093)     »— yc" 


^-Mt^ 


Um  femer  dasjenige  Quersohnittsverhältnislzu  finden,  bei  welchem 
dieser  Fall  überhaupt  eintritt,  hat  man  znnilchst  der  Gleichnng 
1089),  welche  für  diesen  Grenz&ll  noch  gtlltig  bleibt,  durch  Sub- 
stitution des  Werthes  c  =^  -^  »  die  Form  zu  geben: 
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1094)    t'*  =  ^t^'  +  2«/A,    oder:    t?  =  "[  /   ^^^, 

und   alsdann   die   beiden  Wassermengen  /v   und  %w   einander 
gleichzusetzen,  woraus  sich  die  Bedingungs-Gleichung  ergiebt: 

1095)/|  /  -^  =  8 1  /^^,  oder:  g=  ''^^' 


In  diesem  Falle  würde  —  wie  Gleichung  1093)  zeigt  —  das 
Wasser  durch  den  verengten  Querschnitt  §  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit hindurchfliessen,  wie  wenn  unterhalb  desselben  ein 
absolut  leerer  Raum  sich  befände.  Grösser  als  die  dem  Aus- 
flusse in  den  absolut  leeren  Raum  entsprechende  Ausflussgeschwin- 
digkeit kann  aber  die  Geschwindigkeit  des  durchströmenden  Was- 
sers an  der  Verengungs- Stelle  niemals  werden.  Folglich  wird 
die  Geschwindigkeit  w  den  in  Gleichung  1093)  angegebenen  Werth 
auch  dann  noch  beibehalten,  wenn  der  verengte  Querschnitt  ^ 
noch  kleiner  als  derjenige  ist,  welcher  der  BedingungsGleichung 
1095)  entspricht.  Da  ferner  durch  die  Ausflussmttndung  /  immer 
nur  so  viel  Wasser  ausfli essen  kann,  als  durch  den  verengten 
Querschnitt  g  hinzu fliesst,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des 
ausfliessenden  Wasserstrahles  —  vorausgesetzt,  dass  derselbe  die 
Ausflussmttndung  /  vollständig  ausfüllt  —  in  diesem  Falle  nicht 
mehr  nach  Gleichung  1094)  bestimmt  werden  dürfen,  sondern  viel- 
mehr nach  der  Gleichung:  


1096)    V  =  -^r  w  =  -^ 


i  Wenn  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  759  dargestellten  Falle  des  Ausflusses  aus 

einem  von  atmosphärischer  Luft  umgebenen  Gefässe  —  bei  welchem  man  sich 

zur  Bestimmung  der  totalen  Druckhöhen  sowohl  innerhalb  als  ausserhalb  des 

Gefässes  die  atmosphärische  Druckhöhe  Hq  »»  lO^^t^dß  zu  der  wirklichen  Höhe 

des  betreffenden  Wasserspiegels  über  der  Ausflussmündung  hinzugefügt  zu 

denken  hat  —  der  verengte  Querschnitt  g  kleiner  ist  als  der  nach  Gleichung 

FfVh 
1095)  zu  berechnende  Werth,   d.  h.   wenn   R  ■<'—:—         "^  '  ist, 

so    wird   das    Wasser    durch    diesen   Querschnitt   mit   der   Geschwindigkeit 

w  ^y  — ^-^  hindurchfliessen.   Zugleich  wird  an  dieser  Stelle  eine  ünter- 

brechung  der  Gontinuität  stattfinden,  insofern  unterhalb  der  Verengung  ein 
absolut  leerer  Raum,  und  in  dem  tiefer  liegenden  Theile  des  Gefässes  ein 

Kitter,  MMhanik.  5.  Aafl.  '  46 
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neaer  Wuserspi^^el    sich   bildet.     Dieser  mittlere  Wasaergpi^d  wird    eine 

Milche  Höhenlage  annehmeD,  bei  welcher  aua  dem  aoteren  Theile  des  Geftnei 

ebenso  viel  Wasser  ausfliesst,  als  dnrch  den.  Ter- 

Fig.  7b9.  engten  Querschnitt  tod  oben  zufliesst.    Man  findet 

diese  HobenUge,  indem  man  die  der  Drackböhen- 

Differenz     entsprechende     AnfongsgeschwindigkNt 

Gleichung 

1096)  gefundenen  AasflusBgeschwindigkdt  glnch- 
setzt,  also  aus  der  Olelcbuug: 


Auch  bei  den  in  Fig.  i«0  und  Fig.  74U  dar- 
gestellten Fällen  wird  die  wirkliche  Aasflussmeiige 
niemals  grosser  sein  können  als  diejenige,  welche 
0  Mch  ei^eben  würde  aus  der  Annahme:  dus  an  der 

enpten  Stelle  des  conischen  Ansäassrohrea  ein  Aub- 
flusB  in  den  absolnt  leeren  Raum  stattfindet  Die  Äusflussmenge  wird  «Ueaen 
Werth  wirklich  erreichen,  aobald  der  kleinste  Querschnitt*  des  Rohres  kleiner 

wenigstens     nicht 


Flg.  760. 


Fig.  761. 


i, 


grosser  als  der  in  Oleichnog 

1095)  far  g  gefundene  Werth. 

An    der    engsten   Stelle   des 

AuafluBsrohrea    findet,    wenn 

x  <  Ag  ist,  stets  eine  sangende 

Wirkung  statt,  welche  benatit 

werden    kann ,     um    mittelst 

eines     daselbst     angeeetcien 

"'  Saugrobres  ans  eiaem   tiefer 

liegenden  Wasserbeh&lter  das 

Wasser  hinaufznsaugen  —  and 

zwar  bei  dem  vorausgeeetiten 

Falle     bis     zu     der     BObe 

A,_10~,336  als  Qrense  der 

Saughohe  — .    Zugleich  erkl&rt  es  sieb   hieraus,   dass  bei  Torgeschriebener 

Wdte  der  in  einer  Oef&sswand  ancub  ringe  öden   AusfluaaOffnnng  eine   Ter- 

grOssemng  der  Ausflussmenge  erzielt  werden  kann  durch  das  Ansetzen  eines 

nach  aussen  hin  sich  erweiternden  coniachen  Anaatsrohres ,  insofern  dadurch 

eine  Mitwirkung  des  atmosphärischen  Druckes  bei  dem  Herrorbriogen  der 

AuefluBsgeachwindigkdt  Teranlasst  wird.    Eine  solche  Mitwirkung  des  atmo- 

spärischen  Druckes  wird  indessen  in  der  angegebenen  Weise  nur  so  lange 

atattflndeo,  als  der  oben  gemachten  Voraossetinng  entsprechend  die  Auifluss- 
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mflndung  /  durch  den  ausfliessenden  Wasserstrahl  noch  Yollständig  ausgefüllt 
wird.  Bei  stärker  divergirenden  Ausflussröhren  wird  diese  Voraussetzung  nicht 
mehr  zutreffen,  nnd  sobald  die  Divergenz  einen  gewissen  Grad  überschreitet, 
wird  der  Ausfluss  so  erfolgen,  wie  wenn  der  verengte  Querschnitt  %  selbst  die 
Ausfiussmündung  bildet. 

§  196. 

Druckhöben-Verluate  bei  pldtzlichen  Querschnitts-Vergrösaerungen  des  aus- 

fliesaenden  Wasaeretrahles. 

Die  in  §  192  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  für  die 
Ausflussgeschwindigkeit  wurden  aus  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  abgeleitet;  ihre  Gültigkeit  beruht  also  auf  der  Voraussetzung: 
dass  die  ganze  vom  Wasserdrucke  verrichtete  mechanische  Arbeit 
lediglich  auf  Erzeugung  von  lebendiger  Kraft  verwendet  wird,  und 
zwar  derjenigen  speciellen  Art  von  lebendiger  Kraft,  welche  den 
fortschreitenden  Bewegungen  der  Wassertheilchen  längs  des  Aus- 
flussrohres entspricht.  Diese  Voraussetzung  darf  im  Allgemeinen 
als  zutreffend  betrachtet  werden,  so  lange  die  Querschnitts -Ver- 
änderungen der  in  dem  Ausflussgefässe  sich  bewegenden  Wasser- 
masse und  die  demselben  entsprechenden  Geschwlndigkeits-Aen- 
derungen  tiberall  stetig  und  allmählich  erfolgen;  sie  hört  dagegen 
auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  an  irgend  einer  Stelle  des  Gefässes 
oder  des  Ausflussrohres  die  ausfliessende  Wassermasse  sprung- 
weise aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Querschnitt  über- 
geht. Denn  in  diesem  Falle  stossen  die  in  dem  engeren  Rohre 
rascher  fliessenden  Wassertheilchen  gegen  die  in  dem  weiteren 
Sohre  langsamer  sich  bewegende  Wassermasse,  vereinigen  sich 
mit  derselben,  und  nach  dem  Anschlüsse  setzt  das  Ganze  mit 
der  kleineren  Geschwindigkeit  seine  Bewegung  gemeinschaft- 
lich weiter  fort.  Hierbei  findet  insofern  ein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  statt,  als  ein  Theil  der  vorher  in  dem  rascher  fliessenden 
Wasser  vorhanden  gewesenen  lebendigen  Kraft  bei  jenem  Stosse 
andere  Formen  annimmt  —  solche  Formen  nämlich,  in  welchen 
derselbe  als  lebendige  Kraft  der  Wirbel- Bewegungen,  Schall-  und 
Wärme-Schwingungen  sich  darstellend  in  Bezug  auf  die  fortschrei- 
tende Bewegung  des  Wassers  längs  des  Ausflussrohres  als  ver- 
loren zu  betrachten  ist.  Es  erfolgt  also  bei  dem  plötzlichen  Ueber- 
gange  aus  dem  kleineren  in  den  grösseren  Querschnitt  ein  ganz 
ähnlicher  Vorgang,  wie  wenn  ein  sogenannter  i,  unelastischer  Stoss  ^ 
stattfände,  und  erklärt  es  sich  hieraus:  dass  zur  Bestimmung  jenes 

46* 
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Verlustes  aa  lebendiger  Kraft  —  obwohl  das  Wasser  im  gewöhn- 
lichen Sinne  des  Wortes  als  ein  höchst  elastischer  Körper  be- 
trachtet werden  muss  —  doch  die  f^r  den  „  rollkommen  unelasti- 
schen StoBs "  gefundeneu  Gleichungen  angewendet  werden  dürfen. 
Nach  Gleichung  812)  findet  bei  dem  unelastischen  Stosse  einer 
mit  der  Geschwindigkeit  V  sich  bewegenden  Masse  M  gegen  eine 
mit  der  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Masse  m  ein  Verlost 
an  lebendiger  Kraft  statt  von  der  Grösse: 

_     Mm      jV-v)'  _  i     M     1  (!'-.)' 
^        jM+m  2  1      J^  2        ' 

Die  in  dem  engeren  Bohre  rascher  fliessenden  Wasserth  eilchen 
Bchliessen  in  stetiger  Aufeinanderfolge  an  die  in  dem  weiteren 
Bohre  bereits  langsamer  fliessende  Masse  sich  an;  ftlr  jeden  ein- 
zelnen dieser  unendlich  vielen  aufeinanderfolgenden  Stösse  darf 
daher  das  Verhältniss  der  stossenden  zur  geatoasenen  Masse  als 
verschwindend  klein  gleich  Null  gesetzt  werden.  Wenn  also  mit 
M  die  in  dem  unendlich  kleinen  Zeittheilchen  t  zum  Stosse  ge- 
langende Masse  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  itir  den  während 
dieses  Zeittheilcbens  entstehenden  Verlust  an  lebendiger  Kraft  der 
Werth: 

1097)     ^  =  ^S}L^Z^. 

Die  während   des  Zeittheilcheng    t    zum   Ausflüsse    gelangende 
Wassermasse  hat  ebenfalls  die  Grösse  M,  folglich  ist  nach  der 
in  Fig.  762  gewählten  Be- 
Fig,  !62.  zeichnuDgsweise    die    von 

der  Schwerkraft  während 
des    gleichen    Zeitraumes 
verrichtete      mechanische 
fl  Arbeit  gleich  Mg  {H—  k), 

Ä  Durch  diese  mechanische 
Arbeit  wird  nicht  allein 
die  wirklich  erfolgende  Zu- 
nahme an  lebendiger  Kraft 

-s K-  hervorgebracht, 

welche  der  Differenz  zwischen  Zufluss-  und  Ausfluas-Geschwindig- 
keit  entspricht,  sondern  auch  diejenige  lebendige  Kraft  3),  welche 
bei  dem  Stosse  fUr  die  Ausflnssbewegung  verloren  geht.    Statt 
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Gleichung  1069)  ergiebt  sich  also  nach  dem  Principe  der  leben- 
digen Kraft  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

Mg  {H^  h)  =  — —  ^ ^-^ ^, 

welche   zur   Berechnung   der  Ausflussgeschwindigkeit   v   benutzt 
werden  kann,  und  welche  in  der  Form: 

zeigt:  dass  die  ganze  wirksame  Druckhöhe  H — h  gleichsam  in 
zwei  Theile  sich  zerlegt,  von  denen  der  eine  Theil    ir r— 

darauf  verwendet  wird,  die  Geschwindigkeit  der  Wassertheilchen 

(V vf 

von  c  bis  auf  v  zu  vergrössem,  und  der  andere  Theil  -^— ^ — — 

den  beim  plötzlichen  Uebergange  aus  dem  engeren  in  den  wei- 
teren Querschnitt  entstehenden  Druckhöhen-Verlust  bildet. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  engeren  Querschnitt  ^  selbst 
als  Ausflussmttndung  betrachtet,  so  hat  man  die  Druckhöhen- 
Differenz  H — X  als  wirksame  Druckhöhe  in  Rechnung  zu  bringen, 
und  erhält  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  eine  zweite 
Gleichung : 

1099)     H—x  =  ^ ^, 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorigen  zur  Berechnung  der  hydrau-^ 

lischen  Druckhöhe  x  in  dem  engeren  Theile  des  Ausflussrohres 

benutzt  werden  kann.   Die  gefundenen  beiden  Gleichungen  nehmen 

f 
nach  Substitution  der  Werthe  V=^nv  und  c  =  -^r  die  Form  an: 


2    r  /'s 

1100)    H—h=   "      '       "^ 


»-■)■]. 


1101)     H-^  =  {^{n^-^y 

Durch  Auflösung  derselben  fttr  die  beiden  unbekannten  Grössen 
V  und  X  erhält  man  die  Werthe: 


no2)  .  =  1/— i^i^=iLZ. 

j/  i-^+(«_i)-^ 

1103)    .  =  k-    2(»-l)(g-^) 

1  — 4r  +  («-l)' 
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Die  Grenze,  bis  zu  welcher  diese  beiden  Gleichnngen  noch 
gtlltig  bleiben,  wird  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  er- 
klärt warde  —  dnrch  denjenigen  Fall  gebildet,  in  welchem  fUr 
die  in  dem  engeren  Theile  des  Rohres  vorhandene  hydraoliscbe 
DrnckhShe  x  aus  der  letzteren  Gleichnng  der  Werth  Nntl  sich 
ergiebt 

Wenn  z.  B.  n  —  2  ist,  und  die  FIlLche  F  bo  grosB  ist,  dau  das  Verbot- 
niaa  4f  g^^th  NoU  gesetct  werden  d&if,  bo  ergiebt  sich  ans  Qleichnog  tli)3) 
der  Werth  x  —  2h—B.  In  diesem  Falle  wQrden  ako  die  obigen  beiden  Glei- 
chungen ihre  Qaltigkeit  verliereD,  sobald  H  grässer  als  2A  ist. 

Ftlr  die  Differenz  der  beiden  resp.  in  dem  weiteren  aad  in 
dem  engeren  Theile  des  Ansflofisrobres  Torhaodenen  Dmckhßben 
ergiebt  sich  am  Gleichnng  1103)  der  Werth: 

1,04)     A-.-    2(«-l)(^-A,   . 

D&  h~  x  gleich  (A  —  AJ  —  (;r  —  *„)  ist,  so  würde  nach  dieser 
Gleichnng  die  Höhen -Differenz  zwischen  den  Oberflächen  der 
beiden  verticalen  WasBersäniea,  welche  jene  beiden  DrackhOheo 
TeranBchanlichen,  anoh  dann  za  bestimmen  sein,  wenn  jede  von 
diesen  beiden  Oberflächen  nnter  Einwirkung  des  atmosphärischen 
Dmckee  sich  befindet.  Denkt  man  sich  in  diesem  Falle  das  ver- 
ticale  Bohr,  dessen  Waeaerstandshöhe  den  hydraalisehen  Dmck 
in  dem  engeren  Theile 
Fig.  763.  .  des  Aasflassrohres  ver- 

anschanlicht,  ersetzt 
dnrch  ein  beliebig  wei- 
tes Gefäss,  dessen 
Wände  die  tJebergangs- 
stelle  ToUstäadig  om- 
geben,  so  findet  man, 
dasB  die  obige  Glei- 
chnng auch  fUr  den  in 
Fig.  763  dargestellten 
Fall  noch  gfildg  bleibt 
•  -».  und    nnmittelbar    zur 

Bestimmnng  der  ent- 
stehenden Höhen-Differenz  zwischen  den  beiden  nnter  Einwirkung 
des  atmosphäriscfaeD  Druckes  befindlichen  Wasserspiegeln  in  den 
Gefässen  A  and  B  benutzt  werden  kann. 
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Setzt  man  wiederum  »  »  2  und  ^  »  0,  so  ergiebt  sich  für  die  dem 

Beharrungszustande  entsprechende  Höhen -Differenz  der  beiden  Wasserspiegel 
die  Grösse  /<  —  a;  =■  ^  ~  Ä.  Hätte  der  Wasserspiegel  in  dem  Gefässe  A  an- 
fangs eine  etwas  höhere  Lage  gehabt,  als  diejenige,  welche  dem  Beharrungs- 
zustande entspricht,  so  würdie  das  Wasser  aus  dem  Gefässe  Ä  nach  dem  Ge- 
fässe  B  so  lange  hinüberströmen,  bis  jene  Höhen -Differenz  h  —  x  sich  ein- 
gestellt hat  —  oder  falls  letzteres  dadurch  verhindert  würde,  dass  in  dem 
Gefässe  A  ein  Zufluss  stattfindet,  welcher  jene  anfangs  vorhanden  gewesene 
höhere  Lage  des  Wasserspiegels  constant  erh&lt,  so  würde  dieses  Hinüber- 
strömen des  Wassers  aus  dem  Gefässe  A  nach  dem  Gefässe  B  continuirlich 
sich  fortsetzen,  und  der  Apparat  als  „Wasserstrahlpumpe''  wirken.  Die  obige 
Gleichung  giebt  daher  für  die  Niveau  -  Differenz  bei  einer  solchen  Wasser- 
strahlpumpe die  obere  Grenze  an,  bei  welcher  dieselbe  aufhört  Wasser  zu 
fördern. 

§  197. 
Reaction  und  Stosswirkung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles. 

Nach  §  174  ist  die  Mittelkraft  sämmtlicher  von  den  Wänden 
eines  Oefässes  auf  das  in  demselben  enthaltene  Wasser  über- 
tragenen Gegendrücke  stets  vertical  aufwärts  gerichtet  und  von 
gleicher  Grösse  mit  dem  Gewichte  der  ganzen  Wassermasse.  Diese 
Mittelkraft  ist  zugleich  die  Mittelkraft  von  den  verticalen  Seiten- 
kräften jener  Gegendrücke,  insofern  die  horizontalen  Seitenkräfte 
für  sich  allein  einander  im  Gleichgewichte  halten.  Wenn  jedoch 
durch  das  Anbringen  einer  Oeffnung  in  der  verticalen  Seitenwand 
des  Gefässes  bewirkt  wird,  dass  der  von  dem  weggenommenen 
Theile  der  Gefässwand  an  dieser  Stelle  vorher  geleistete  horizon* 
Haie  Gegendruck  wegfällt,  so  wird  der  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wirkende  horizontale  Gegendruck  des  correspondirenden 
Theiles  der  gegenüberliegenden  Gefässwand  nun  nicht  mehr  auf- 
gehoben. Die  Mittelkraft  sämmtlicher  horizontalen  Gegendrücke 
wird  daher  nicht  mehr  gleich  Null  sein,  sondern  —  im  ersten 
Augenblicke  wenigstens  —  in  jenem  nicht  mehr  aufgehobenen 
Horizontal-Drucke  bestehen,  und  würde  diese  Grösse  auch  ferner- 
hin beibehalten,  wenn  nicht  in  Folge  der  eingetretenen  Störung 
des  Gleichgewichtes  inzwischen  eine  Bewegung  der  ganzen  Wasser- 
masse entstanden  wäre,  wodurch  diese  horizontale  Mittelkraft  H 
noch  eine  fernere  Steigerung  erhält. 

Sobald  der  ausfliessende  Wasserstrahl  die  dem  Beharrungs- 
zustande entsprechende  Geschwindigkeit  v  »r  y2gh  erlangt  hat 
<Fig.  764),  fliesst  durch  die  (im  Verhältniss  zur  Wasserspiegelfläche 
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klein  vorausgesetzte)  Anflnssöffnnng  /  in  jeder  Secnnde  eine  gleich 
grosse  Wassennenge  vom  Inhalte  ./>,  vom  Gewichte  yfri  nnd  von 
der  Masse: 

11,,5)     m  =  j-fv  =  j-fy2^. 

Wenn  in  irgend  einem  Angenblicke  die  ganze  in  dem  Gefässe 
noch  enthaltene  Wassermasse  die  Grösse  M  hat,   so   fällt  der 
Schwerpunkt  der  Masse  M  in  diesem  Zeit- 
'^'  punkte  zusammen  mit  dem  Schwerpunkte 

'        des  von  derselben  ausgefUllten  Raumes 
\h      oder  des  noch  mit  Wasser  gefüllten  Thei- 
!       les  des  Gefässinhaltee,  und  dieser  Schwer- 
pankt  hat  in  jenem  Zeitpunkte  die  Hori- 
zontal-Geschwindigkeit  Null.    Nach  Ver- 
lauf der  nächsten  Secnnde  wird  der  Theil 
m  dieser  Masse  die  Horizontal-GeBchwindigkeit  v  angenommen 
haben,   und  nach  8  120  (Gleichung  541}  ist  die  Horizoutal  -  Ge- 
schwindigkeit F,  welche  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  der  ganzen 
Masse  M  annimmt,  zu  bestimmen  ans  der  Gleichung: 

1106)     MV=nn',     oder:      ''=  ;J ''- 

Diese  in  einer  Secnnde  hervorgebrachte  Geschwindigkeit  V  bildet 
zugleich  die  horizontale  Beschleunigung  des  Schwerpunktes 
der  ganzen  Masse  M,  nnd  muss  nach  dem  Gesetze  des  Schwer- 
punktes (Gleichnng  543)  dem  Quotienten  gleich  sein,  welchen  man 
erhält,  indem  man  die  horizontale  Mittelkraft  11  dividirt  durch  die 
ganze  Masse  .V,  also  ist: 

1107)     —0  =  ^,     oder:    H=  mv  =  j-f,' =  2yf/,. 

Die  Kraft  H,  in  entgegengesetzter  Richtung  genommen,  bildet  den 
vom  aasfliessenden  Wasserstrahle  auf  das  Gefäss  übertragenen 
, Reaetions- Druck ".  Die  obige  Gleichnng  zeigt  also,  dass  dieser 
Reactions-Drnck  doppelt  so  gross  ist,  als  vorher  der  vom  Wasser 
auf  den  die  Ansflussöflnung  verschlieseenden  Theil  der  Gefäss- 
wand  ausgeübte  Druck  war. 

WenD  die  Richtnng  des  ausflieBsenden  Wasserstrahles  von  der  Horiion- 
talen  ahweicht,  no  tindet  man  auf  ftholiche  Weise,  iadem  man  wiederam  das 
Gesetz  des  Schwerpunktes  anwendet  auf  die  der  lUchtang  des  Wasserstrahles 
parallele  Seitangesch windigkeit  des  SchwerponktoB  der  ganzen  Wasaernuuac, 
dua  der  Beactiona- Druck  in  diesem  Falle  ebenso  gross  ist,  wie  bei  horiiontaler- 
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Richtung  der  Ausflussgeschvindigkeit,  und  dass  die  Richtung  des  Reactions- 
Druckes  stets  der  Richtung  des  ausfliessenden  Wasserstrahles  entgegengesetzt 
ist.  Da  ferner  die  relativen  Bewegungen  der  einzelnen  Wassertheilchen  in 
Bezug  auf  einen  gleichförmig  fortschreitenden  Raum  genau  in  derselben  Weise 
erfolgen,  wie  wenn  dieser  Raum  im  Ruhezustande  sich  beende,  so  bleibt  der 
oben  gefundene  Satz  auch  dann  noch  gftltig,  wenn  das  Ausflussgef&ss  in  be- 
liebiger Richtung  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung  ausführt. 

Denkt  man  sich  den  in  horizontaler  Richtung  ausfliessenden 
Wasserstrahl  aufgefangen  durch  eine  rechtwinkelig  zur  Achse  des- 
selben stehende  ebene  verticale  Wand,  welche  mit  den  Wänden 
des  Ausfiussgefässes  zusammenhängend  einen  Theil  des  letzteren 

bildet  (Fig.  765),   so  ergiebt  sich 
^^'  ^^^'  —  wiederum  aus  dem  Gesetze  des 

Schwerpunktes  —  dass  der  vom 
Wasserstrahle  auf  diese  Wand 
übertragene  Stossdruck  D  dem 
D  ßeactions- Drucke  H  gleich  und 
entgegengesetzt  sein  muss,  also  zu 
bestimmen  ist  aus  der  Gleichung: 

Denn  wenn  eine  von  diesen  beiden  Kräften  grösser  wäre  als  die 
andere,  so  würde  der  Schwerpunkt  des  (in  horizontaler  Richtung 
frei  beweglich  vorausgesetzten)  Gefässes  in  der  Richtung  der 
grösseren  eine  beschleunigte  Bewegung  ausführen  müssen.  Eine 
solche  Beschleunigung  kann  aber  deshalb  nicht  stattfinden,  weil 
erstens:  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  —  bestehend  aus 
Gefäss  und  Wasser  zusammengenommen  —  die  Horizontal-Be- 
schleunigung  Null  hat,  insofern  in  Bezug  auf  dieses  System  keine 
äusseren  Horizontal -Kräfte  vorhanden  sind,  und  weil  zweitens: 
die  Horizontal -Beschleunigung  des  Schwerpunktes  der  Wasser- 
masse ebenfalls  gleich  Null  ist,  insofern  bei  dem  vorausgesetzten 
Beharrungszustande  stets  gleiche  Wassermassen  die  Horizontal- 
Gesch windigkeit  v  in  der  Richtung  der  Strahl- Achse  annehmen 
und  verlieren. 

Die  oben  gefundene  Gleichung  gilt  nicht  nur  für  den  Normal- 
Stoss  gegen  eine  ebene  Fläche,  sondern  überhaupt  für  alle  solche 
Formen  und  Lagen  der  Stossflächen,  bei  denen  der  Winkel,  um 
welchen  die  einzelnen  Wassertheilchen  durch  den  Stoss  von  ihren 
ursprünglichen  Bewegungsrichtungen  abgelenkt  werden,  ein  rech- 
ter Winkel  ist.    Der  Stossdruck  nimmt  dagegen  einen  grösseren 
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oder  kleineren  Werth  an,  sobald  dieser  Ablenkungswinkel  grosser 
oder  kleiner  ist  alB  ein  rechter  Winkel. 

Wenn  z.  B.  der  Ablenkungswinkel  ISO"  beträgt,  wie  bei  dem 

in  Fig.  766  dargestellten  Falle,  so  kann  man  sich  den  ganzen 

Drack  D  als  ans  zwei  Theilen  znBammengesetzt  rorstellen:  der 

eine    Tbeil    ist    wie 

Fig.  766.  Fig.  7eT.  beim  Normal -Stosse 

^x^  gegen     eine     ebene 

^^k  Wand  zn  bestimmen 

.^P\         ""*'  ''**  ^'^  Grösse 

Z  ~S    ~"^^^^^oJ~5    ^yf^i  d6°  anderen 

tJWjW  Tfaeil  kajiD  man  als 

■■^■<^  Reactions -Druck  be- 

2^  trachten ,    und    zwar 

als  dei^enigen  Re- 
actions-Druck,  welcher  dem  von  der  Stossfläche  znrückfliesse&den 
Strahle  entspricht  Dieser  letztere  Theil  hat  nach  Gleichnng  1107J 
ebenfalls  die  Grosse  2//A,  da  sowohl  die  Geschwindigkeit  als  der 
Querschnitt  bei  dem  z  u  r  tl  c  k  fliessenden  Strahle  dieselbe  Grösse 
hat  wie  beim  zufliessenden  Strahle.  Der  ganze  Stossdrnck  hat 
also  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

1109)     D  =  iy/h  =  i^fv\ 

Wenn  statt  dessen  der  Ablenkungswinkel  die  Grosse  180°  —  a 
hat  —  wie  bei  dem  in  Fig.  767  dargestellten  Falle  —  so  wird 
jener  zweite  Theil  gebildet  durch  die  Summe  aller  dem  stossenden 
Strahle  parallelen  Seitenki^fte  der  ReactionB-Drtlcke,  welche  ron 
den  einzelnen  abfliessenden  Wasserstrahlen  auf  den  gestossenen 
Körper  übertragen  werden,  oder  durch  die  Summe  der  Producte 
ans  diesen  Reactions -Drücken  in  den  gemeinschaftlichen  Factor 
cos  a.  Der  zweite  Theil  erhalt  also  in  diesem  Falle  die  Grösse 
-fv* .  cos  a,  und  für  den  ganzen  Druck  in  der  Richtung  des 


1110)     D  —  2yfh  (1  +  cos  a)  =  ^/«'  {1  +  cos  a), 
in  welcher  die  beiden  vorigen  als  specielle  Fälle  enthalten  sind. 
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DREnrNDDREISSIGSTES  CAPITEL. 

Erfahrnngs-BeBnItate  fllber  Bew^nngen  der 

Flüssigkeiten. 

§  198. 
GeschwindigkeKs-Coefncienten,  Contractiotis-Coefflcienten,  Ausfluss-Coefflcienten. 

Da  die  Voraussetzungen,  aus  welchen  im  vorigen  Capitel  die 
allgemeinen  Gleichungen  der  Ausflussbewegung  auf  theoretischem 
Wege  abgeleitet  wurden,  der  Wirklichkeit  nur  annäherungsweise 
entsprechen,  so  bedürfen  alle  jene  Gleichungen  noch  der  Gor- 
rection  mittelst  gewisser  Erfahr ungs-GoefKcienten,  um  Werthe  zu 
liefern,  welche  mit  den  Erfahrungs-Besultaten  übereinstimmen. 

Nach  §  192  ist  die  der  Druckhöhen-Differenz  h  entsprechende 
theoretische  Ausflnssgeschwindigkeit  gleich  y^gh  zu  setzen, 
wenn  die  Ausflussmündung  /  klein  ist  im  Yerhältniss  zur  Quer- 
schnittsfläche  F  des  Ausflussgefässes.  Die  wirkliche  Ausfluss- 
geschwindigkeit ist  unter  allen  Umständen  kleiner  als  die  theo- 
retische Ausflussgeschwindigkeit.  Um  die  wirkliche  Ausfluss- 
geschwindigkeit zu  erhalten,  hat  man  daher  jene  theoretische 
Geschwindigkeit  ^Igh  noch  zu  multipliciren  mit  einem  gewissen 
Coefficienten  9),  welcher  immer  kleiner  ist  als  Eins.  Dieser  Er- 
fahrungs-Coefficient  cp  wird  der  „Geschwindigkeits-Coeffi- 
cient''  genannt.  Die  wirkliche  Ausflussgeschwindigkeit  ist  dem- 
nach :  

1111)     v  =  q>y2gh. 

Bei  der  theoretischen  Bestimmung  der  Ausflussmenge  wurde 
im  vorigen  Capitel  als  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles durchgehends  die  Mündungsfläche  /  selbst  betrachtet. 
Auch  diese  Annahme  bedarf  in  der  Begel  noch  der  Correction 
mittelst  eines  gewissen  Erfahrungs- Coefficienten,  insofern  der  aus- 
fliessende Strahl  meistens  in  einer  gewissen  Entfernung  ausserhalb 
der  Mündung  auf  einen  kleineren  Querschnitt  sich  verengt.  Wegen 
dieser  sogenannten  »Contraction''  des  ausfliessenden  Strahles 
ist  als  Querschnittsfläche  desselben  eine  Grösse  in  Bechnung  zu 
bringen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Mündungsfläche/ 
multiplicirt  mit  einem  gewissen  Coefficienten  a,  welcher  kleiner 
ist  als  Eins.  Dieser  Erfahrungs-Coefficient  a  wird  der  nContrac- 
tions-Coefficient**  genannt.   Wenn  die  wirksame  Druckhöbe  an 
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allen  Stellen  der  ADsmündang  dieselbe  Grösse  hat  —  wie  z.  B. 
beim  Ansflnsae  aas  einer  Oeffnani^  in  der  horizontalen  Boden- 
wand —  80  erhält  man  demnach  die  wirkliehe  Ausflnssmenge, 
indem  man  die  GrOsse  a  ./,  als  Qaerschntttsfläche  des  ansflies- 
senden  Strahles,  mnltiplicirt  mit  der  Grösse  (p  .  y  Igk,  als  der 
wirklichen  Ausflussgeschwisdigkeit,  d.  h.  aas  der  Gleichung: 

1112)  M=(a.,r)  {ip  .  VäP)  =  (a.,f,)  (f  .Yigh). 
In  dieser  Gleichung  bedeutet  f^lgk  die  theoretische  Ansfluss- 
menge,  nnd  das  Prodnct: 

1113)  «  .  ff  =  /t 

als  diejenige  Zahl,  mit  welcher  man  die  theoretische  Ausflnss- 
mCDge  ZD  mnltiplieiren  hat;  um  die  wirkliebe  Ausöussmenge  zu 
erhalten,  wird  der  „Aasfluss-CoefficieDt"  genannt.  Wenn 
dieser  Ausflnss  -  Coefficieot  (i  ans  directen  Versuchen  bekannt  ist, 
so  kann  daher  die  wirkliche  Ausfinssmenge  aoeh  berechnet  werden 
ans  der  Gleichnng: 

1114)  jI/  =  /<./y2p. 

Eine  sogenannte  ..vollkommene  Contraction"  findet  statt  beim 
Ausflusse  aus  einer  Oeffnung  in  ebener  „dltnner  Wand"  (oder  einer 
Oeffnung  in  ebener  dicker  Wand  mit  von  aussen  her  zugeschärf- 
ten Rändern),  wenn  zugleich  die  Weite  der  Oeffnung  gering  ist 
im  Verhältniss  zum  Abstände  derselben  von  der  nächstliegenden 
Gefässkante  und  zur  Druckhßhe.  Bei  vollkommener  Contraction 
des  Wasserstrahles  ist  im  Mittel  der  Gontractions  -  Coefficient 
ß  =  0,64  zu  setzen  und  der  Geschwindigkeits-Coefficient  y  ^  0,97, 
folglich  der  Ausfluss-Coefficient: 

1115)  /i  =  0,64  .  0,97  =  0,62. 

Bei  kreisförmiger  Oeffnung  vom  Durchmesser  D  hat  der  kleinste 

Querschnitt  des  contrahirten  Strahles  ungeföbr  den  Abstand  0,5  i* 

Fii,'.  7«8.  ^OD  der  Mtlndung   nnd  den 

Durchmesser  0,S  D  (Fig.  768). 

Wenn  die  Ausflussöffcung  in 

diesem  Falle  noch  mit  einem 

kurzen  Ansatzrobre  von  der 

;::iv,.  lÄnge  0,5  D  versehen  wird, 

dessen  Längenprofil  ungefähr 

die  Form  des  contrahirten  Wasserstrahles  hat,   so  wird  dadurch 

die  Ausflassbewegung  nicht  wesentlich  verändert.    Für  gut  abge- 
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rundete  •Ausflussmündungen  von  der  in  Fig.  769  dargestellten  Form 
kann  daher  or  =  1  und  cp  =  0,97  gesetzt  werden. 

Die  aus   rechteckiger  Ausflussöffnung   in   verticaler   dünner 
Wand  (Fig.  749  und  Fig.  750)  pro  Secunde  ausfliessende  Wasser- 
menge    kann    man    bestinunen, 
_  *^'       *      _    .  indem  man  die  der  Druckhöhe 

f-  ' -z^^^ry.,  --7. -yr^-^^^^ ^^   ^0  =  —  J —  des  Schwerpunktes 


''\V.  ^ 

N 


';;-/x^.. 


derselben   entsprechende  theore- 

1  ]/  tische  Ausfluss  -  Geschwindigkeit 

^'"■'  ■"■  '''■•' iP  

y2</Ao  —  als  eine  von  der  mitt- 
leren Geschwindigkeit  der  aus- 
fliessenden Wassertheilchen  nur  wenig  abweichende  Grösse  —  mit 
der  Mtlndungsfläche  multiplicirt,  und  den  auf  solche  Weise  ge- 
fundenen Werth  mittelst  eines  Erfahrungs-Coefficienten  /lo  corrigirt, 
welcher  aus  direct  zu  diesem  Zwecke  anzustellenden  Versuchen  zu 
ermitteln  ist.    Man  erhält  also  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

1116)    3/  =  /i,.*(i7-A).V2P7, 

in  welcher  (als  Mittelwerth)  der  Erfahrungs-Coefficient  /Uo  =  0,62 
gesetzt  werden  kann.  (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe variirt,  sind  0,572  und  0,705.) 

Bei  einem  in  verticaler  dtlnner  Wand  angebrachten  recht- 
eckigen Einschnitte,  welcher  bis  zum  Wasserspiegel  hinaufreicht, 
würde  nach  §  193  die  Ausflussmenge  zu  bestimmen  sein  aus  der 
Gleichung: 


1117)  M=~^i.{bH).y2(jH 

oder,  wenn  darin  der  numerische  Coefficient  -^f.i  =  ^^  gesetzt 

wird,  aus  der  Gleichung:  

1118)  M  =  fi,.ibH).-\/2gH, 

in  welcher  (als  Mittelwerth)  der  Erfahrungs-Coefficient  ^,  =  0,4 
gesetzt  werden  kann.  (Die  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der- 
selbe variirt,  sind  0,385  und  0,433.) 

Setzt  man  z.  B.  2^  =  4'°  und  ^«-iOB,144,  so  erhält  man  die  Ausfloss- 

menge:  

M  =  0,4  .  (4  .  0,144)^2  .  y,8  .  0,144  ^  0,387  Cubikmeter  pro  Secunde. 

Wenn  in  einem  Canaie  oder  Flasse  das  Wasser  mittelst  einer  durch  das 
Querprofil  desselben  hindurchgelegten,  oben  mit  einem  rechteckigen  Einschnitte 
von  der  Breite  ^  =»  4"  versehene  Querwand  aufgestauet  wird,  so  dauert  das 
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Steigen  des  Wasserspiegels  oberhalb  dieser  Staustelle  so  lange  fort,  bis  durch 
jenen  Wandeinschnitt  ebenso  viel  Wasser  abfliesst,  als  vorher  in  dem  onge- 
Btaueten  Flusse  in  jeder  Secunde  an  dieser  Stelle  vorbeifloss.  Wenn  also  die 
vorher  von  dem  Flusse  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,387  Cubik- 
meter  betragen  hätte,  so  würde  der  Wasserspiegel  bis  zur  Höhe  ^».0',144 
über  der  Ueberfallskante  steigen,  und  umgekehrt:  wenn  diese  Höhe  iT»  0'",144 
aus  directer  Beobachtung  sich  ergeben  h&tte,  so  würde  hieraus  folgen,  dass 
die  von  dbm  Flusse  in  jeder  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  0,387  Cubik- 
meter  betrug. 

Die  Gontraction  des  ansfliessenden  Wasserstrahles  ist  eine 
unvollkommene  oder  partielle,  wenn  die  Ausfiassöffnnng  längs 
eines  Theiles  ihres  Umfanges  von  Wänden  nmgeben  oder  einge- 
fasst  ist,  durch  welche  längs  dieses  Theiles  des  Umfanges  die 
Gontraction  verhindert  wird.  Wenn  mit  U  der  ganze  Umfang 
und  mit  n .  U  der  eingefasste  Theil  desselben  bezeichnet  wird,  so 
ist  der  Ausfluss-Goef&cient  fUr  diesen  Fall  zu  bestimmen  aus  der 
Erfahrungsformel : 

1119)      iUn  =  (l   -}-0,15.«)it£, 

in  welcher  /t  den  Ausflusscoef&cienten  für  vollkommene  Gontraction 
bezeichnet. 

Wenn  z.  B.  in  der  horizontalen  Bodenwand  eines  parallelepipedischen 
Gefässes  eine  rechteckige  Ausflussöffnung  in  einer  der  vier  Ecken  des  Gewisses 
sich  befindet,  so  ist  die  H&lfte  ihres  Umfanges  von  den  zwei  verticalen  Seiten- 
wänden als  eingefasst  zu  betrachten,  also  ^  »  y  ^^^  A^»  =^  (1  ~h  0,075)  ^  zu 

setzen,  und  wenn  hierin  für  fi  der  in  Gleichung  1115)  angegebene  Mittel- 
werth  substituirt  wird,  so  eigiebt  sich  für  den  Ausflnss-Coefficienten  der  Werth 
fi^  ssB  0,6665. 

Eine  unvollkommene  Gontraction  findet  auch  dann  statt,  wenn 
die  Querschnittsfläche  des  Ausflussgefässes  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Mündung  die  Fläche  der  letzteren  verhältnissmässig  nur  wenig 
an  Grösse  übertrifft.  Wenn  mit  F  die  in  unmittelbarer  Nähe 
der  Mündung  gemessene  Querschnittsfläche  des  Ausflussgefässes 
und  mit  7i .  F  die  Ausflussöflfhung  bezeichnet  wird,  so  ist  (nach 
Weisbach)  fär  rechteckige  Mündungen  der  Ausfluss-GoefGcient  zu 
bestimmen  nach  der  Erfahrungsformel: 

1120)  /i„  =  [1  +  0,076  (9»  —  D] /i, 

und  für  kreisförmige  AusflussOffnungen  nach  der  Formel: 

1121)  ^„=  [1  +  0,04564  (14,821-  —  l)]/i. 
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§  199. 
Ainfluse  des  Wassers  durch  R5hrenleltungen. 

Nach  §  196  hat  der  Druckhöhen- Verlust,  welcher  beim  plötz- 
lichen Uebergange  aus  der  dem  engeren  Querschnitte  n  ,  f  ent- 
sprechenden grösseren  Geschwindigkeit  V  in  die  dem  weiteren 
Querschnitte  /  entsprechende  kleinere  Geschwindigkeit  t;  entsteht. 


die  Grösse 


2Sf 


und  das  Verhältniss  der  beiden  Geschwin- 


i/ 


digkeiten  V  und  v  ist  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  be- 
treffenden Querschnitte  zu  setzen.  Wenn  der  verengte  Querschnitt 
an  der  Eintrittsstelle  sich  befindet  und  durch  eine  Oeffnung  in 

„dünner  Wand"  gebildet 
^'^^-  '^^-  wird ,   so  ist  wegen  der 

dabei  stattfindenden  Con- 
traction  des  durchfliessen- 
den  Wasserstrahles  statt 
der  wirklichen  Durch- 
flussöffnung 71  ./die  Quer- 
schnittsfläche er .  n .  /  des 
contrahirten  Wasserstrah- 
les in  Rechnung  zu  brin- 
gen (Fig.  770).  Für  den 
Druckhöhen  -  Verlust  er- 
giebt  sich  also  in  diesem 
Falle  der  Werth: 


1 


t.-.    iL 


/<■>-,  <.    /    ^ // 


->>•'•'<'-■-- 


3:* 


7 


:7^.„:)tn,n}m!7J'':":>.>)>n}Ht>}}>, .■.,.',: 


1122)      Ja  — 


2^  V  alt  J 


Diese  Gleichung  zeigt,   dass  der  Druckhöhen -Verlust  }«  propor- 


tional ist  der  Geschwindigkeitshöhe 


V' 


2.9' 


welche  der  Ausfluss- 


geschwindigkeit V  entspricht,  und  dass  man,  um  denselben  zu  be- 
stimmen, jene  Geschwindigkeitshöhe  zu  multipliciren  hat  mit  einem 
Goefficienten : 


1123) 


[an         ) 


20  > 


welcher  der  „  Widerstands-Coefficient''  genannt  wird,  und  entweder 
aus  der  obigen  Gleichung  nach  Substitution  der  Werthe  von  a 
und  n  berechnet,  oder  auch  durch  directe  Versuche  bestimmt 
werden  kann.  Für  n  »=  1  kann  als  Mittelwerth  Co  =  0,5  gesetzt 
werden. 


736  Achter  Abschnitt.    Gap.  XXXUI.  §  199. 

Bei  grösserer  Länge  des  Ansflussrohres  ist  ausserdem  noch 
ein  anderer  Druckhöhen-Verlnst  in  Abrechnung  zn  bringen,  näm- 
lich derjenige,  welcher  durch  die  fieibnng  des  Wassers  an  den 
Wänden  der  Bohre  verursacht  wird.  Dieser  von  der  Reibung  her- 
rührende Druckhöhen- Verlust }  ist  annäherungsweise  ebenfalls  pro- 
portional jener  Geschwindigkeitshöhe  zu  setzen,  hängt  aber  ausser- 
dem ab  von  der  Länge  /,  sowie  von  dem  Durchmesser  d  des 
(cylindrisch  vorausgesetzten)  Ansflussrohres  und  ist  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

in  welcher  als  Mittelwerth  flir  den  Reibungs -Widerstands -CoefB- 
cienten  t  der  Werth  0,02  gesetzt  werden  kann.  Der  genauere 
Werth  desselben  ist  (nach  Weisbach)  zu  berechnen  aus  der  Er- 
fahrungsformel: 

1125)  t=  0.01439 +  -M«pZlL, 

welcher  zeigt,  dass  jener  Mittelwerth  T  =  0,02  einer  Geschwindig- 
keit von  etwa  3  Metern  pro  Secunde  entspricht 

Um  die  wirkliche  Geschwindigkeit  v  zu  berechnen,  mit  welcher 
das  Wasser  aus  dem  Gefässe  A  nach  dem  Gef ässe  B  durch  die 
Röhrenleitung  abfliesst,  hat  man  sich  die  ganze  wirksame  Druck- 
höhe h  in  drei  Theile  zerlegt  zu  denken,  von  denen  der  erste 

Theil  -^—  auf  Erzeugung  der  Geschwindigkeit  «,  der  zweite  Theil 

io  auf  Ueberwindung  des  Widerstandes  an  der  Eintrittsstelle,  und 
der  dritte  Theil  j  auf  Ueberwindung  der  Reibungsvriderstände 
verwendet  wird.    Man  erhält  also  die  Gleichung: 

1126)  .  =  ]/ ^^. 

Wenn  z.  B.  A— 1",  /«lOO",  rf=»0'°,2  und  der  Widerstands-Coefficient 
für  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Böhrenleitong  g^  »  0,5  gesetzt  wird 
(entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  an  der  Eintrittsstelle  eine  Qaerschnitts- 
verengung  nicht  vorhanden  ist),  so  erh&lt  man  nach  Substitution  des  Mittel- 
werthes  £»0,02  aus  obiger  Gleichung  zunächst  den  Ann&herungswerth  9^1»  ,3. 
Diesem  Werthe  von  v  würde  nach  Gleichung  1125)  der  Widerstands-Coefficient 
g» 0,0227  entsprechen,  und  nach  Substitution  desselben  in  Gleichung  1126) 
erh&lt  man   nunmehr  durch   eine  zweite  Rechnung  den  genaueren  Werth: 
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V  »  l'°,2d6.  Eine  nochmalige  Wiederholung  dieser  Gorrection  fahrt  endlich 
zu  dem  noch  genaueren  Werthe  v«:  l'°,23t.  Für  die  pro  Secunde  abfliessende 
Wassennenge  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

iJf=i-rf«jir  =  -j--  0,2*  .  3,14  .  1,231  «=  0,038  67  Cubikmeter. 

4  4 

Wenn  an  irgend  einer  Stelle  die  Böhrenleitong  einen  Winkel 
bildet,  so  ist  ausser  den  vorigen  Widerständen  noch  derjenige 
Druckhöllen- Verlast  in  Rechnung  zu  bringen,  welcher  entsteht  an 

der  Stelle,  wo  die  Wassertheilchen  aus  einer 
Richtung  plötzlich  in  eine  andere  Richtung 
überzugehen  gezwungen  sind.  Der  für  diesen 
Verlust  in  Rechnung  zu  bringende  Wider- 
stands-Goefficient  ^i  hängt  ab  von  der  Grösse 
des  Ablenkungswinkels  26  (Fig.  771)  und  ist  (nach  Weisbach) 
zu  berechnen  aus  der  Erfahrungsformel: 

1127)  r,  =  0,9457  sin  3*  +  2,047  sin  d\ 

Für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  ergiebt 
sich  demnach  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

1128)  A  =  -i^^l  +  £o  +  C.  +  C-^)>    oder: 

2^ 


l+So+^  +  e-J 


Wenn  z.  B.  der  ganze  Ablenkungswinkel  2  ^  — >  90®  ist,  so  ergiebt  sich 
für  den  betreffenden  Widerstands-GoeMcienten  der  Werth:  S,  -«0,9846,  und  für 
die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Röhrenleitung  erhält  man  alsdann  bei 
den  im  vorigen  FaUe  angenommenen  Zahlenwerthen  —  mit  Berücksichtigiing 
des  in  Bezug  auf  den  Coefficienten  g  erforderlichen  Gorrectionsyerfahrens  — 
den  Werth  VBli^flSd.  Die  pro  Secunde  abfliessende  Wassermenge  hat  also 
in  diesem  Falle  die  Grösse: 

i>/  =  ^  .  0,2»  .  3,14  .  1,183  =  0,037  165  Cubikmeter. 

Die  obigen  Gleichungen  setzen  voraus ;  dass  die  Ausfluss- 
öffnung, durch  welche  das  Wasser  am  Ende  der  Röhrenleitung  aus 
derselben  hinausfliesst,  mit  dem  Querschnitte  der  Röhrenleitung 
selbst  gleichen  Flächeninhalt  hat.  Wäre  dagegen  der  Röhrenquer- 
schnitt n-m^A  so  gross  als  die  Ausflussöffnung,  so  wtlrde  —  falls 
die  letztere  so  geformt  ist,  dass  der  Ausfluss  ohne  Gontraction  er- 
folgt —  für  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  längs  der  Röhren- 
leitung der  Werth  —  zu  substituiren  sein,  und  für  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit V  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  : 

Kitter,  lleeliaiiik.    5.  Avfl.  47 
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1129)    Ä-^(l  +  |-  +  |-+i:4),    Oder: 


-V: 


2gh 


Wenn  z.  B.  die  Fläche  der  Ausflussöfihung  halb  so  gross  wäre  als  die 
QuerschDittsfläche  der  sonst  überall  gleich  weiten  Röhrenleitong,  so  würde  in 
dieser  Gleichung  n  =»  2  zu  setzen  sein.  Mit  Beibehaltung  der  in  dem  yorigen 
Beispiele  gewählten  Zahlenwerthe  erhielte  man  in  diesem  Falle  ftlr  die  Aos- 
flussgeschwindigkeit  den  Werth  v »  2'",13,  und  für  die  pro  Secunde  aus- 

fiiessende  Wassermenge  den  Werth :  M^—d^nv^  0,033  458  Cubikmeter. 


200. 
Auafluss  der  üifL 

Die  in  §  192  fUr  die  Ansflussgesch windigkeit  des  Wassers  ge- 
fundene allgemeine  Gleichung  1064) 

kann  auch  zur  Bestimmung  der  Ausflussgeschwindigkeit  der  Luft 
benutzt  werden^  sobald  die  Differenz  zwischen  dem  Drucke  P  im 
Inneren  des  Ausflussgefässes  und  dem  Drucke  p  ausserhalb  des- 
selben so  klein  ist,  dass  die  beim  Ausflusse  erfolgende  Aendenmg 

der  Dichtigkeit  (und  der  Temperatur)  unberücksichtigt  bleiben 

p 
darf.    Der  Quotient  —  hängt  ab  von  der  im  Inneren  des  Ge- 

fässes  vorhandenen  Temperatur  t  und  hat  nach  Gleichung  9S9) 
die  Grösse: 

—  —  C  (273  +  0  =  29,27  (273  + 1). 

y 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  fUr  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit die  Gleichung: 

1130)    V  =  \lg  .  29,27  (273  +  0  (l  —  ^)  • 

Setzt  man  hierin  z.  B.  r=  +  20»  (Celsius)  und  -^  =  -^^^  —  cnt- 

sprechend  dem  Ausflusse  ins  Freie  beim  Barometerstande  0^,760  aus  einem 
Gefässe,  in  welchem  der  Quecksilber -Manometerstand  O'^^SOO  beträgt  — •  so 
erhält  man  fOr  die  Ausflussgeschwindigkeit  den  Werth  v  »  91^,1.  Nach 
§  182  hat  die  im  Gefässe  enthaltene  Luft  pro  Cubikmeter  das  Gewicht: 

0  800       273 

1,293  •-^2_..  __.» 1,268  Eil.    Wenn  die  Ausflussöffinun^  eine  Kreisfläche 
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ist  Yom  DnrchmeBBer  d  »  0">,01,  und  der  Ausflass  ohne  Contraction  erfolgt, 

d*n 
80  hat  die  pro  Seconde  aosfliessende  Luftmasse  das  Gewicht  Q='y     .     v 

CS  0,009 13  Eil.  Für  den  Fall,  dass  der  AuBfluss  durch  eine  Oeffnung  in 
dünner  Wand  erfolgt,  würde  wegen  der  dabei  stattfindenden  Contraction  der 
obige  Werth  noch  mit  der  Grösse  fi  —  0,6  (als  mittlerem  Ausflnss-Goefficienten 
für  Oeffirangen  in  dünner  Wand)  zu  multiplidren,  also  Q  -»  0,ü  .  0,009 13 
»  0,005  48  Eil.  zu  setzen  sein. 

Bei  geringer  Grösse  der  Druckdifferenz  P  —  p  können  fttr 
den  Ausflnss  der  Luft  durch  längere  Böhrenleitnngen  ebenfalls 
dieselben  Gleichungen  benutzt  werden,  welche  im  vorigen  Para- 
graphen für  den  Ausfluss  des  Wassers  gefunden*  wurden ,  sobald 
in  jenen  Gleichungen  statt  der  Druckhöhen -Differenz  h  überall 

die  Grösse -^  substituirt  wird,  als  die  jener  Druckdifferenz^ 

entsprechende  Druckhöhe  —  gemessen  durch  eine  Luftsäule  von 
überall  gleicher  Dichtigkeit  Für  den  Ausfluss  durch  eine  cylin- 
drische  geradlinige  Böhrenleitung,  deren  Querschnittsfläche  n-mal 
so  gross  ist  als  die  Fläche  der  am  Ende  der  Röhrenleitung 
befindlichen  (gehörig  abgerundet  vorausgesetzten)  Ausflussmün- 
dung, erhält  man  daher  nach  Gleichung  1129),  indem  man  darin 

P         p 
^1  =  0  und  A  = -^  setzt,  die  Gleichung : 

y  y  2^  V  w  «*    ^ 

welche  nach  Substitution  des  Werthes -^  =  —  (i_Z.  ] 

7  7         7  \         P) 

=  29,27  (273  +  0  ( 1  —  -^j ,  Air  v  aufgelöst,  die  Form  annimmt : 

:i/.29,27(273  +  0(l-4) 
1131)    1  =  1/     f vA^ ^• 

^  71*  ^  n*    d 

In  dieser  Gleichung  ist  als  Mittelwerth  des  Widerstands- Coeffi- 
cienten  der  Reibung  der  GoefGcient  ^ «»  0,024  zu  setzen.  Der 
Einfluss  des  Widerstands -Coefßcienten  Co  ftir  den  Eintritt  in  die 
Röhrenleitung  ist  bei  längeren  Röhrenleitungen  so  gering,  dass 
fttr  denselben  ohne  Bedenken  der  im  vorigen  Paragraphen  fttr 
die  Bewegung  des  Wassers  benutzte  Werth  Co  =  0,5  gesetzt  wer- 
den darf. 

Wenn  z.  B.  / «  +  20«  (Celsius),  -^  - 1^ ,  /  «  100-,   d  =  0«,1  und 

47* 
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7t «»2' »4  ist  (entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  der  MQndangs - Dorch- 
messer  halb  so  gross  ist  als  der  Durchmesser  der  Röhrenleitang),  so  eigiebt 
sich  für  die  Ausflassgeschwindigkeit  der  Werth  v «  57b,65  und  für  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Luft  längs  der  Höhrenleitung  sich  bewegt,  der 

Werth  -^  s=  14,41.  Das  Gewicht  der  pro  Secunde  ausfliessenden  Lnftmasse 
hat  also  die  Grösse :  C  —  y  ^-p^  -  zr  =  ^^^  1^  Kil. 

§  201. 
GleichfSrmIge  Bewegung  dee  Wassers  In  Gerinnen  und  Canalen. 

Ein  Gerinne  oder  Canal  von  überall  gleichem  Wasser -Quer- 
schnitt kann  betrachtet  werden  als  eine  prismatische  Röhrenlei- 
tnngy  an  welcher  die  obere  Röhrenwand  überall  fehlt  und  durch 
^die  freie  atmosphärische  Luft  ersetzt  ist  Für  die  gleichförmige 
Bewegung  des  Wassers  in  einem  solchen  Canale  gelten  daher 
—  abgesehen  Yon  den  numerischen  Werthen  der  betreffenden  Er- 
fahrungs-Coefficienten  —  dieselben  Gesetze,  welche  in  §  199  für 
die  Bewegung  des  Wassers  in  einer  überall  gleich  weiten  Röhren- 
leitung gefunden  wurden. 

Der  Druckhöhen -Verlust  A,  welcher  durch  die  Reibung  des 
Wassers  an  den  Wänden  einer  cylindrischen  Röhrenleitung  ver- 
ursacht wird,  hat  nach  Gleichung  1124)  die  Grösse: 

ist  also  unter  sonst  gleichen  Umständen  proportional  dem  Ver- 
hältniss : 


1  1 


f     dyg    \        1  Umfang  ^JlE. 

J^  ^,       "^  4    Querschnittsfläche    ~  i  F 
4  i 


Es  kann  daher  nach  entsprechender  Abänderung  des  numerischen 
Werthes  des  Erfahrungs-Ooefficienten  ^  der  obigen  Gleichung  auch 
die  Form  gegeben  werden: 

1132)       f^-^l-^i-g' 

Diesen  durch  Reibung  verursachten  Druckhöhen-Verlust  kann  man 
sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  auf  die  Röhrenleitung 
am  Anfangspunkte  A  und  am  Endpunkte  B  der  Strecke  AB  ^^l 
verticale  Röhren  (PXezometer)  aufgesetzt  denkt,  deren  Wasser- 
standshöhen die  an  diesen  beiden  Stellen  gegen  die  obere  Röhren- 
wand wirkenden  hydraulischen  Drücke  anzeigen  (Fig.  772).  Das 
Verhältniss: 
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l   ~^  F    2g 


=  sma 


Fig.  772. 


ist  dasjenige  Gefälle^  welches  der  Röhrenleitnng  pro  Längeneinheit 
ihrer  Länge  gegeben  werden  mttsste,  wenn  der  hydraulische  Drnck 

gegen  die  obere  Röhrenwand  überall 
gleich  gross,  und  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  in  der  Röhrenlei- 
tnng —  bei  gegebener  Dmckhöhe 
über  der  Eintrittsstelle  and  gleich- 
falls gegebener  Dmckhöhe  über  der 
AasflussmtLndnng  —  unabhängig  von 
derLänge  derselben  seip  soll  (Fig.  778). 
Für  den  Fall,  dass  der  von  jenen 
PYezometern  angezeigte  hydraulische  Druck  gleich  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  ist,  würde  die  obere  Röhrenwand  überall  hinweg- 
genommen werden  können,  ohne  dass  dadurch  jener  Druck  ver- 
ändert würde.  Da  die  Reibung  des 
Wassers  an  der  oberen  Röhrenwand 
alsdann  wegfällt,  so  ist  für  diesen 
Fall  statt  des  ganzen  Querschnitt- 
Umfanges  U  nur  derjenige  Theil  P 
desselben  in  Rechnung  zu  bringen, 
welcher  den  noch  übrig  bleibenden 
Wandflächen  .entspricht  —  so  weit 
dieselben  vom  Wasser  benetzt  sind 
—  und  welcher  das  „  Wasser-Profil "  oder  der  „  Wasser-Perimeter  ** 
genannt  wird.  Die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Be- 
wegung des  Wassers  in  einem  solchen  offenen  Gerinne  oder  Ganale 
ist  daher  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


Fig.  778. 


Fig.  774. 


1133) 


P    »* 


oder: 


^  ^ip ' 


in  welcher  h  das  ganze  Gefälle   der 
Strecke  AB==ly  oder  die  Höhendiffe- 
renz zwischen  den  beiden  Punkten  A  und  B  des  Wasserspiegels 
bezeichnet  (Fig.  774). 

Der  Widerstands  -  Coefficient  ^  ist  —  wie  bei  der  Bewegung 
des  Wassers  in  Röhrenleitungen  —  nicht  ganz  constant,  sondern 
bei  kleineren  Geschwindigkeiten  etwas  grösser  .als  bei  grösseren 
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Geschwindigkeiten  und  variirt  zwischen  den  Grenzen  0,01  und 
0,0075.  Der  genauere  Werth  desselben  ist  zu  berechnen  mittelst 
der  Erfahrungsformel: 

1134)    ;  =  0,007  409  (l  +  ^'^f  ^^ 

So  lange  die  Geschwindigkeit  v  nicht  bekannt  ist,  kann  als  Yorläa- 
figer  Annäherungswerth  C  =  0,008  gesetzt  werden  (entsprechend 
einer  mittleren  Geschwindigkeit  von  0,734  Metern  pro  Secunde). 

Bei  den  in  Fig.  775  angegebenen  Dimensionen  des  Querprofiles  ergiebt 

sich  für  den  Wasser -Perimeter  der  Werth:   P  ^'JC -{•'CD +'DB  '^  12"^ , 

und   für    den   Qaerachnitt   des 
Fig.  775.  fliessenden  Wassers  die  Grösse: 

m^^i- -r 1 —v^i^W    -^=*HÖ28  Quadratmeter.  Wenn 

^"^"^    %l:P-^go^  '^^    ^-i^^^^-^^y^^^        das   Oef&lle    auf    einen   Meter 
-^  ^^^^:4l5T5^/4£>^  Länge  0,0005  Meter  betrftgt,  so 

ist  7-=-2Ööö"  ^^  ^^^^'  ^* 
für  die  mittlere  Geschwindigkeit  erhält  man  aus  Gleichung.  1133)  nach 
Substitution  des  Mittel werthes  Z  »  o,008  zunächst  den  Annäherungswerth: 
V  B=  1"^,235.  Dieser  Geschwindigkeit  entspricht  nach  Gleichung  1134)  der 
Widerstands-Coefficient  g»  0,007  76,  und  nach  Substitution  desselben  erhält 
man  für  die  Geschwindigkeit  den  genaueren  Werth:  v  «a  l<",254.  Die  von 
dem  Ganale  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  hat  also  die  Grösse: 
M^F.v^  14,928  .  1,254  =  18,72  Cubikmeter. 

Wenn  bei  unverändert  bleibendem  Gefälle  die  Wassertiefe  in  der  Mitte 
überall  von  2"^  bis  auf  3">*  steigt,  so  nimmt  der  Wasserperimeter  die  Grösse: 

/>,=i^i7C^-|-"CjD  +  jO^  =  16"  an,  und  der  Wasserquerschnitt  die  Grösse 
F^  «=  27,588  Quadratmeter.  Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für 
die  neue  Geschwindigkeit  v,  auf  gleiche  Weise  wie  im  vorigen  FaUe  den 
Werth:  Vi  »  1"',482,  und  für  die  pro  Secunde  vorbeifliessende  Wassermenge 
den  Werth  ilf,  =  40,885  Cubikmeter. 


§  202. 
Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  In  Canälen. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  geradlinigen  prismati- 
schen Ganale  ist  eine  gleichförmige,  wenn  der  Wasserquerschnitt 
überall  dieselbe  Grösse  hat.  Betrachtet  man  den  Ganal  als  einen 
Abflusscanal,  durch  welchen  das  Wasser  aus  einem  höher  liegen- 
den Wasser-Bassin  A  nach  einem  tiefer  liegenden  Wasser-Bassin 
B  abfliesst,  so  findet  man,  dass  die  Bewegung  des  abfliessenden 
Wassers  so  lange  eine  gleichförmige  sein  wird,  als  die  Höhe  des 
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Wasserspiegels  A  über  dem  Boden  des  Canales  an  der  Eintritts- 
stelle dieselbe  Grösse  hat  wie  die  Höhe  des  Wasserspiegels  B 
über  dem  Boden  des  Ganales  an  der  Ansflussmündung  (Fig.  776)- 

Die  Bewegung  wird  auch 
Fig.  776. 

A  . 

B 


dann  noch  eine  gleich- 
förmige bleiben,  wenn 
beide  Wasserspiegel  um 
eine  und  dieselbe  Grösse 
steigen  oder  fsillen.  Die 
Bewegung  wird  dagegen 
eine  ungleichförmige 
sein,  wenn  nur  einer  von 
den  beiden  Wasserspie- 
geln eine  andere  Höhenlage  annimmt,  also  z.  B.  in  dem  Falle, 
wenn  der  Wasserspiegel  B  um  eine  gewisse  Grösse  sinkt,  wäh- 
rend in  dem  oberen  Bassin  A  der  Wasserspiegel  die  frühere 
Höhenlage  beibehält.  Da  nach  eingetretenem  Beharrungszustande 
durch  jeden  Querschnitt  die  gleiche  Wassermenge  M  pro  Secunde 
hindurchfliesst,  so  muss  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  an  dem 
grösseren  Querschnitte  an  der  Eintrittsstelle  in  den  Canal  kleiner 
sein  als  in  dem  kleineren  Querschnitte  an  der  Ausflussmündung 
desselben;  folglich  ist  die  Bewegung  des  Wassers  in  diesem 
Falle  eine  beschleunigte.  Das  ganze  Gefälle  —  d.  h.  die 
Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B^  —  ist  in  diesem 
Falle  grösser  als  dasjenige  Gefälle,  welches  zur  Ueberwindung 
der  Reibungswiderstände  oder  zur  Erhaltung  einer  gleichför- 
migen Bewegung  ausreichen  würde, 
und  dieser  Ueberschuss  ist  es,  wel- 
cher die  Beschleunigung  hervor- 
bringt. 

Um  die  Bewegung  längs  des 
Theiles  x  der  ganzen  Oanalstrecke 
zu  bestimmen  (Fig.  777),  hat  man 
sich  das  ganze  Gefälle  dieser  Strecke 
—  d.  h.  die  Höhendifferenz  z  zwischen  den  beiden  Punkten  P^ 
und  Pj  des  Wasserspiegels  —  in  zwei  Theile  zerlegt  zu  denken, 
von  denen  der  eine  (nach  Gleichung  1133)  zu  berechnende  Theil) 
auf  Ueberwindung  der  längs  dieser  Strecke  wirkenden  Reibungs- 


Fig.  777. 


v: 


widerstände  verwendet  wird,  und  der  andere  Theil  -^ 


V 


^9         2y 
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die  Geschwindigkeit  des  fliessenden  Wassers  von  der  Grösse  v^  bis 
auf  die  Grösse  v^  erhöht.    Man  erhält  also  die  Gleichnng: 

1135)    »^u4t^+^ ^. 


V  -f-  V  M. 

keit  V  =  — J-^ — -  =  "Y  f  ^  4-  -w  1  zu  setzen.  Nach  Substitution 


In  dieser  Gleichung  ist  ftir  eine  jede  der  drei  Grössen  F,  P  und  v 
der  mittlere  Werth  resp.  des  Wasserquerschnittes,  des  Wasser- 
perimeters und  der  Geschwindigkeit  längs  der  Strecke  x  zu  sab- 
stituiren  —  d.  h.  für  eine  jede  das  arithmetische  Mittel  von  den 
zwei  Werthen,  welche  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke 
entsprechen.  Wenn  also  mit  F^  und  F^  resp.  die  Querschnitts- 
flächen  an  den  beiden  Endpunkten  bezeichnet  werden,   so  ist 

F  +  F 
jPr—  — 1_ — 2-  zu  setzen.     In  gleicher  Weise   ist  der  mittlere 

P  4-  P 
Wasserperimeter  P  =  — ^—^ — -  zu  setzen.   Die  pro  Secunde  vor- 

beifliessende  Wassermenge   hat  die   Grösse   il/=  Fj^i  —  P»»,; 

M  M 

also  ist  v^  =  -^  und  üj  =  -^r ,  folglich  die  mittlere  Geschwindig- 

[f;  +  TJ 

dieser  Werthe  nimmt  die  obige  Gleichung  die  Form  an: 

Sind  die  Wasserquerschnitte  an  den  beiden  Endpunkten  der 
Strecke  x  nebst  der  von  dem  Canale  pro  Secunde  fortzuführenden 
Wassermenge  M  gegeben,  so  kann  aus  dieser  Gleichung  das  er- 
forderliche Gefälle  des  Wasserspiegels  berechnet  werden ;  ist  statt 
dessen  ausser  jenen  beiden  Querschnitten  das  Gefälle  z  gegeben, 
so  kann  die  obige  Gleichung  auch  umgekehrt  zur  Berechnung 
der  Wassermenge  M  benutzt  werden. 

Wenn  bei  der  im  vorigen  Paragraphen  als  Beispiel  gewählten  Profil-Form 
(Fig.  775)  die  Wassertiefe  am  oberen  Ende  einer  bestimmten  Strecke  15  Meter, 
am  unteren  Ende  2,95  Meter  betr&gt,  so  ist  F^  »  27,588,  Pj  -=  16  nnd  F^ 
«>  26,868,  ^2^  1^>^  2u  setzen.  Wenn  femer  die  L&nge  dieser  Strecke  die 
Grösse  x  »s  lOO  Meter  nnd  das  Gefälle  des  Wasserspiegels  längs  derselben 
die  Grösse  z  »  0,1  Meter  hat,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  für  die 
pro  Secunde  yorbeifliessende  Wassermenge  der  Werth  Af  ==  54  Cubikmeter. 

Ein  genaues  Resultat  ist  indessen  bei  dieser  Berechnungs- 
weise nur  dann  zu  erwarten,  wenn  der  Unterschied  zwischen  den 
Querschnitten  an  den  beiden  Endpunkten  der  Strecke  x  eine  sehr 
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geringe  Grösse  hat.  Die  oben  gefundene  Gleichung  nimmt,  wenn 
darin  ftlr  das  Gefälle  z  der  ans  Fig.  777  zu  entnehmende  Werth 
;;;  a:  a^  +  07  sin  ce  —  o,  substitnirt,  und  die  Gleichung  alsdann  für 
X  aufgelöst  wird,  die  Form  an: 

1137)    X-  ''       "^        ^^^^'        ^' 

^  "87 Frn 

Diese  Gleichung  —  ebenso  wie  die  vorhergehende  —  wird  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Bewegung  des  Wassers  längs  der  Strecke 
X  erfolgt,  um  so  genauer  darstellen,  je  kürzer  diese. Strecke  ge- 
wählt wird,  und  je  kleiner  in  Folge  dessen  die  Wassertiefen- 
Diflferenz  a,  —  a^  ausfällt.  Wenn  man  sich  die  ganze  Differenz 
zwischen  den  beiden  Wassertiefen  an  den  beiden  Endpunkten  des 
ganzen  Ganales  zerlegt  denkt  in  die  einzelnen  Wassertiefen- 
Differenzen  a,  —  Oj,  fl,  —  «3,  flg  —  Ö4 . . .,  so  kann  man  mit 
Hülfe  der  obigen  allgemeinen  Gleichung  die  jenen  einzelnen 
Tiefen- Aenderungen  entsprechenden  Strecken  ^,,  a?^,  x^. , ,  eine 
nach  der  anderen  berechnen,  sobald  für  die  fortzuftthrende  Wasser- 
menge M  ein  bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist  oder  vor- 
läufig angenommen  wurde.  Man  erhält  auf  diese  Weise  das  zu 
jenen  willkürlich  gewählten  Wassertiefen  als  Ordinaten  gehörige 
System  von  Abscissen  für  diejenige  Curve,  welche  das  Längen- 
Profil  des  Wasserspiegels  bildet  Indem  man  diese  Rechnung 
probeweise  mit  verschiedenen  Werthen  von  M  wiederholt,  findet 
man  für  das  Längen -Profil  des  Wasserspiegels  schliesslich  die- 
jenige Curve,  welche  hinsichtlich  der  Lage  ihrer  beiden  End- 
punkte den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  genügt,  so 
wie  diejenige  Wassermenge,  welche  bei  dieser  Form  des  Längen- 
profiles  pro  Secunde  fortgeführt  wird.  Auf  solche  Weise  würde 
z.  B.  die  Wassermenge  M  zu  ermitteln  sein,  welche  bei  dem  in 
Fig.  776  angegebenen  Falle  von  A  nach  B^  abfliesst. 

§  203. 
Stauhöhe  und  Stauwette. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  ungleichförmige  Bewe- 
gung des  Wassers  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die 
beschleunigte,  sondern  auch  für  die  verzögerte  Bewegung. 
Das  Vorhandensein  einer  verzögerten  Bewegung  längs  einer  be- 
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stimmten  Ganal-  oder  Fluss  -  Strecke  setzt  als  Bedingnog  voraus: 
dass  der  WasBerquerscbnitt  am  aDteren  EDdptmkte  dieser  Strecke 
grOBBer  ist  als  am  oberes  Eadpankte  derselben.  Eine  solcbe  ver- 
zögerte Bewegung  des  Wassers  tritt  ein ,  sobald  unterhalb  jener 
Strecke  an  irgend  einer  Stelle  mittelst  einer  localen  Querschnitts- 
verenguDg  —  entweder  der  Breite  nach  (z.  B.  durch  einen  seit- 
lichen Einbau,  durch  Brückenpfeiler)  oder  der  Hohe  nach  (z.B. 
durch  ein  Ueberfallawehr  oder  eine  sonstige  locale  Erhtlhnng  des 
Grundbett«s)  —  eine  Aufstauung  des  Wassers  in  der  stromaufwärts 
gelegenen  Strecke  hervorgebracht  wird.  Unmittelbar  oberhalb  der 
Staustelle  wird  in  diesem  Falle  der  Wasserspiegel  so  lange  steigen, 
bis  derselbe  diejenige  Hohe  erreicht  bat,  bei  welcher  die  in  jeder 
Secnnde  durch  den  verengten  Querschnitt  hindHrchfliesseude  Waaser- 
menge  ebenso  gross  geworden  ist  wie  die  Wassermenge,  welche 
vorher  bei  Überall  gleichem  Querprofile  in  jeder  Secnnde  an  dieser 
Stelle  vorbeiflosB  (vergl.  §  198). 

Die  Waesermenge  M,  welche  bei  einem  sogenannten  „nuvoll- 

kommenen  Ueberfalle"  oder  „Grundwebre"  (dessen  Schwelle  tiefer 

liegt  alB  der  Unterwaseerspiegel)  in 

Fif-  77S.  jeder  Secnnde  abfliesst,  setzt  sich  zn- 

-t  sammen  aus  zwei  Theilen,  nämlich 

dem  Theile  M,,  welcher  durch  den 
unteren  Theil  des  verengten  Quer- 
schnittes (zwischen  der  Schwelle  und 
dem    Unterwasserspiegel)    bindnrch- 

fliesst,  und  dem  Theile  M,,  welcher 

c  V      durch  den  oberen  Theil  des  Qner- 

Fig.  379.  Schnittes  oberhalb  des  Unterwasser- 

Spiegels  abfliegst  (Fig.  778  und  Fig. 
779).  Sämmtliche  Theilchen  der 
Wassermenge  M,  fliessen  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten  dnrcb  den  ver- 
engten Querschnitt  hindarch,  da  die 
DrnckhOhendifferenz  fUr  alle  diese 
Theilchen  eine  und  dieselbe  GrOsee 
hat,  nämlich  die  Grösse  h.  Die  gemeinschaftliche  Ausfiussgeschwin* 
digkeit  u  fUr  diesen  Tbeil  der  ganzen  Ausflussmege  ist  daher  zu 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1,38)     *_J^-Jl,     „der: 
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v  =  y2gk  +  c^=^y2g^h  +  ^y 

in  welcher  c  die  Oeschwindigkeit  des  Wassers  unmittelbar  ober- 
halb der  Staustelle  bedeutet  oder  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  die  Wassertheilchen  sich  bewegten,  bevor  an  der  üeber- 
falls-Stelle  die  Geschwindigkeitszunahme  eintrat.  -Diese  Anfangs- 
geschwindigkeit hat  —  wie  obige  Gleichung  zeigt  —  denselben 
Einfluss,    welchen   eine   Vergrösserung   der  Druckhöhe   um   die 

Grösse  k  =  -^—  haben  würde.  Das  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keit c  zu  der  Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  das  ungestauete 
Wasser  unterhalb  der  Staustelle  durch  die  überall  gleichen  recht- 
eckig vorausgesetzten  Querschnitte  von  der  Grösse  a .  b  hindurch 
weiter  fliesst,  ist  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  betref- 
fenden Querschnitte  zu  setzen,  also  ist: 


1139)    (a  +  h)  b  .  c  =  abvj    oder:    r  = 


av 


a  +  h 

Bei  gegebener  Stauhöhe  k  kann  hiemach  die  Geschwindigkeit  c 
so  wie  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe: 


fl*r» 


2g         2(7(«  +  Ä)* 

als  eine  bekannte  Grösse  betrachtet  werden ;  ebenso  auch  die  Ge- 
schwindigkeit: 

1141)  u=^y2g{h  +  k). 

Wenn  mit  fi  der  Ausfluss-Coefficient  bezeichnet  wird,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  für  den  ersteren  Theil  der  Ausflussmenge  der 
Werth : 

1142)  M,  =  fiih,y2g{h  +  k). 

Die  durch  iden  oberen  Theil  des  verengten  Querschnittes  fiies- 
sende  Wassermenge  M^  ist  nach  den  in  §  193  ftlr  den  Ausfluss  aus 
rechteckiger  Oeffnung  in  verticaler  Wand  gefundenen  Gleichungen 
zu  berechnen,  wobei  als  Druckhöhe  für  den  unteren  Rand  der  Aus- 
flussöffnung die  Grösse  k  +  k  und  für  den  oberen  Rand  die  Grösse 
k  in  Rechnung  zu  bringen  ist.    Nach  Gleichung  1073)  ist  also: 

1143)  M,  =  ^f4hY2i{y{h-[-kf  —  y¥). 

Die  Summe  dieser  beiden  Wassermengen  ist  der  ganzen  Wasser- 
menge M  gleich  zu  setzen,  folglich  ist: 

1144)  M=fiiY2i[h,YkTl  +^{y(h  +  ky-y/^l 
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Au8  dieser  Oleichung  ergiebt  sich  für  die  einer  vorgeschriebenen 
Staahöhe  h  entsprechende  Höhe  des  Unterwasserspiegels  über  der 
Ueber&Uskante  der  Werth: 

1145)    A,  =  ^ 


Wenn  z.  B.  die  Stauhöhe  h  »  0",5  Torgeschrieben  ist,  und  bei  dem  an- 

gestaueten  Wasser  die  Geschwindigkeit  v-^fjö,  die  Wassertiefe  a«»2'° 

3  5 
war,  so  ist  nach  Gleichung  1139)  c  =  -^  »  1*^,4,  und  nach  Gleichung  1140) 

i,5 

k  s=z  o™4  zu  setzen.  Wenn  ferner  die  Breite  des  Ganales  an  der  Staustelle  die 
Grösse  b  =  lO"",  an  den  übrigen  Stellen  dagegen  die  Grösse  b  »  12""  hat,  so 
ist  die  pro  Secunde  fortgeführte  Wassermenge  Af  »  12  .  2  .  1,75  =  42  Cubik- 
meter,  und  wenn  der  Ausfluss-Coefficient  /i  s»  0,8  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 
für  ^1  aus  obiger  Gleichung  der  Werth:  A,  » 1°>,157;  und  fOr  die  erforderliche 
Höhe  der  Schwelle  über  dem  Canal-Boden  der  Werth:  5  =  a  —  A, =2  —  1,157 
»  0,843  Meter. 

Unterhalb  des  Wehres  ist  die  Wassertiefe  unverändert  gleich 
a  geblieben;  anmittelbar  oberhalb  des  Wehres  dagegen  hat  die- 
selbe in  Folge  der  Stauung  bis  auf  die  Grösse  a  +  ^  zugenommen. 
Stromaufwärts  nimmt  die  Wassertiefe  allmählich  ab,  bis  dieselbe 
am  Endpunkte  der  Stauweite  wieder  in  die  Grösse  a  übergeht. 
Um  die  sogenannte  nStaucurve**  zu  berechnen ,  oder  diejenige 
Curve,  nach  welcher  das  Längen -Profil  des  gestaueten  Wasser- 
spiegels gekrümmt  ist,  hat  man  das  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  erklärte  Verfahren  anzuwenden.  Man  denkt  sich  die 
ganze  Stauhöhe  h  zerlegt  in  die  einzelnen  Wassertiefen-Differenzen 
a^  —  a^,  a,  —  a,,  a^  —  a^  .  .  .  .,  und  berechnet  alsdann,  vom 
Wehre  anfangend,  nach  und  nach  die  zu  diesen  willkürlich  an- 
genommenen Tiefen-Aenderungen  gehörenden  einzelnen  Strecken 
^M  ^i>  ^'3  •  •  •  mittelst  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
allgemeinen  Gleichung  1137),  welcher  auch  die  folgende  Form 
gegeben  werden  kann: 


1146)    . ^    ^'^ 


—  («1  —  Oi) 


Sin  a  —  Q 


8g  F\  F\ 

Für  ein  rechteckiges  Profil  von  überall  gleicher  Breite  b  ist 
nach  der  in  Fig.  780  gewählten  Bezeichnung  zu  setzen:  F^^^bt 
und  F,  =  *  (/—  A);  flir  kleine  Werthe  von  A  also  annähernd: 

F\  —  F\^  **  {t  -^  A)*  -  bU^  =  —  2*=/ A. 
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Wenn  man  ferner  o^  —  a^  =  A  setzt  nnd  hinsichtlich  der  übrigen 
Glieder  die  Differenz  zwischen  den  Profilen  an  den  beiden  End* 
punkten  der  Strecke  a-  vernachlässigend  —  dieWerthe/^,=Af=F4 
undP,=Ä+2f=Pj  substitüirt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung, 

indem    man    darin    zugleich 


Fig.  780. 


wieder:  M=btv  setzt,  auch 
die  folgende  einfachere  Form 
geben : 

gtj 


1 


1147)07- 


8ma-C(l+^j- 


2gt 

Den  im  vorigen  Zahlenbeispiele  für  die  gleichförmige  Bewegung  des 
ungestaueten  Wassers  angenommenen  Zahlenwerthen :  a « 2'",  ^»12'" 
und  t;=  1">,75  entspricht  (nach  Gleichung  1133)  als  Qef&lle  des  Ganalbodens 
pro  Längeneinheit  der  Werth:  sin  a  »»  0,000  796  8.  Für  die  Wassertiefe  am 
Wehre  wurde  der  Werth :  ^^  =  a  +  Ä  «  2"»,5  angenommen,  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit t;o»l'°,4  entspricht.  Um  diejenige  Strecke  x^  zu  finden,  l&ngs 
welcher  in  der  Richtung  stromaufwärts  die  Wassertiefe  von   t^  =  2'",5   bis 

t^  s=  2™,4  abnimmt,  und  die  Geschwindigkeit  von  t;^  =  l»,4  bis  t?j  «  1,4  •  — ^ 

2,4 

=  1^,458  zunimmt,  hat  man  in  obiger  Gleichung  die  Werthe:   r«=  ^°  "^   '. 

«2«,45  und  V  =  ^^  "^  ^'  ^  l'»,429  zu  substituiren,  welchem  letzteren  der 

Werth:  S  «  0,007  713  entspricht.    Hiemach  erhält  man  aus  jener  Gleichung, 
indem  man  darin:  A:»0*°,1  setzt,  für  die  Strecke  o:,  den  Werth: 


'    \_        9,81  .  2,45  } 


«.«00  796  8  -  0,007  713  ( 1+ if )  _^^?1_ 


291«>,3. 


Um  die  folgende  Strecke  x^  zu  berechnen,  längs  welcher  in  der  Rich- 
tung stromaufwärts  die  Wassertiefe  von  i^  ^  2",4  bis  t^  :«  2>",3  abnimmt, 
und  die  Geschwindigkeit  von  Vj  —  1">,458  bis  v^  »  1°>,522  zunimmt,  hat  man 

die  Werthe:  r  =. ii-±-?-»- =  2«,35,  t;«i^l^«  =  1«, 49,  g«  0,0077  zu  sub- 
stituiren, und  wiederum  A«.  o^*,!  zu  setzen;  man  erhält  dann  für  x^  den  Werth: 

'    V        9,81.2,35; 


X, 


0,000  796  8  —  0,0077  A  +  ^^ 


1,49« 


32l",8. 


2  .  9,81  .  2,35 

Indem  man  die  Rechnung  auf  gleiche  Weise  in  Bezug  auf  die  dritte  und  jede 
folgende  Strecke  wiederholt,  findet  man  nach  und  nach  die  übrigen  Theile  des 
Längenprofilcs. 
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§  204. 
Vfideretände  der  FlOesigkeiten  gegen  bewegte  (Me  KSrper. 

Gesetze  oder  Erfahmngsformeliiy  nach  welchen  die  Wider- 
stände ruhender  Fltlssigkeiten  gegen  bewegte  feste  Körper,  oder 
die  Stosswirkangen  bewegter  Flüssigkeiten  gegen  ruhende  feste 
Körper,  für  beliebig  gegebene  Fälle  im  Voraus  mit  einiger  Sicher- 
heit berechnet  werden  könnten,  sind  bislang  nicht  bekannt.  Ftir 
die  betreffenden  Erfahrungs-Coefficienten  sind  von  verschiedenen 
Beobachtern  sehr  verschiedene  Werthe  gefunden.  Den  nachfolgen- 
den angegebenen  Mittelwerthen  jener  Coef&cienten  ist  deshalb  nur 
ein  geringer  Grad  von  Zuverlässigkeit  beizumessen. 

Im  Allgemeinen  darf  man  annehmen,  dass  der  Widerstand, 
welcher  der  Bewegung  eines  an  allen  Seiten  von  der  Flüssigkeit 
umgebenen  (symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  der  Bewegungsrich- 
tung parallele  Achse  geformten)  festen  Körpers  entgegenwirkt, 
ungefähr  proportional  ist  dem  Quadrate  der  relativen  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit,  oder  der  Ge- 
schwindigkeitshöhe, welche  dieser  relativen  Geschwindigkeit  ent- 
spricht, dass  derselbe  femer  proportional  ist  der  grössten  Quer- 
schnittsfläche des  Körpers  rechtwinkelig  zu  jener  Achse  genommen, 
oder  der  Projection  des  Körpers  auf  einer  rechtwinkelig  zur  Be- 
wegungsrichtung stehenden  Ebene,  und  ausserdem  proportional  der 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit.  Annähernd  ist  daher  jener  Widerstand 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1148)     W=KyF^j 

in  welcher  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit,  F  den 

Flächeninhalt  jener  grössten  Querschnittsfläche  oder  Projection, 

V  die  relative  Geschwindigkeit  und  ^  einen  von  der  Form  des 

Körpers  abhängigen  Erfahrungs-Goefficienten  bezeichnet 

Für  ein  in  der  Richtung  seiner  Achse  sich  bewegendes  Prisma, 

dessen  Länge  das  Vier-  bis  Sechs-Fache  des  mittleren  Querschnitts- 

4 
durchmessers  nicht  übersteigt,  ist  der  Widerstands-Coefficient  C=  -o" 

zu  setzen.  Bei  grösserer  Länge  des  Prismas  nimmt  in  Folge  der 
grösseren  Reibung  an  den  Seitenflächen  der  Widerstands-Coefficient 
einen  grösseren  Werth  an.  Dasselbe  gilt  von  dem  Widerstands- 
GoefiScienten  eines  in  seiner  Achsenrichtung  sich  bewegenden  Cy- 
linders.    Für  einen  rechtwinkelig  zu  seiner  Achsenrichtung  be- 
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wegten  Cylinder  ist  der  Widerstands-Goefficient  ungefähr  halb  so 

2 
gross,  also  ^  =  -^  zu  setzen.    Für  eine  hohle  Halbkugel  von  ge- 
ringer Wandstärke  ist  t=  ^fi  zu  setzen,  wenn  die  concave  Fläche 
die  Vorderfiäche  bildet. 

Hiemach  wQrden  z.  B.  für  einen  in  gewöhnlicher  atmosphärischer  Loft 
mit  der  Geschwindigkeit  v » b^fi  vertical  abwärts^  sinkenden  Fallschirm, 
welcher  ungefähr  die  Form  einer  hohlen  Halbkugel  und  in  seiner  Honzontal- 
Projection  einen  Flächeninhalt  yon  20  Quadratmetern  hat,  die  Werthe  g  »  2,5, 

y  =  1,293,  ^=  20  und  ~"    2   9  81    °"  ^"'^  ^  Gleichung  1148)  zu  sub- 

stituiren  sein,  woraus  für  den  vertical  aufwärts  wirkenden  Luftwiderstand  der 
Werth  W:=^  103  Eil.  sich  ergiebt.  Es  würde  also  das  Totalgewicht  des  Fall- 
schirmes nebst  der  an  demselben  hängenden  Last  höchstens  103  Kil.  betragen 
dürfen,  wenn  beim  Herabsinken  aus  grosser  Höhe  die  Geschwindigkeit  desselben 
niemals  grösser  werden  soll  als  diejenige  Geschwindigkeit,  welche  ein  von  der 
Höhe  As=  1"*,6  im  luftleeren  Räume  frei  herabfallender  Körper  erlangen  würde. 

Fttr  eine  Kugel  ist  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  ^  »=  0,5  zu 
setzen.  Bei  grossen  Geschwindigkeiten  (wie  z.  B.  bei  den  Ge- 
schwindigkeiten der  Geschtttzkugeln)  nimmt  der  Widerstands-Coef- 
ficient  einen  grösseren  Werth  an  und  kann  derselbe  annäherungs- 
weise berechnet  werden  aus  der  Formel: 

t  =  0,5  +  0,001  .  V. 

Wenn  der  Durchmesser  einer  Kugel  0,1  Meter  und  das  specifische  Ge- 
wicht derselben  7,2  beträgt,  so  ist  das  relative  Gewicht  der  Kugel  im  Wasser 
gleich  3,246  Kil.  Um  diejenige  Geschwindigkeit  zu  finden,  bei  welcher  die 
Bewegung  der  im  Wasser  vertical  abwärts  sinkenden  Kugel  eine  gleichförmige 
wird,  hat  man  in  Gleichung  1148)  die  Werthe  fT»  3,246,  Sr"0,5,  /»looo, 
^»0,007  854  zu  subsütniren  und  erhält  alsdann  für  die  gesuchte  Grösse  den 
Werth  v  =  4  Meter. 

Für  die  Bewegung  der  Kugel  in  gewöhnlicher  atmosphärischer  Lnft  er- 
hält man  auf  gleiche  Weise  nach  Substitution  der  Werthe  /  — 1,293,  W^  3,77, 
indem  man  zunächst  annähernd  g «  0,5  setzt  und  nachher  mit  dem  nach 
obiger  Formel  corrigirten  Werthe  von  £  die  Rechnung  wiederholt,  als  Grenze 
der  Fallgeschwindigkeit  die  Grösse  v«  110  Meter. 

Bei  Eisenbahnzttgen  ist  der  Luftwiderstand  (nach  Redten- 
b ach  er)  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

ir=  0,0704  {F+-J-  nf)  v\ 

in  welcher  F  die  Vorderfiäche  der  Locomotiye  (gewöhnlich  gleich 
7  bis  S  Quadratmeter),  /  die  Vorderfiäche  jedes  der  angehängten 
Bahnwagen  (gewöhnlich  gleich  4  Quadratmeter),  n  die  Anzahl  der 
letzteren  und  v  die  Fahrgeschwindigkeit  bezeichnet 

Bei  schwimmenden,  theilweise  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten 
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Körpern  ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  1148)  für  die  Grösse  F 
die  grösste  Querschnittsfläche  oder  Projection  des  eingetaachten 
Theiles  in  Rechnung  zu  bringen.  Der  Widerstands-Coef&cient  ist 
bei  theilweise  eingetauchten  Körpern  stets  kleiner  als  bei  ganz 
von  der  Flüssigkeit  umgebenen  Körpern.  Für  ein  in  der  Bich- 
tung  seiner  Achse  bewegtes  schwimmendes  Prisma,  dessen  Länge 
nicht  mehr  als  das  Sechsfache  der  mittleren  Breite  des  einge- 
tauchten Theiles  beträgt,  ist  ^«1,1  zu  setzen.  Für  gut  gebante 
Schiffe  kann  als  Mittelwerth  C  -»  0,2  gesetzt  werden ,  bei  sehr 
scharf  gebauten  Schiffen  kann  der  Widerstands-Coef&cient  bis  auf 
die  Grösse  t  =  0,05  sich  vermindern. 

Die  Kraftwirkungen,  welche  die  Flüssigkeit  und  der  in  der- 
selben sich  bewegende  feste  Körper  auf  einander  gegenseitig  über- 
tragen, erfolgen  genau  in  derselben  Weise  auch  dann  noch,  wenn 
der  ganze  Raum,  in  welchem  jener  Vorgang  stattfindet,  eine  gleich- 
förmig fortschreitende  Bewegung  ausführt,  und  sind  vollkommen 
unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  dieser  hinzukommenden  ge- 
meinschaftlichen Bewegung.  Denkt  man  sich  den  Raum,  in  Be- 
zug auf  welchen  bei  den  vorigen  Fällen  die  Flüssigkeit  als  ruhend 
zu  betrachten  war,  eine  gleichförmig  fortschreitende  Bewegung 
ausfahrend,  deren  Geschwindigkeit  derjenigen  des  festen  Körpers 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  —  in  welchem  Falle  der  letztere 
also  in  absolutem  Ruhezustände  sich  befinden  würde  —  so  er- 
kennt man  leicht,  dass  jene  Wirkungen  nicht  von  der  absoluten, 
sondern  nur  von  der  relativen  Geschwindigkeit  des  festen  Kör- 
pers in  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  abhängen  können,  und  dass  die 
allgemeine  Gleichung  1 148)  —  soweit  dieselbe  das  Gesetz  jener 
Wirkungen  überhaupt  richtig  darstellt  —  ebensowohl  für  den  Fall 
gelten  mass,  in  welchem  der  feste  Körper  ruht  und  die  Flüssigkeit 
sich  bewegt,  als  für  den  Fall,  in  welchem  jener  Körper  die  Be- 
wegung ausführt  und  die  Flüssigkeit  im  Ruhezustande  sich  befindet. 

Die  von  der  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  übertragene 
Gesammtwirkung  setzt  sich  zusammen  aus  den  Wirkungen  gegen 
die  einzelnen  Flächentheilchen  seiner  Oberfläche.  Wenn  die  Vorder- 
fläche des  Körpers  eine  ebene  Fläche  ist,  welche  rechtwinkelig 
zur  relativen  Bewegungsrichtung  steht,  so  setzt  sich  der  Druck 
gegen  diese  Vorderfläche  wiederum  zusammen  aus  dem  hydro- 
statischen Drucke,  welchen  unter  sonst  gleichen  Umständen  die 
ruhende  Flüssigkeit  gegen  die  Fläche  ausüben  würde,  und  einem 
Ueberdrucke,  welcher  in  Folge  der  relativen  Bewegung  der  Flüssig- 
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keit  gegen  die  Fläche  zu  jenem  hydrostatischen  Drucke  noch 
hinzukommt.  In  der  Regel  versteht  man  unter  dem  Drucke  einer 
Flüssigkeit  gegen  eine  relativ  zu  derselben  bewegte  Fläche  nur 
jenen  Ueberdruck.  So  z.  B.  pflegt  man  bei  der  Angabe  des 
Druckes,  welchen  der  Wind  gegen  eine  rechtwinkelig  zur  Wind- 
richtung stehende  Fläche  ausübt,  nur  den  Ueberschuss  des  wirk- 
lichen Druckes  über  den  statischen  Atmosphären-Druck  anzugeben. 
In  diesem  Sinne  ist  der  Druck  einer  Flüssigkeit  gegen  eine  recht- 
winkelig zur  relativen  Bewegungsrichtung  stehende  ebene  Fläche  F 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1149)  D  =  tyF'^y 

in  welcher  die  Grössen  c,  y,  r  wiederum  die  oben  angegebenen 
Bedeutungen  haben. 

Die  Grösse  des  Erfahrungs-Coefficienten  l  für  Wasser  würde 
man  z.  B.   auf  die  in   Fig.  781   dargestellte  Weise   bestimmen 
können,  indem  man  ein  rechtwinkelig  gebogenes,  aus  einem  hori- 
zontalen  und  einem 
Fig.  781.  Fig.^782.  yertiealen    Schenkel 

bestehendes  Rohr  in 
den  Wasserstrom  auf 
solche  Weise  hinein- 
setzt, dass  die  Mün- 
dung des  horizontalen 
iüRP-LS  Schenkels  gegen  den 
Strom  gerichtet  ist 
(Pi  tot 'sehe  Röhre). 
Die  Höhen-Differenz 
h  zwischen  der  Was- 
serstandshöhe im  verticalen  Rohre  und  dem  äusseren  Wasser- 
spiegel zeigt  die  Grösse  jenes  Ueberdruckes  an,  und  wenn  man 
den  dieser  Höhen-Differenz  entsprechenden  hydrostatischen  Druck 
yFh  dem  obigen  Werthe  von  D  gleichsetzt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

1150)  yFh  =  KyF-^,    oder:    h  =  C   ^'' 
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welche  zur  Bestimmung  des  Coefficienten  K  benutzt  werden  kann, 
sobald  die  Grössen  k  und  v  bekannt  sind,  oder  auch  zur  Bestim- 
mung einer  der  beiden  Grössen  h  und  r,  sobald  der  Coefficient  iT 
und  die  andere  von  jenen  beiden  Grössen  bekannt  sind. 
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Nach  Weisbach's  Venuchen  ist  in  dieser  Gleichung  S  »»  1,56  zu 
setsen.    Hiemach  wtkrde  z.  B.  dem  Werthe  A  ^-i  2"  die  Geschwindigkeit  v  » 

2    9  81    2 
'  *     '     --  5  Meter  entsprechen.    Wenn  also  z.  B.  der  Wasserbäkalter 

eines  LocomotiT- Tenders  auf  die  in  Fig.  782  angedeutete  Art  in  Yerbindong 
gesetzt  wird  mit  einem  unterhalb  desselben  zwischen  den  Schienen  befind- 
lichen Wasserbehälter,  so  wird  bei  einer  Höhen-Differenz  von  2  Metern  zwischen 
den  beiden  Wasserspiegeln  ein  Hinanfströmen  des  Wassers  in  den  Tender  so 
lange  stattfinden,  als  die  Fahrgeschwindigkeit  mehr  als  5  Meter  betragt. 


V 


Druckfehler: 
Auf  Seite  36  in  der  dritten  Zeile  des  §  15  muss  statt:  „x^-^  •  y"  ge- 
setzt  werden:  „x^^-f-^-  y'". 
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Drnek  ron  J.  B.  Hirsehfeld  in  Leipsig. 
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